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同频垂直简谐振动的合成
———质点的运动曲线

陶玲玲 王先杰 刘志国

(哈尔滨工业大学物理学院,黑龙江
 

哈尔滨 150001)

摘 要 对于同频、相互垂直简谐振动的合成,在相位差取特定值时的处理相对容易,运动曲线

的形状及变化规律也可方便导出。当相位差取一般值时,则需要进行坐标变换,才能

确定运动曲线的形状及其随相位差的变化规律。本文推导了合成振动质点的运动曲

线,讨论了等振幅和非等振幅情况下的质点运动规律。等振幅情况下,若相位差不取

特定值,运动曲线为长轴与x 方向成π/4或3π/4角的椭圆;相位差越接近0或π,椭
圆越扁。当振幅不相等时,椭圆的长轴随着相位差的改变发生转动,离心率在相位差

接近0或π时较大。本文有助于加深对同频、相互垂直简谐振动合成的理解。
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  同频率、一维简谐振动的合成相对比较容易,
利用旋转矢量方法,很容易求出合成振动的表达

式,其振幅和初相位都可根据平行四边形法则给

出[1-4]。
 

同频率、相互垂直简谐振动的合成要复杂

一些,与两个振动的振幅、相位差有关,质点的运

动轨迹可以是直线、圆或椭圆[1-4]。模拟实验的结

果和理论相一致[5-8]。一些教材既给出了质点运

动曲线的方程,也给出了一些特定条件下曲线的

形状[1-4]。如果能给出影响运动曲线的一般因素,
并做详细讨论,那么将会加深对同频、相互垂直简

谐振动合成的理解,对该部分内容的教学具有积

极的作用。
本文首先推导合成振动的质点运动轨迹,再

利用坐标变换给出运动曲线的形状,并讨论其关

键影响因素。

1 合成振动质点的运动曲线

设两个频率均为ω 的简谐振动分别沿着x 和

y 方向,t时刻,其振动位移分别为

x=A1cos(ωt+φ1)

y=A2cos(ωt+φ2) (1)
其中,A1、A2 为振幅,φ1、φ2 为初相位。作如下变

量代换

a=x/A1,
 

b=y/A2

α=ωt+φ1,
 

Δφ=φ2-φ1 (2)
则式(1)变为

a=cosα
b=cos(α+Δφ)

=cosαcosΔφ-sinαsinΔφ (3)
进而可得

1-a2sinΔφ=acosΔφ-b (4)
将上式平方

(1-a2)sin2Δφ=a2cos2Δφ-2abcosΔφ+b2

(5)
移项后得

a2+b2-2abcosΔφ=sin2Δφ (6)
根据式(2),可得合成振动质点的运动曲线为

x2

A2
1
+y2

A2
2
-
2xy
A1A2

cosΔφ=sin2Δφ (7)

可见,合成质点的运动轨迹取决于两个垂直振动

的振幅和相位差。从式(7)可以看出,质点的运动

轨迹为二次曲线。因为x2 和y2 系数的符号相

同,所以除去特殊的Δφ 值外,轨迹应为椭圆。

2 质点运动曲线的特征

由式(7)可知,当x=0时,y=±A2sinΔφ;当

y=0时,x=±A1sinΔφ;当x=±A1 时,y=
±A2cosΔφ;当y=±A2 时,x=±A1cosΔφ。具

体结果如图1所示。
 

图1 合成振动质点的运动曲线(图中0<Δφ<π/2)

因为当x 和y 达到正负最大值后会向相反方

向运动,所以质点的运动轨迹与两边长分别为

2A1 和2A2 的矩形相切。

3 质点的运动方向

若合成质点的运动轨迹为椭圆,则质点的运

动方向由相位差Δφ 决定。图2给出了振动合成

的过程。
设t=0时,x 方向振动的相位为零,其旋转

矢量位于正向最大位移A1 处,沿着x 轴正向;此
时y 方向振动的相位为Δφ,其旋转矢量偏离y 轴

正向Δφ 角度。质点的位置由x 坐标和y 坐标决

定,为图2(a)和图2(b)中的P0 点。
在下一时刻,沿x 方向,质点从最大位移处返

回,其x 坐标减小。如果0<Δφ<π(图2(a)),质
点的y 坐标相对t=0时刻将变小,质点的位置为

图2(a)中的P1 点;随着时间的推移,质点的位置

将依次经过图2(a)中的 P2、P3、P4、P5、P6 和

P7,在一个振动周期后回到P0 点。如图2(a)所
示,质点沿顺时针方向运动。

同理,当-π<Δφ<0时,从t=0时刻开始,
质点将依次经过图2(b)中的P0、P1、P2、P3、P4、

P5、P6 和P7,完成一次全振动后回到P0 点,质点
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图2 同频、相互垂直简谐振动的合成

(a)
 

0<Δφ<π;
 

(b)
 

-π<Δφ<0

沿逆时针方向运动。

4 相位差取特殊值的情形

当Δφ 取一些特殊值时,合成质点的运动曲

线(式(7))可以得到简化,形状很容易确定[1-4]。
4.1 Δφ=0

根据式(7),运动曲线为

x
A1

-y
A2

=0 (8)

质点沿着斜率为A2/A1、通过第1、3象限的直线

作简谐振动,振幅为 A2
1+A2

2。

4.2 Δφ=π
运动曲线为

x
A1

+y
A2

=0 (9)

质点沿着斜率为-A2/A1、通过第2、4象限的直

线作简谐振动,振幅仍为 A2
1+A2

2。

4.3 Δφ=π/2
将Δφ 代入式(7),运动曲线变为

x2

A2
1
+y2

A2
2
=1 (10)

质点沿着以坐标轴为主轴的椭圆作顺时针运动,椭
圆的长轴和短轴长度分别为2A1、2A2。若A1=
A2,运动轨迹就是圆。

4.4 Δφ=-π/2
运动曲线仍为

x2

A2
1
+y2

A2
2
=1 (11)

和Δφ=π/2的情况类似,但质点作逆时针运动。
下面讨论Δφ 取其他值的一般情况。

5 等振幅的情形(A1=A2)

对于式(7)所示的曲线,可利用坐标变换确定

其具体类型。设 A1=A2=A,则运动曲线方程

变为

x2+y2-2xycosΔφ=A2sin2Δφ (12)
写成矩阵相乘的形式为

(x y)
1 -cosΔφ

-cosΔφ 1  x
y  =A2sin2Δφ

(13)
经过坐标变换,将交叉项2xycosΔφ 消去,曲线的

形状便确定了。这其实就是矩阵

B=
1 -cosΔφ

-cosΔφ 1  (14)

的对角化过程。
设矩阵B 的特征值为λ,满足

1-λ -cosΔφ
-cosΔφ 1-λ

=0 (15)

求得λ=1±cosΔφ,代入式(14)求得特征向量分

别为

1/ 2

1/ 2  ,-1/ 2

1/ 2  (16)

由此可给出变量代换
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x
y  = 1/ 2 -1/ 2

1/ 2 1/ 2  x'
y'  (17)

其中,x'和y'是新的坐标变量,代入式(13)可得合

振动质点的轨迹方程为

 x'2

A2(1+cosΔφ)
+ y'2

A2(1-cosΔφ)
=1 (18)

这是一个椭圆的方程,其半长轴和半短轴长度为

A'1=A 1+cosΔφ = 2Acos(Δφ/2)

A'2=A 1-cosΔφ = 2Asin(Δφ/2)(19)
若-π/2<Δφ<π/2,则 A'1>A'2;若-π<Δφ<
-π/2或π/2<Δφ<π,结果相反,A'1<A'2;两者

的平方和保持不变,为2A2。
式(17)的逆变换为

x'
y'  = 1/ 2 1/ 2

-1/ 2 1/ 2  x
y  

=
cos(π/4) sin(π/4)

-sin(π/4) cos(π/4)  x
y  (20)

  这对应于一个坐标轴的旋转,即将x 轴和y
轴沿逆时针方向转动π/4,变换到Ox'y'坐标系。
如图3所示,这个椭圆与边长为2A 的正方形相

切,长轴或短轴均沿着正方形的对角线方向。

图3 坐标变换后的坐标轴和运动曲线

(图中-π/2<Δφ<π/2)

显然,这个椭圆的长轴和短轴长度都与 Δφ
有关。根据式(19),当Δφ=0时,短轴长度为0,
椭圆退化成斜率为1的直线,如图4所示;随着

Δφ 的增加,椭圆长轴长度2A'1逐渐减小,短轴长

度2A'2逐渐增大;椭圆长轴位于第1、3象限;当

Δφ=π/2时,长短轴相等,椭圆变为圆;当π/2<
Δφ<π时,椭圆长轴位于第2、4象限,随着Δφ 的

增加,A'1逐渐变小,对应轴成为短轴,而A'2逐渐变

大,对应轴变成长轴;当Δφ=π时,椭圆退化成斜

率为-1的直线。当-π<Δφ<0时,具有类似的

变化规律。若0<Δφ<π,质点顺时针运动,-π<
Δφ<0时质点逆时针运动。

图4 质点轨迹随相位差Δφ 的变化(A1=A2=A)

当Δφ 变化时,椭圆与正方形(图4中的虚线

框)的切点位置在±A 之间连续变化,椭圆的形状

也在改变;但是,正方形上下和左右两边的切点变

化是对称的,长轴和短轴始终沿着正方形的对角

线方向;相位差Δφ 越接近0或π,椭圆越扁,离心

率越大。

6 不等振幅的情形(A1≠A2)

根据上述过程,可直接设坐标变换为

x'
y'  = cosθ sinθ

-sinθ cosθ  x
y  (21)

即坐标系Oxy 逆时针转过θ角后就变换到坐标系

Ox'y',其逆变换为

x
y  = cosθ -sinθ

sinθ cosθ  x'
y'  (22)

代入式(7)得
1
A2
1

(x'cosθ-y'sinθ)2+
1
A2
2

(x'sinθ+y'cosθ)2-

2cosΔφ
A1A2

(x'cosθ-y'sinθ)(x'sinθ+y'cosθ)

=sin2Δφ (23)
若变换合适,则交叉项将消失,即

1
A2
2
-
1
A2
1  2sinθcosθx'y'-

2cosΔφ
A1A2

x'y'(cos2θ-sin2θ)=0 (24)
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化简得

tan2θ=
2(A2/A1)
1-(A2/A1)2

cosΔφ=tan2θ0cosΔφ

(25)
其中

tanθ0=A2/A1 (26)
并用到了公式

tan2θ0=
2tanθ0
1-tan2θ0

(27)

去除交叉项后,式(23)变为

cos2θ
A2
1

+
sin2θ
A2
2

-
2sinθcosθcosΔφ

A1A2  x'2+
sin2θ
A2
1

+
cos2θ
A2
2

+
2sinθcosθcosΔφ

A1A2  y'2
=sin2Δφ (28)

若Δφ≠0或π,合成振动质点的运动曲线仍为椭

圆,方程为

x'2

A'21
+y'2

A'22
=1 (29)

其半长轴和半短轴长度为

A'1=
A1A2sinΔφ

A2
1sin2θ+A2

2cos2θ-2A1A2sinθcosθcosΔφ

A'2=
A1A2sinΔφ

A2
1cos2θ+A2

2sin2θ+2A1A2sinθcosθcosΔφ
(30)

  当A1=A2=A 时,由式(26)可知,θ0=π/4,
式(28)变为

(1-cosΔφ)
x'2

A2 +(1+cosΔφ)
y'2

A2 =sin2Δφ

(31)
与式(18)一致,式(30)中的半长轴和半短轴长度

也会回归到式(19)的形式。
图5给出了-π/2<Δφ<π/2、A1>A2

 (θ0<
π/4)时的质点运动曲线以及坐标变换。

图5 坐标变换后的坐标轴和运动曲线

(图中A1>A2、-π/2<Δφ<π/2)

图5中的虚线框描绘出长和宽分别为2A1 和

2A2 的矩形。根据式(8),当Δφ=0时,质点轨迹

为第1、3象限内的一条直线,如图6所示。当0<
Δφ<π/2时,由式(25),易知椭圆的长轴并不沿着

矩形的对角线方向,其与x 轴的夹角θ 小于θ0 

(cosΔφ<1)。与等振幅情况(θ始终保持为π/4)
不同的是,随着Δφ 的增加,椭圆长轴与x 轴的夹

角θ逐渐减小,且长轴逐渐缩短,短轴逐渐增加。
这一点从式(30)不容易看出,但从图1中切点和

交点的变化趋势容易确定。当Δφ=π/2时,椭圆

的长轴和短轴分别与x 轴和y 轴重合;若Δφ>
π/2,则cosΔφ<0,故θ<0,椭圆长轴位于第2、4
象限。随着Δφ 的进一步增大,椭圆长轴与x 轴

的夹角变大;当Δφ=π时,质点运动曲线变为第

2、4象限内的一条直线(式(9))。与等振幅情况类

似,相位差Δφ 越接近0或π,椭圆越扁,离心率越

大;越接近π/2或3π/2,椭圆的离心率越小。
因为cosΔφ 为偶函数,所以-π<Δφ<0时的

情况与0<Δφ<π类似,只不过质点的运动方向

由顺时针变为逆时针。质点运动曲线随相位的变

化规律如图6所示。

图6 不同相位差Δφ 对应的质点运动曲线(A1>A2)

当A1<A2 时,情况略显复杂,因为此时θ0>
π/4

 

(式(26)),2θ0>π/2,超出了正切函数tanθ的

一个周期(-π/2<θ<π/2)。但是,如果将x 轴和

y 轴互换,就可以采取和上面相同的处理方式,并
得到与A1>A2 时类似的结果。在这种情况下,
椭圆的长轴比矩形对角线更靠近大振幅A2 方向

的坐标轴。
除了相位差Δφ,A1/A2 显然也会影响到椭圆

的离心率。在Δφ 不变的情况下,比值A1/A2 越
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大或越小(和1比较),椭圆的离心率越大,比值

A1/A2 越接近1,椭圆的离心率就越小。
 

7 结语

本文研究了同频、相互垂直简谐振动的合成,
推导出质点的运动曲线。讨论了质点的运动范

围,以及运动曲线与最大振幅框切点、与x 轴和y
轴交点随相位差变化的关系。当相位差不取特定

值,即0、π/2、3π/2和π时,运动曲线为椭圆。两

个垂直振动等振幅时,椭圆长轴沿与x 轴成π/4
或3π/4角方向,且不随相位差改变。若振幅不相

等,则椭圆长轴将会随相位差发生转动。无论是

哪种情况,相位差越接近0或π,椭圆就越扁,相应

地,离心率也越大。若相位差在0和π之间,质点

沿顺时针方向运动;在-π和0之间时,沿逆时针

方向运动。总之,相位差是决定质点运动曲线的

关键因素。当相位差相同时,振幅比越远离1,椭
圆的离心率就越大。

在大学物理课程的教学过程中发现,大多数

学生对同频、相互垂直简谐振动合成的理解,仅限

于相位差为特殊值的情况;而当相位差取一般值

时,物理图像比较模糊。本文从坐标变换出发,导
出了运动曲线的方程,并给出了相关参数的变化

规律。文中详细描绘了同频、相互垂直简谐振动

合成的物理图像,将加深学生对该部分内容的理

解,对提高教学效果,也会起到积极的作用。
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