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对第39届全国中学生物理竞赛决赛第一题的研究
———刚性细杆在抛物线轨道约束下的微振动问题探析

付 宇 郭 彪
 

(苏州工业园区星海实验高级中学,江苏
 

苏州 215127)

摘 要 第39届全国中学生物理竞赛决赛第一题设计了刚性细杆在抛物线轨道约束下的微振

动情境,本文首先对原题中的三个问题进行了分析与解答,为了厘清问题情境背后的

物理原理,对细杆的平衡位置、不同平衡位置附近的微振动频率、不同平衡位置的受力

情况等进行了研究与讨论,并用图像说明了相关的物理规律。
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Abstract The
 

first
 

question
 

of
 

the
 

final
 

round
 

of
 

the
 

39th
 

National
 

Middle
 

School
 

Physics
 

Competition
 

was
 

designed
 

around
 

the
 

context
 

of
 

the
 

micro
 

vibration
 

of
 

a
 

rigid
 

slender
 

rod
 

con-
strained

 

by
 

a
 

parabolic
 

track.
 

This
 

paper
 

first
 

analyzes
 

and
 

answers
 

the
 

three
 

questions
 

in
 

the
 

original
 

problem.
 

To
 

clarify
 

the
 

physical
 

principles
 

behind
 

the
 

problem
 

context,
 

the
 

balance
 

position
 

of
 

the
 

slender
 

rod,
 

the
 

micro
 

vibration
 

frequency
 

near
 

different
 

balance
 

positions,
 

and
 

the
 

force
 

conditions
 

at
 

different
 

balance
 

positions
 

are
 

studied
 

and
 

discussed,
 

with
 

graphs
 

illus-
trating

 

the
 

relevant
 

physical
 

laws.
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1 原题呈现

例题:如图1所示,一段抛物线形状的刚性金

属丝固定在竖直平面内,抛物线方程为y=ax2(y
轴竖直向上,a 为待定常量);一长度为2l的匀质

刚性细杆的两端A、B 各有一个小圆孔,两圆孔都

套在金属丝上。圆孔和金属丝之间非常光滑,摩
擦力可忽略。若给细杆一个冲量,使其运动;经过

足够长的时间,细杆静止于平衡位置,此时细杆与

水平方向之间的夹角θ=30°。已知重力加速度大

小为g。
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图1 原题配图

(1)
 

求待定常量a;
(2)

 

若杆在上述平衡位置附近小幅振动,求
振动的频率;

(3)
 

细杆静止在上述平衡位置。现有一只小

白鼠,从静止开始由杆底端沿杆往上爬。在爬杆

的过程中,细杆始终保持静止;假设小白鼠可视为

质点,且小白鼠在杆端不接触金属丝。求小白鼠

在时刻t(以小白鼠开始爬杆的时刻为时刻零点)
沿细杆的位移s(t),小白鼠是否可以爬到细杆顶

端? 如果可以,小白鼠爬到细杆顶端,最少用时

多少?

2 分析

首先关注题中所给条件:抛物线轨道、细杆长

度2l、平衡角度30°、忽略摩擦,因此待定常量a 一

定与平衡状态密切相关。从力学思路分析,根据

共点力的原理可知,过端点的两法线(切线)交点

一定与质心在同一竖直线上,但运算过程烦琐,本
文不再呈现,有研究者给出了具体的计算过程[1];
从能量思路分析,系统平衡位置一定是势能的极

值点,因此只要找出重力势能与角度的关系式,再
令一阶导数为零,即可求得a。

对于振动频率的求解,自然也是基于能量思

路,写出细杆在平衡位置附近的动能和势能表达

式,再建立能量守恒定律的微分方程,进而解出

结果。
对于第(3)问,当小白鼠沿杆运动时,为使杆

依然静止,那么小白鼠与杆之间的作用力与杆所

受到的弹力、重力必定交于一点。画出小白鼠的

受力示意图,可以发现力的矢量三角形与图中几

何三角形相似,从而建立微分方程求解。

3 解答

(1)
 

对于杆来说,势能只有质心的重力势能。

因此设质心坐标为 x,y  。则根据几何关系可得

A、B两点的坐标

xA=x+lcosθ
yA=y+lsinθ 
xB=x-lcosθ
yB=y-lsinθ 

(1)

  再代入抛物线方程可得

y+lsinθ=ax+lcosθ  2

y-lsinθ=ax-lcosθ  2 (2)

  式(2)中两式相减右边使用平方差公式,则可

以直接求出x,进而求得y

x=
tanθ
2a

y=
tan2θ
4a +al2cos2θ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(3)

  选取θ为变量,先求质心重力势能的变化率

dEp

dθ =mg
dy
dθ=mgsin2θ

sec4θ
4a -al2  (4)

  在平衡位置θ0=30°重力势能的变化率必定

为0,因此a 的合理解为

a=
2
3l

(5)

  (2)
 

细杆在平衡位置附近小幅振动,由机械

能守恒得

1
2ṁx2+

1
2ṁy2+

1
2

ml2

3θ̇2+mgy=E (6)

  在平衡位置附近,质心速度为水平方向,因此

第二项为零。第一项和第三项之和表示在平衡位

置附近的动能
 

Ek=
1
2ṁx2+

1
2

ml2

3θ̇2=
m
2
sec4θ0
4a2 +

l2

3  θ̇2
(7)

规定平衡位置为势能零点,将第四项在平衡位置

附近展开并保留到二次项

Ep=
1
2
d
dθ
dEp

dθ  θ=θ0

Δθ  2

=mg
tan2θ0sec2θ0

a +cos2θ0
sec4θ0
4a -al2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ·

 Δθ  2 (8)
  将θ0=30°代入式(7)、(8),并联立式(5)得

Ek=
1
2ṁx2+

1
2

ml2

3θ̇2=
2ml2

3 θ̇2 (9)

Ep=
2mgl
3 Δθ  2 (10)
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  由于Δθ=θ-θ0,因此 Δ̇θ=̇θ,所以方程(6)等
价为

2ml2

3 Δ̇θ2+
2mgl
3 Δθ  2=E (11)

  方程两边对时间求导

Δ̈θ+g
lΔ̇θ=0 (12)

  易得振动频率

f=
1
2π

g
l

(13)

  (3)
 

如图2所示,过两端点作出法线交于一点

D,由于细杆一直处于静止状态,因此杆的重力、
小白鼠与杆之间的作用力 F 的方向一定经过

D 点。

图2 小白鼠的受力分析示意图

写出过A 点的法线方程

y-yA =-
1
2axA

x-xA  (14)

  首先根据式(1)得到A 点的坐标:xA=
33
4l,

yA=
9
8l
。再根据式(3)计算出质心坐标:xC=

3
4l
,

yC=
5
8l
。由于D、C 两点在同一竖直线上,可将

x=
3
4l

代入式(14)即可解出D 点纵坐标:yD=

13
8l
。因此D、C 间的距离为

yD -yC =l (15)

  对小白鼠来说,F 与重力的合力一定沿杆,如
图2所示,力的矢量三角形和几何三角形DCE 始

终相似,设小白鼠沿杆的位移为s,有
ms̈s

l-s=
msg
l

(16)

  即

s̈+g
l s-l  =0 (17)

  这说明小白鼠从杆左端开始的运动服从简谐

运动规律,且当s̈=0时,s=l。这说明平衡位置刚

好是杆的中点,因此振幅为l,根据简谐运动的周期

性,小白鼠爬到顶端的最短时间为周期的一半

t=π
l
g

(18)

4 拓展讨论

4.1 对平衡位置的讨论

将式(3)中的角度消去,可求出质心的轨迹

方程

y=ax2+
al2

4a2x2+1
(19)

  杆的质心在平衡位置的斜率一定为零。因此

令y'=0并将质心横坐标x0=
tanθ0
2a

代入,可得
  

2lacos2θ0-1  tanθ0=0 (20)

  这是杆平衡时的角度必须满足的条件,θ0 的

解要分两种情况:
(1)

 

如果2la≤1,则θ0=0,即杆只有唯一的

平衡位置;
(2)

 

如果2la>1,则θ0=0或满足sec2θ0=
2la,即杆有三个平衡位置。

为了判定平衡位置的稳定性(即函数的凹凸

性),可求式(19)的二阶导数,并将x0=
tanθ0
2a

代

入,得
 

y″=2a+8a3l2 3-4cos2θ0  cos4θ0 (21)

  (1)
 

如果2la<1,将θ0=0代入,y″=2a(1-
4a2l2)>0,说明在θ0=0附近的图线向上凹,即该

平衡位置是稳定的。
(2)

 

如果2la>1,将θ0=0代入,y″=2a(1-
4a2l2)<0,说明在θ0=0附近的图线向上凸,即该

平衡位置是不稳定的;将sec2θ0=2la 代入,y″=

8a1-
1
2la  >0,说明在θ0=± arccos

1
2la

附近

的图线向上凹,即该平衡位置是稳定的。
(3)

 

如果2la=1,将θ0=0代入,y″=2a(1-
4a2l2)=0,说明在θ0=0附近的图线的平缓的,在
一定的微扰范围内,细杆处于随遇平衡状态。

下面通过数值模型进行验证,不妨令l=1m、
分别取a1=0.2m-1、a2=0.5m-1、a3=0.8m-1、
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a4=1.1m-1,画出细杆质心轨迹方程的图线为

图3中的实线,虚线为对应的轨道曲线。可以发

现,a1、a2 对应轨道下,细杆的质心只存在一个稳

定平衡位置;a3、a4 对应轨道下,细杆的质心在

x=0处存在一个不稳定平衡位置,在两侧存在一

对稳定平衡位置。

图3 不同轨道下质心的运动轨迹

4.2 不同平衡位置附近的微振动频率的讨论

(1)
 

如果2la<1,将θ0=0代入式(7)、(8)得

Ek=
m
2
1
4a2+

l2

3  θ̇2 (22)

Ep=mg
1
4a-al2  Δθ  2 (23)

  可进一步求得振动频率

f=
1
2π

6al1-4a2l2  
3+4a2l2

g
l

(24)

  (2)
 

如果2la>1,将sec2θ0=2la 代入式(7)、
(8)得

Ek=
2ml2

3 θ̇2 (25)

Ep=2mgl2al-1  Δθ  2 (26)

  可进一步求得振动频率

f=
1
2π 32al-1  g

l
(27)

  也可以把变量换成θ0,则f=
tanθ0
2π

3g
l
。这

说明,如果杆长一定,那么微振动频率正好与杆平

衡时的斜率成正比。
(3)

 

如果2la=1,随遇平衡条件下,微振动周

期应该无穷大,即f=0。
式(24)、(27)说明,微振动的频率由a 与l的

乘积决定,因此可以画出f-al图线,如图4所示,

其中f0=
1
2π

g
l
。当al=0.27时,f/f0 取极大

值0.59;当al=0.5时,f=0,这与微扰下的随遇

平衡相符合;当al>0.5,f/f0 随al单调增加。

图4 振动频率与al的关系

4.3 不同平衡位置的受力情况的研究

当2la≤1,杆平衡时一定处于水平面内,杆的

受力情况比较简单,这里不再赘述。本文主要讨

论当2la>1时,杆处于稳定平衡状态的受力情

形,如图5所示,杆两端的弹力方向延长线与重力

线必然交于一点D,这个点也是杆经过平衡位置

时的瞬心,注意到杆经过平衡位置时的动能表达

式(25)可写为

Ek=
1
2

ml2

3 +ml2  θ̇2 (28)

其中,ml
2

3
表示杆相对于中点的转动惯量,根据转

动惯量计算的平行轴定理,ml2 这一项表示杆的中

点与瞬心D(旋转中心)的距离为l,这说明瞬心D 与

杆的两端点共圆,即杆在平衡位置时两端法线(或切

线)必然垂直。这个结论也可以通过平面解析几何

的研究方法,证明端点的两法线(切线)的斜率乘积

为-1,有兴趣的读者可自行证明,这里略去。

图5 细杆平衡时的受力分析

由于对称性,下面只讨论杆的质心平衡点在

第一象限的情形,设N1 与水平方向的夹角为α0,
则根据几何关系容易求出

α0=arctan
l+lsinθ0
lcosθ0

=arctansecθ0+tanθ0  

(29)
  为了探究α0 与θ0 的变化关系,可以进行求导

运算,结果发现
dα0
dθ0
=
1
2
,这说明α0 与θ0 呈线性
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关系,如图6所示,可知α0=
π
4+

θ0
2
。接下来写出

N1、N2 大小的表达式

N1=mgsinα0=mgsin π4+
θ0
2  (30)

N2=mgcosα0=mgcosπ4+
θ0
2  (31)

图6 α0 与θ0 的关系

  图7展示了N1、N2 随平衡角度θ0 变化的函

数图像。

图7 N1、N2 与θ0 的关系

5 结语

第39届全国中学生物理竞赛决赛第一题考

  

查了刚性细杆的微振动问题,约束条件是竖直面

内的固定抛物线轨道。在此之前,类似的问题一

般是质点在圆弧轨道[2]或抛物线轨道[3]内的振动

问题,也有杆在圆弧轨道约束下的振动问题[4]。
抛物线轨道的新情境对学生的物理思维能力和数

学推算水平提出了更高的要求。本文在给出解答

的基础上,对相关问题进行了深入讨论,厘清了问

题情境背后的物理原理,供竞赛师生参考,如有不

妥之处,恳请读者批评指正。
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