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工程探索
利用神经网络模型算法求解最速降线研究

贾小文 范海英

(联勤保障部队工程大学基础部,天津 300161)

摘 要 分析了神经网络模型求解最速降线问题的基本算法思路,利用TensorFlow深度学习

框架的神经网络模块对最速降线问题进行了数值求解,给出了具体求解步骤,并讨论

了神经网络超参数对求解结果的影响。与传统神经网络应用不同,研究了神经网络模

型在变分函数拟合中的应用,为将神经网络等AI大模型技术应用于大学物理及实验

教学和研究提供参考和借鉴。
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  最速降线问题最早由伽利略于1630年提出,
物理图像非常简单,给定空间不同高度的两个位

置,求小球只在重力作用下从其中一个点运动到

另外一个点所需时间最小时运动轨迹的形状。这

个问题看似简单,却有着十分深刻的物理内涵,对
这个问题的研究促进了变分法这样一门新的数学

分支的出现和发展。基于变分法研究泛函的极值

问题的方法,已经成为一种处理数学、物理与工程

等领域有关优化问题的一种最基本的数学技术。
在变分优化过程中,一般可以借助欧拉 拉格朗日

方程将泛函极值问题转化为微分方程,通过求解

微分方程得到满足最优条件的函数。这是求解变

分问题最常见的思路,也是很多数值求解变分问

题的原理基础。通过转化为微分方程,求解参数

得以减少,从而使求解过程变得容易[1-2]。这种方

法属于解析求解。除了解析方法之外,还可以通
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过数值方法对最速降线问题进行求解。文献中讨

论了上述方程的数值求解过程,基本思路是两类,
一类是与光学定律类比,借助折射定律进行求解;
另一类是通过欧拉 拉格朗日法求解微分方程[3]。
无论是解析方法还是数值方法,其本质都是一致

的:通过对问题进行物理或者数学分析以获取曲

线的细节信息(如曲线的形状,即曲线满足的微

分方程),降低求解参数的个数,接下来通过边界

条件就可以得到完整曲线。这要求对该问题的

物理或数学本质有深刻的认识,方法相对要复杂

一些。
神经网络技术的发展给数值求解变分问题带

来了新的思路。神经网络模型可以看作一个万能

的函数拟合器,理论上可以拟合任意函数。模型

的参数化表示使得即使不知道被拟合公式的具体

形式,也可以对该公式进行拟合。从数据处理的

角度来讲,由于不需要引入变分法这类复杂的数

学工具,无疑大大降低了问题的复杂性,同时也给

复杂模型的数据拟合带来新的思路。本文研究了

利用神经网络模型算法对最速降线进行求解的方

法,并利用TensorFlow深度学习框架中的神经网

络模块实现了该过程。本文的研究结论为将神经

网络等AI大模型技术应用到大学物理及实验教

学提供了一种新的视角和思路。

1 最速降线问题及求解

1.1 解析求解最速降线问题

给定 竖 直 平 面 xOy,设 小 球 初 始 位 置 为

A(xA,yA),目标位置为B(xB,yB),小球运动轨

迹用y=y(x)描述,则小球从A 点到B 点所用的

时间为

t=∫
xB

xA

1+y'2

2gy
dx (1)

其中,g=9.801m/s2 表示重力加速度。这是一个

非常典型的变分问题,时间t是y(x)的泛函,当

y(x)取到最佳轨迹时,t取极值。利用欧拉 拉格

朗日方程可以解析求解该问题,结果如下

x=r(θ-sinθ)

y=r(1-cosθ) (2)

  这是一条过A 点和B 点的摆线,r 和θ表示

参数,其含义是一个半径为r的圆从A 点出发,则
与A 点接触的圆上点运动的轨迹就是所求的最

佳曲线,如图1所示。

图1 最速降线的理论值为摆线

1.2 利用神经网络模型求解最速降线问题

本文利用神经网络模型算法思路,结合微元

法,提出一种新的获取最速降线曲线形状的方法:
直接给定x 从A 点到B 点的坐标分布x={x1,

x2,x3,…,xN},然后假定与之对应的纵坐标为

y x  ={y1,y2,y3,…,yN}。相邻的xi 之间间

隔足够小,则由x 和y x  决定的曲线就是待求曲

线的很好近似。将所有y 看作未知参量,则所求

时间t就是这些未知参量的一个多元函数,最速

降线问题求解转化为如下的多元函数极值问题

t=F(y1,y2,y3,…,yN) (3)
并满足边界条件yx1  =y1=yA,yxN  =yN=yB。

使用传统的数据求极值方法对上式求解是非

常困难的:一是解的形式y x  未知;二是求解参

数的数量太多(可能超过千个);三是无法给出求

解参数的初始近似值(传统数据求极值算法要求

给出较为准确的初始参数)。这些特性使得通过

普通的数值求极值方法对式(3)进行数值求解基

本不可能。神经网络模型算法给解决这个问题带

来了新的思路。首先,众所周知,神经网络本质上

就是一个极值计算过程,模型训练过程就是对损

失函数的最优化过程(极小化),对于最速降线问

题,所求时间可以直接视为损失函数;其次,神经

网络是一个万能函数拟合器,理论上可以拟合任

意的函数,自然也可以拟合出最速降线曲线对应

的函数;最后,神经网络能够训练的参数规模都非

常巨大,即使是一个比较简单的二层神经网络(每
层神经元数假定为64),即使不考虑输入层和输出

层,拟合参数就已经达到了4160个,本文中最速

降线曲线采样点数为2000左右,这个参数量利用

神经网络算法来拟合是完全没有问题的。除此之

外,利用神经网络模型算法,除了最基本的物理原

理外(如小球运动速度和势能的关系),不需要对

问题本身进行任何复杂的分析(如费马原理或变
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分原理),计算方法具有一定的第一性原理特征。

2 神经网络模型算法及其在最速降线问题中的

应用步骤

  神经网络模型是一种受生物神经系统启发的

机器学习模型,通过模拟人脑神经元之间的连接

方式,实现对数据的处理、学习和模式识别。其核

心是通过多层非线性变换,从输入数据中自动提

取特征,完成分类、回归、生成等任务[4-6]。
神经网络是AI大模型的一种,结构如图2所

示,由输入层、隐藏层和输出层组成。输入层接收

数据,不进行计算。隐藏层位于输入层和输出层

之间,通过激活函数对输入层进行非线性变换,抽
取数据的特征,隐藏层是神经网络的“大脑”。输

出层输出模型运算后的结果。神经元的输入信号

z如下

z=∑
n

i=1
ωixi+bi (4)

图2 神经网络示意图

其中,xi 表示第i 个上游神经元的输出信号,ωi

表示第i个上游神经元与该神经元的连接权重,bi

表示偏置。神经元的输出信号如下

a=f(z) (5)
其中,f 表示激活函数,常用的有Relu、sigmoid、

tanh等。
假定神经网络的输出用y={yi}表示,预期

输出用y={yi}表示,可以定义损失函数如下(均
方根)

L 􀭵y,y  =
1
n∑

n

i=1

(yi-yi)2 (6)

  神经网络模型算法就是通过训练ωi 和bi,以

使得L 􀭵y,y  取极小值。L 􀭵y,y  除了均方差外

还有其他形式。L 􀭵y,y  极值的获取通过梯度下

降法进行

ωn+1=ωn -η㘰L(ωn) (7)
其中,ω表示待优化的参数(一般都是向量或矩阵),

n表示迭代次数,㘰L(ωn)表示损失函数对ω 的梯

度在ωn 处取值,η表示学习率。实际中㘰L(ωn)的
求取和参数的更新迭代并不是很容易的。在误差

反向传播技术发明后,㘰L(ωn)的计算才得到了有

效的解决,之后神经网络开始真正迅速发展。
本文利用了神经网络模型的算法原理,x=

{x1,x2,x3,…,xN}作为输入数据,选用一个每层

有128个神经元的两层神经网络作为模型model,
这个抽象的神经模型包含了y(x)

 

“这个函数”
 

的

大多数细节。大多数细节含义指模型准确描述了

曲线形状,但是未包含边界条件,即小球运动的初

始位置和结束位置。为了满足边界条件y x1  =
y1,y xN  =yN,最终的y(x)可按照如下形式

定义

y x  = x-x1  x-xN  modelx  +

y1+
yN -y1

xN -x1
x-x1  (8)

  于是算法的目的就是求出 model这个模型,
然后再根据式(8)预测出x 对应的y,从而得到最

速降线的数值求解结果。
神经网 络 的 损 失 函 数 直 接 定 义 为 需 要 的

时间

L x  =∫
x1

x0

1+y'2

2gy
dx (9)

  于是利用神经网络模型算法,最速降线问题

求解分为如下7步:

Step
 

1:给定初始点A 和B,将xA 和xB 划分

为均匀的网格数据{x1,x2,x3,…,xN};

Step
 

2:构造神经网络模型;

Step
 

3:利用{x1,x2,x3,…,xN},计算model(x),
利用式(8)计算y x  的取值;

Step
 

4:利用y x  计算y',利用式(9)计算

L x  ;
Step

 

5:利用误差反向传播计算L x  的梯

度,并更新x;
Step

 

6:从step
 

3开始迭代计算,直到输出结

果收敛;

Step
 

7:将数据导出并显示。
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3 利用TensorFlow神经网络模块求解过程

本文使用TensorFlow库构建神经网络并进

行计算,利 用Igor
 

Pro导 出 数 据 并 进 行 显 示。

TensorFlow库是Google公司开发的深度学习框

架,广泛应用于各类机器学习任务。Igor
 

Pro是

一个科学绘图软件,广泛应用科学绘图和数据处

理[7]。小球A 点和B 点位置取值见表1,这里特

意选取B 点位置取值,使得求解结果区分包含上

升段、不包含上升段以及能到达最低点(临界点)3
种情况[3]。

表1 小球A 点和B 点位置 单位:m

A(xA,yA) B(xB,yB) -yB/xB 轨迹特征

(0,0) (1,
 

-1) 1 无上升段

(0,0) (1,
 

-0.4) 0.4 有上升段

(0,0) (
 

1,
 

-2/π) 2/π 到达最低点

  求解结果如图3所示,实线为理论值,圆圈图

形标记为神经网络求解结果,可以看到求解结果

与理论预测值完全吻合。除此之外,还可以看到

使用神经网络模型算法不需要考虑y1/x1 的值

(该值决定摆线是否存在上升段),无论该值是大

于2/π还是小于2/π,都可以给出正确的结果。在

使用数值方法对微分方程求解时,必须要考虑该

值以确定导数的符号变化[3]。这显示出神经网络

方法具有更强的普适性。

图3 利用神经网络对最速降线的求解结果

图4给出了模型训练过程损失函数的变化情

况,可以看到损失函数下降非常快,最终收敛于理

论预期值,说明神经网络模型算法对于求解最速

降线这类问题的变分极值是非常有效的。

图4 降落时间随迭代次数收敛示意图

4 分析讨论

本文数值求解算法本质是将所有输入数据视

作待求参数,而不是传统的已知数学公式但参数

待定的数学优化问题,从而使问题的描述和求解

过程理解起来更为简单直接,但带来的问题也是

显而易见的,那就是无法适用传统的数据拟合算

法。文献中[3]使用数据拟合的方法解决这个问

题,但也用到了变分法的结论,即由变分法得到了

曲线满足的微分方程,本质上仍然可以归类到数

学公式已知这种传统情况。神经网络模型算法给

解决这个问题带来了新的思路。一是解决了算法

问题,即使不知道显式的数学公式,仍然可以完成
 

“数据拟合”;二是解决了计算复杂性的问题,即使

参数量非常巨大,仍然可以保证求解的收敛。本

文中,时间积分的导数以及迭代计算的梯度计算

本来是很困难的,但是在TensorFlow库的深度学

习框架下,这个问题得到了很好的解决。
本文算法采用的超参数有数据网格点数 N,

x2-x1 取值,神经网络层数,激活函数以及迭代

次数等。这些超参数的调整对于拟合的精度有较

大影响,经过反复尝试,表2参数能够给出很好的

计算结果。

表2 本文最速降线神经网络求解超参数

N x2-x1 层数 神经元数 激活函数
迭代

次数

1000 0.0003 2 (128,128)
sigmoid/

tanh
1000

  对于本文,采用2层神经网络(每层128个神

经元)已经足够,迭代次数大于1000时也能够满

足要求。激活函数对于结果有较大影响,通过测
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试发现,在神经网络训练中广泛使用Relu激活函

数本文中效果很差,但sigmoid和tanh函数则可

以给出很好的计算结果。值得注意的是,网格点

第一个数的取值x[0]对计算结果影响非常大。
主要是由最速降线本身的数学结构导致的:在小

球出发点,理论上斜率是无穷大,这表示x1 和x2

应距离非常近,理论上应该为零;但数值求解时

x1 和x2 间隔必须取有限值,而此时小球速度几

乎为零,这里就出现了有限值除以一个接近零的

数值的情况,使得该点的解很容易发散,并影响整

体求解(在数学上小球起始点是微分方程的一个

奇点)。本文解决方法是将x2 的初始值设置为一

个略大于0的小量(因为x1=xA=0),实验发现

该值的大小会显著影响计算精度,当 N=1000
时,

 

x2=0.0003计算结果最好。图5给出了x2

取不同值时的计算结果。

图5 第一个网格点取值不同对计算结果的影响

传统的神经网络应用一般包含训练数据、标
签数据,模型通过训练后能够实现相应的推理过

程,如完成信号的识别和聚类分析等,模型的训练

包括数据清洗和准备、数据划分、模型构建、数据

训练、模型预测等步骤。为了保证训练的可靠性,
训练数据和标签数据一般都非常巨大,如常见的

用于神经网络学习的 Mnist数据库就包含60000
条训练数据和10000条测试数据。神经网络模型

应用表现形式虽然复杂多样,但究其本质,都是一

个“最优化”数学求解过程,通过对损失函数进行

极值求解以达到某种最优解。

5 结语

本文利用了神经网络解决最速降线问题,与

传统的神经网络模型应用不同,没有训练数据和

标签数据,但其内在思路是完全一致的,仍然是通

过对极值问题进行求解来得到参数的最佳估计

值。也正是由于这种内在的一致性,除了数据准

备和划分外,本文算法过程也和传统的神经网络

模型应用过程完全相同。本文创新之处在于将神

经网络模型这种算法拓展应用到“非传统神经网

络应用”的地方,将函数视作参数,将变分函数视

作损失函数,利用神经网络模型算法解决变分问

题极值的求解。本文的研究方法对利用神经网络

完成复杂数据拟合,如从包含积分的数据中提取

信息、对二维谱中的色散进行直接拟合(即将色散

直接当作参数拟合),解决反卷积以及数据退化等

问题提供有益的思路。

2024年诺贝尔物理学奖授予了 Hopfield神

经网络的发明者,神经网络使用物理学的基本概

念和方法通过网络结构处理信息,对人工智能的

发展带来革命性变革。2025年全国大学生物理

实验竞赛中命题类第6题题目为“AI+物理实

验”,要求将AI技术与物理实验相结合,是AI技

术对大学物理教学领域带来影响的重要体现之

一。本文利用神经网络解决经典的最速降线物理

问题,其思路和方法可以作为将AI技术用于大学

物理及实验教学和研究的参考和借鉴。
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