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量纲分析在弹性力学教学中的认知价值与应用案例

袁学波

(西南交通大学力学与航空航天学院,四川
 

成都 610031)

摘 要 量纲分析是连接物理直觉与数学形式的重要桥梁,在弹性力学教学中具有独特的认知

价值。本文从教学视角探讨量纲分析在应力公式建立中的应用,旨在帮助学生通过物

理量关系理解弹性力学方程的本质。以三个典型问题为例———楔形重力坝问题、楔形

体楔面受分布力问题、楔形体受顶端集中力及力偶问题———展示量纲分析在不依赖复

杂推导情况下,如何直观推测应力特征形式。教学实践表明,该方法能有效激发学生

的物理思维,促进由公式记忆向物理理解的认知转化。
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Abstract Dimensional
 

analysis
 

is
 

an
 

important
 

bridge
 

connecting
 

physical
 

intuition
 

and
 

mathematical
 

form,
 

and
 

it
 

has
 

unique
 

cognitive
 

value
 

in
 

the
 

teaching
 

of
 

elasticity
 

mechanics.
 

This
 

paper
 

explores
 

the
 

application
 

of
 

dimensional
 

analysis
 

in
 

the
 

establishment
 

of
 

stress
 

formulas
 

from
 

a
 

teaching
 

per-
spective,

 

aiming
 

to
 

help
 

students
 

understand
 

the
 

essence
 

of
 

elasticity
 

mechanics
 

equations
 

through
 

the
 

relationships
 

of
 

physical
 

quantities.
 

Taking
 

three
 

typical
 

problems
 

as
 

examples
 

including
 

the
 

problem
 

of
 

a
 

wedge-shaped
 

gravity
 

dam,
 

the
 

problem
 

of
 

a
 

wedge—shaped
 

body
 

with
 

a
 

wedge
 

surface
 

subjec-
ted

 

to
 

distributed
 

forces,
 

and
 

the
 

problem
 

of
 

a
 

wedge—shaped
 

body
 

subjected
 

to
 

concentrated
 

forces
 

and
 

couples
 

at
 

the
 

top,
 

this
 

paper
 

demonstrates
 

that
 

dimensional
 

analysis
 

can
 

intuitively
 

speculate
 

the
 

form
 

of
 

stress
 

characteristics
 

without
 

relying
 

on
 

complex
 

derivations.
 

Teaching
 

practice
 

shows
 

that
 

this
 

method
 

can
 

effectively
 

stimulate
 

students􀆳
 

physical
 

thinking
 

and
 

promote
 

the
 

cognitive
 

transfor-
mation

 

from
 

formula
 

memorization
 

to
 

physical
 

understanding.
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  弹性力学[1,2]是工程类专业的核心课程之一,
其理论体系严密、推导过程复杂、物理内涵深刻。
学生在学习中常能熟记公式,却难以真正理解公

式的来源与适用条件。在应力求解问题的推导

中,烦琐的数学符号往往掩盖了公式背后的物理

意义,使学习陷入“只知其形、不知其理”的状态。
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如何引导学生从物理量关系出发,建立对公式的

直观理解,是弹性力学教学面临的问题之一。
量纲分析[3,4]是一种基于物理量维度平衡的

推理方法,可在不求解复杂方程的前提下揭示变

量间的本质关系。它在流体力学[5]、传热学[6,7]等

课程中被广泛用于相似准则与无量纲化处理,但
在弹性力学教学中应用不足。事实上,许多经典

弹性力学问题的应力特征关系[8]均可通过量纲分

析得到启发,为学生理解力学公式提供了自然的

切入点。
从认知心理学角度看,学生对抽象物理规律

的理解通常经历“感性认知—表征转化—概念建

构”三个阶段。量纲分析正是实现“从感性到理

性”的重要桥梁。它能够帮助学生在面对复杂的

数学推导时,先形成对问题物理量关系的感性认

识,再通过量纲推理获得应力、位移等未知量的数

学结构,从而在心智结构中构建更稳固的物理图

景。因 此,将 量 纲 分 析 方 法 引 入 力 学 课 程 教

学[8-10],不仅具有知识传授的意义,更具认知启发

价值。
本文探讨量纲分析在弹性力学教学中的应用

与认知价值。通过选取三个具有代表性的经典问

题:(1)楔形重力坝受重力与液体压力问题;(2)楔
形体在楔面受分布力问题;(3)楔形体在顶端受集

中力与力偶问题———展示量纲分析在理解应力公

式来源、判断控制变量及形成物理直觉方面的教

学潜力。研究旨在为弹性力学教学提供一种从物

理量关系出发的启发式教学路径,促进学生由公

式记忆向物理理解的转化。本文期望为弹性力学

课程提供一种兼具理论性与直观性的教学路径,
使学生能够在“从物理量关系到应力公式推导”的
过程中,真正体会力学的科学思维方式,增强学习

的主动性与创新意识。

1 量纲分析方法概述

量纲分析是力学研究中一种重要的理论工

具,它以物理量的基本量纲为基础,通过分析不同

物理量之间的量纲一致性关系,揭示问题中隐含

的相似性规律与变量之间的依赖关系。其核心思

想在于:任何合理的物理方程都必须满足量纲一

致性原则,即等式两边各物理量在基本量纲上的

指数组合应完全相同。

在弹性力学教学中,量纲分析不仅是一种辅

助计算或检验公式合理性的手段,更是一种引导

学生从物理本质理解基本未知量与载荷、材料、几
何参数之间关系的重要认知工具。学生通过量纲

分析,可以从“公式记忆”转向“物理推理”,实现从

定性认知到定量推导的认知跃迁。

1.1 基本原理与步骤

在国际单位制中,力学问题以长度L、质量 M
和时间T为基本量纲(热学问题加上温度量纲Θ、
电学问题加上电流量纲I)。力学问题中其他常见

物理量量纲为导出量纲。常见物理量的量纲见

表1。

表1 常见物理量的量纲

物理量名称 量纲 物理量名称 量纲

面积S L2 加速度g LT-2

体积V L3 力F MLT-2

惯性矩J L4 力矩、力偶 M ML2T-2

速度v LT-1
压力P、应力σ、
面力fs、模量E

ML-1T-2

角速度ω T-1 体力fb ML-2T-2

密度ρ ML-3 功、能量W ML2T-2

  量纲分析的一般步骤包括。

1)
 

确定控制变量

分析问题中涉及的主要物理量,包括载荷参数

(p1,p2,…,pn),以及材料和几何参数(q1,q2,…,

qm)。

2)
 

建立量纲方程

将目标物理量(如应力分量σ)表示为控制变

量的函数形式,即

σ=f p1,p2,…,pn,q1,q2,…,qm  (1)
其中,f 是未确定的函数。由于弹性力学具有小

变形和线弹性等基本假定,单个载荷作用下的应

力分量与相应载荷成正比,且最终应力分量的解

答是单个载荷作用下应力分量之和(即叠加原

理),故

σ=p1f1q1,q2,…,qm  +p2f2q1,q2,…,qm  +…+
pnfn q1,q2,…,qm  (2)

其中,f1,f2,…,fn 是待定函数。

3)
 

建立量纲平衡条件

将式(2)代 入 量 纲,确 保 等 式 两 边 量 纲 相

同,即
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σ
p1

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 = f1q1,q2,…,qm    

σ
p2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 = f2q1,q2,…,qm    

…

σ
pn

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 = fn q1,q2,…,qm    

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

  4)
 

确定待定函数f1,f2,…,fn

对于任一函数fi q1,q2,…,qm  ,材料和几

何参数(q1,q2,…,qm)中m 个物理量往往可以组

成m-r个独立的无量纲组合量(H (i)
1 ,H

(i)
2 ,…,

H (i)
r ),如

fi q1,q2,…,qm  

=H (i)
1 q1,q2,…,qm-r  qm-r+1+

H (i)
2 q1,q2,…,qm-r  qm-r+2+…+

H (i)
r q1,q2,…,qm-r  qm (4)

H (i)
1 ,H

(i)
2 ,…,H

(i)
r 的函数形式并不能由式(4)直

接预言,需要通过解析、仿真或实验才能确定。

1.2 典型应用意义

量纲分析方法在弹性力学中的应用主要体现

在以下几个方面:
(1)

 

物理关系的快速识别:通过量纲关系,可
迅速判断应力等未知变量与几何尺寸、载荷及材

料参数的依赖形式,从而为解析推导提供启发。
(2)

 

公式正确性的验证:学生在推导复杂应

力方程时,容易出现遗漏或错误项。量纲检验可

作为直观且有效的自检手段。
(3)

 

培养学生的物理直觉:通过量纲平衡推

导出应力公式的过程,能使学生认识到公式背后

的物理约束,从而从“符号操练”走向“物理理解”。
在教学设计上,教师可将量纲分析作为连接

物理思维与数学推导的“中介桥梁”。例如,在讲

授楔形坝受力分析前,先让学生思考“应力与哪些

物理量有关? 模量、密度、重力加速度、几何参数

如何影响?”
 

进而引导学生用量纲分析构建应力

表达式,为后续推导埋下思维伏笔。通过这种方

式,学生在尚未进行复杂微分方程求解之前,已能

获得应力分布的定性规律,实现“以物理启发代替

数学推演”的教学效果。

2 量纲分析在弹性力学典型教学案例中的应用

此处选取三个具有代表性的楔形体问题,通

过量纲分析方法进行应力标度推导与物理规律探

讨,展示量纲分析在弹性力学中的应用价值。案

例按难度递进,由体力控制的重力坝问题,到分布

力作用的楔体,再到集中力与力偶问题。

2.1 案例A:
 

楔形重力坝受重力与液体压力(直
角坐标解答)

  1)
 

问题描述

考虑二维楔形重力坝,受自身重力及静水压

力作用,如图1所示。坝体假设为无限高,左边界

平行于铅垂方向,右边界的坡度为α。坝体密度

ρ,水密度γ,重力加速度g。坝体弹性模量为E,
泊松比为μ。直角坐标系的原点O 为楔形坝体顶

点,x 正方向沿水平向右,y 正方向沿竖直向下。
求应力分量(σx,σy,τxy)。

图1 楔形重力坝受重力与液体压力的力学分析示意图

2)
 

关键物理量

该问题的关键物理量及其量纲见表2。

表2 案例A的关键物理量

物理量名称 量纲

应力分量σx,σy,τxy ML-1T-2

坐标量x,y L

重度密度ρ,γ ML-3

加速度g LT-2

模量E ML-1T-2

泊松比μ 1

角度α 1

  3)
 

量纲分析

坝体左边界受液体压力,沿x 方向的面力为

γgy,y 方向的面力为0。坝体受重力作用,沿x
方向的体力为0,y 方向的体力为ρg。该问题的

载荷参数即为ρg(坝体重度)与γg(水重度)。
由于楔形坝体是单连通体,左、右边界均为应
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力边界,所受体力均为常体力,因此该问题的所有

控制方程及边界条件均不含有模量E 和泊松比

μ,故最终的应力分量解答也不含有E 和μ。因

而,该问题的基本未知量(σx,σy,τxy)均具有如下

形式

σx =ρgf1 x,y,α  +γgf2 x,y,α  (5)

σy =ρgf3 x,y,α  +γgf4 x,y,α  (6)

τxy =ρgf5 x,y,α  +γgf6 x,y,α  (7)
其中,f1~f6 是待定函数。为确保式(5)~(7)两
边量纲相同,应有

f1 x,y,α    = f3 x,y,α    = f5 x,y,α    

=  

σ
ρg
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =L (8)

f2 x,y,α    = f4 x,y,α    = f6 x,y,α    

=
σ
γg
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =L (9)

  函数f1~f6 的变量中只有x 与y 可提供长

度量纲。若应力分量具有多项式解答,f1~f6 则

必须是x 和y 的线性组合,因此

fi x,y,α  =H (i)
1 α  x+H (i)

2 α  y (10)
其中,H (i)

1 、H
(i)
2 是α的函数。故应力分量也应为

x 和y 的线性组合

σx = ρgH (1)
1 α  +γgH (2)

1 α    x+

ρgH (1)
2 α  +γgH (2)

2 α    y
=A α  x+Bα  y (11)

σy = ρgH (1)
3 α  +γgH (2)

3 α    x+

ρgH (1)
4 α  +γgH (2)

4 α    y
=Cα  x+D α  y (12)

τxy = ρgH (1)
5 α  +γgH (2)

5 α    x+

ρgH (1)
6 α  +γgH (2)

6 α    y
=R α  x+T α  y (13)

其中,Aα  、Bα  、Cα  、D α  、R α  、T α  为待

定函数,可由坝体左、右应力边界条件、平衡微分

方程以及用应力分量表示的相容方程完全确定。

4)
 

应力求解

式(11)~(13)的应力分量自动满足应力分量

表示的相容方程(2وسلم(σx+σy)=0)。将式(11)~
(13)代入如下平衡微分方程

∂σx

∂x +
∂τxy

∂y =0

∂σy

∂y +
∂τxy

∂x +ρg=0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(14)

得

A α  +T α  =0
D α  +Rα  +ρg=0 (15)

  左边界(x=0)与右边界(x=ytanα)的应力

边界条件为

 

σx  x=0=-γgy
τxy  x=0=0
cosασx  x=ytanα -sinατxy  x=ytanα =0
cosατxy  x=ytanα -sinασy  x=ytanα =0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(16)

将式(11)~(13)代入边界条件可得

Bα  y=-γgy
T α  y=0
cosα A α  ytanα+Bα  y  -
  sinα Rα  ytanα+T α  y  =0
cosα Rα  ytanα+T α  y  -
  sinα Cα  ytanα+D α  y  =0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(17)

联立式(15)、(17)可求得

A α  =0 Bα  =-γg
Cα  =ρgcotα-2γgcot3α Dα  =γgcot2α-ρg
Eα  =-γgcot2α T α  =0

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(18)
故应力分量可求解为

σx =-ρ2gy
σy = ρ1gcotα-2ρ2gcot3α  x+
  ρ2gcot2α-ρ1g  y
τxy =-ρ2gxcot2α

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(19)

上式即为弹性力学教材中经典的莱维解答。

2.2 案例B:
 

楔形体在楔面受分布力(极坐标解答)

1)
 

问题描述

图2 楔形体在楔面受分布力的示意图

(a)
 

右楔面受均布压力;
 

(b)
 

左楔面受线性压力

先考虑如图2(a)所示的楔形体,右楔面受均

匀分布的压力q,不计体力。楔形体假设为无限

高,右楔面平行于铅垂方向,左楔面的坡度为α。

18
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坐标系原点O 为楔形体顶点,极半径为r,极角为

φ。求应力分量(σr,σφ,τrφ)。

2)
 

关键物理量

该问题的关键物理量及其量纲见表3。

表3 案例B的关键物理量

物理量名称 量纲

应力分量σr,σφ,τrφ ML-1T-2

极半径r L
角度α,极角φ 1

压力q ML-1T-2

  3)
 

量纲分析

与案例A类似,应力分量与模量、泊松比无关。
该问题的基本未知量(σr,σφ,τrφ)具有如下形式

σr =qf1r,α,φ  (20)

σφ =qf2r,α,φ  (21)

τrφ =qf3r,α,φ  (22)
其中,f1~f3 是待定函数。为确保式(20)~(22)
两边量纲相同,应有

f1r,α,φ    = f2r,α,φ    = f3r,α,φ    

=
σ
q
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =1 (23)

r具有长度量纲,而角度α 与φ 的量纲为1,因此

函数f1~f3 必须均与r无关,即

f1r,α,φ  =H1α,φ  ,f2r,α,φ  =H2α,φ  
f3r,α,φ  =H3α,φ  (24)
因此,三个应力分量可表达为

σr =qH1α,φ  ,σφ =qH2α,φ  ,τrφ =qH3α,φ  
(25)

其中,H1、H2、H3 为待定函数,由平衡微分方程、
用应力分量表示的相容方程以及应力边界条件完

全确定。

4)
 

应力求解

由应力分量表示的相容方程和平衡微分方程

分别为

=(σr+σφ)2وسلم
∂2

∂r2
+
1
r
∂
∂r+

1
r2
∂2

∂φ2  (σr+σφ)=0

(26)
∂σr

∂r +
1
r
∂τrφ

∂φ
+
σr -σφ

r +Fr =0

1
r
∂σφ

∂r +
∂τrφ

∂r +
2τrφ

r +Fφ =0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(27)

将式(25)和Fr=Fφ=0代入式(26)和(27)得到

∂2H1α,φ  
∂φ2 +

∂2H2α,φ  
∂φ2 =0

∂H3α,φ  
∂φ

+H1α,φ  -H2α,φ  =0

∂H2α,φ  
∂φ

+2H3α,φ  =0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(28)
该微分方程组可求解得

H1=C1α  +C2α  φ-C3α  sin2φ-
  C4α  cos2φ
H2=C1α  +C2α  φ+C3α  sin2φ+
  C4α  cos2φ
H3=-C2α  /2-C3α  cos2φ+C4α  sin2φ

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(29)

  该问题的左楔面(φ=α)与右楔面(φ=0)的
应力边界条件为

σφ  φ=0=-q,τrφ  x=0=0
σφ  φ=α =0,τrφ  φ=α =0  →
H2  φ=0=-1,H3  x=0=0
H2  φ=α =0,H3  φ=α =0  (30)

进而可求出

C1α  =1+
1
2

tanα
tanα-α

C2α  =-
1

tanα-α

C3α  =
1
2

1
tanα-α

C4α  =-
1
2

tanα
tanα-α

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(31)

故应力分量求解为

σr =-q+
tanα1+cos2φ  - 2φ+sin2φ  

2tanα-α  q

σφ =-q+
tanα1-cos2φ  - 2φ-sin2φ  

2tanα-α  q

τrφ =
1-cos2φ  -tanαsin2φ

2tanα-α  q

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(32)
该解答与经典弹性力学教材中通过半逆解法所得

解答完全一致。

5)
 

楔形体在楔面受线性分布压力问题的量

纲分析思路

考虑如图2(b)所示的楔形体,左楔面受线性

分布的压力kr,不计体力。楔形体假设为无限高,
右楔面平行于铅垂方向,左楔面的坡度为α。坐标
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系原点O 为楔形体顶点,极半径为r,极角为φ。
在该问题中,基本未知量(σr,σφ,τrφ)具有如

下形式

σr =kf1r,α,φ  ,σφ =kf2r,α,φ  ,

τrφ =kf3r,α,φ  (33)
其中,f1~f3 是待定函数。k的量纲为 ML-2T-2。
式(33)中三个式子的两边量纲相同,应有

f1r,α,φ    = f2r,α,φ    = f3r,α,φ    

=
σ
k
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =L (34)

r具有长度量纲,而角度α 与φ 的量纲为1,因此

函数f1~f3 可表达为

f1r,α,φ  =rH1α,φ  ,f2r,α,φ  =rH2α,φ  ,

f3r,α,φ  =rH3α,φ  (35)
进而应力分量可写为

σr =krH1α,φ  ,σφ =krH2α,φ  ,

τrφ =krH3α,φ  (36)
其中,H1、H2、H3 为待定的无量纲函数,由平衡

微分方程、用应力分量表示的相容方程以及应力

边界条件完全确定。
将式(36)代入控制方程(式(26)、(27))得

∂2

∂φ2+1  H1α,φ  +H2α,φ    =0

∂H3α,φ  
∂φ

+2H1α,φ  -H2α,φ  =0

∂H2α,φ  
∂φ

+3H3α,φ  =0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(37)
进而求得

 

H1=-C1α  sin3φ-C2α  cos3φ+

  1
3C3α  sinφ+

1
3C4α  cosφ

H2=C1α  sin3φ+C2α  cos3φ+
  C3α  sinφ+C4α  cosφ
H3=-C1α  cos3φ+C2α  sin3φ-

  1
3C3α  cosφ+

1
3C4α  sinφ

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(38)

C1~C4 可由左楔面(φ=α)与右楔面(φ=0)的应

力边界条件完全确定

σφ  φ=0=0,τrφ  x=0=0
σφ  φ=α =-kr,τrφ  φ=α =0 →
H2  φ=0=0,H3  x=0=0
H2  φ=α =-1,H3  φ=α =0 (39)

此处不再展示该问题的应力解答。

2.3 案例C:
 

楔形体在楔顶受集中力与集中力偶

1)
 

问题描述

考虑如图3所示楔形体,在楔顶O 受集中力

F(与x 轴正方向的夹角为β)和集中力偶M,不计

体力。楔形体假设为无限高,左楔面与右楔面的

坡度为α/2。楔顶O 为坐标系原点,极半径为r,
极角为φ。求应力分量(σr,σφ,τrφ)。

图3 楔形体在楔顶受集中力与集中力偶的力学分析示意图

2)
 

关键物理量

该问题的关键物理量及其量纲见表4。

表4 案例C的关键物理量

物理量名称 量纲

应力分量σr,σφ,τrφ ML-1T-2

极半径r L
角度α、β,极角φ 1

集中力F MT-2

集中力偶 M MLT-2

  3)
 

量纲分析

该问题的基本未知量(σr,σφ,τrφ)具有如下形式

 σr =Ff1r,φ,α,β  +Mf2r,φ,α,β  (40)

 σφ =Ff3r,φ,α,β  +Mf4r,φ,α,β  (41)

 τrφ =Ff5r,φ,α,β  +Mf6r,φ,α,β  (42)
其中,f1~f6 是待定函数。为确保式(40)~(42)
两边量纲相同,应有

f1r,φ,α,β    = f3r,φ,α,β    

= f5r,φ,α,β    =
σ
F
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =L-1

(43)

f2r,φ,α,β    = f4r,φ,α,β    

= f6r,φ,α,β    =
σ
M
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =L-2

(44)

r具有长度量纲,而角度φ、α、β的量纲为1,因此
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函数f1~f6 可写为

f1=
H1 φ,α,β  

r
,f3=

H3 φ,α,β  
r

,

f5=
H5 φ,α,β  

r
(45)

f2=
H2 φ,α,β  

r2
,f4=

H4 φ,α,β  
r2

,

f6=
H6 φ,α,β  

r2
(46)

因此,三个应力分量表达为

σr =
F
rH1 φ,α,β  +

M
r2

H2 φ,α,β  (47)

σφ =
F
rH3 φ,α,β  +

M
r2

H4 φ,α,β  (48)

τrφ =
F
rH5 φ,α,β  +

M
r2

H6 φ,α,β  (49)

其中,H1~H6 为待定函数,由平衡微分方程、用应

力分量表示的相容方程以及应力边界条件完全确定。

4)
 

应力求解

将式(47)~(49)代 入 控 制 方 程(式(26)、
(27)),其对所有(r,

 

φ)均满足,可得

∂2

∂φ2+1  H1 φ,α,β  +H3 φ,α,β    =0

∂2

∂φ2+4  H2 φ,α,β  +H4 φ,α,β    =0

∂H5 φ,α,β  
∂φ

-H3 φ,α,β  =0

∂H3 φ,α,β  
∂φ

+H5 φ,α,β  =0

∂H6 φ,α,β  
∂φ

-H2 φ,α,β  -H4 φ,α,β  =0

∂H4 φ,α,β  
∂φ

=0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(50)
进而求得

H1=C1α,β  sinφ+C2α,β  cosφ
H2=C7α,β  sin2φ+C6α,β  cos2φ-

C8α,β  
H3=C3α,β  sinφ+C4α,β  cosφ
H4=C8α,β  
H5=-C3α,β  cosφ+C4α,β  sinφ

H6=
1
2C6α,β  sin2φ-

1
2C7α,β  cos2φ+

C5α,β  

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(51)

  楔形体的左楔面(φ=-α/2)与右楔面(φ=
α/2)的应力边界条件为

σφ  φ= ±α/2=0
τrφ  φ= ±α/2=0 →
H3  φ= ±α/2=0,H4  φ= ±α/2=0
H5  φ= ±α/2=0,H6  φ= ±α/2=0 (52)

楔顶附近半径为r 处取一圆柱截面边界,应力与

集中力F、集中力偶M 平衡,满足如下边界条件

∫
α/2

-α/2
σrrcosφdφ-∫

α/2

-α/2
τrφrsinφdφ+Fcosβ=0

∫
α/2

-α/2
σrrsinφdφ+∫

α/2

-α/2
τrφrcosφdφ+Fsinβ=0

∫
α/2

-α/2
τrφr

2dφ+M =0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(53)
式(53)对所有(r,

 

φ)均满足。将式(47)~(49)、
(51)代入式(52)、(53),可求得

C1=
2sinβ
sinα-α

C2=-
2cosβ
sinα+α

C5=
1

tanα-α

C7=
2

sinα-αcosα
C3=C4=C6=C8=0

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(54)

  应力分量最终求解为

σr =-
2F
r
cosβcosφ
sinα+α +

sinβsinφ
α-sinα  +

2M
r2

sin2φ
sinα-αcosα

σφ =0

τrφ =-
M
r2
cos2φ-cosα
sinα-αcosα

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(55)

该解答即为弹性力学教材中米切尔解答与英格里

斯解答的叠加。

3 教学启示与总结

量纲分析不仅是一种数学技巧,更是一种物

理建模思维。通过典型案例教学,学生能够在理

解力学本质、掌握公式来源、提升分析能力和创新

意识等方面受益。对于教师而言,将量纲分析融

入弹性力学课程,不仅能优化教学结构、强化理论
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与应用的衔接,也为培养具备物理直觉和工程判

断力的力学人才提供了有效路径。

3.1 帮助学生建立“物理量关系—应力公式”的
认知链条

  传统弹性力学教学多强调从控制方程出发的

严格推导,学生往往机械记忆公式,缺乏对其来源

与适用范围的理解。而通过量纲分析,学生可以

在推导前预判结果的形式与依赖关系,例如明确

应力应与载荷、几何等关键物理量之间的组合关

系。这种由物理直觉出发、再回到数学推导的双

向思维路径,有助于学生形成“由宏观现象—物理

量联系—公式结构”的整体认知框架。

3.2 为复杂问题建立“简化—近似—求解”的逻

辑框架

  在三个案例中,量纲分析并未直接给出完整

的应力分布,但能提供公式的尺度关系与结构形

式,为后续解析或数值解法指明方向。这种从量

纲出发、逐步过渡到近似方程与最终求解的教学

设计,帮助学生掌握了处理复杂问题的系统思维

流程,即:物理认识→量纲推断→数学模型→数

值/解析求解。这一逻辑框架能有效提升学生的

建模能力与独立思考能力。

3.3 激发学习兴趣与跨学科思维

量纲分析方法形式简洁、推理直观,能帮助学

生在短时间内获得分析结论,增强学习成就感。
结合工程实例(如重力坝或楔形体结构)进行讲

解,还可激发学生从“书本公式”向“工程问题”迁
移的兴趣。同时,量纲分析强调变量关系与无量

纲化思想,能自然地与流体力学、传热学、材料力

学等课程衔接,促进学生形成跨学科的物理建模

能力。
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