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一类2×n阶K形电阻网络的等效电阻研究

谭 震

(南通大学信息科学技术学院,江苏
 

南通 226019)

摘 要 电路结构通常复杂多样,不少电路网络问题充满了挑战性。文章分析探索了一类多参

数2×n 阶K形电阻网络模型,采用创造性思维与严密的计算导出了一个等效电阻解

析式。文章所采用的研究方法包括三种:一是建立电路网络的三个等效模型,二是建

立递推差分方程,三是采用变量代换技术求解差分方程。文章讨论了等效电阻的一些

特殊情形,并且将特殊情形的结论与其他相关结果进行了比较与验证。本文的研究工

作对促进教学与科研协同发展具有积极意义,对培养大学生的科学探究能力与创造性

思维能力具有较好的指导意义。
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Abstract Circuit
 

structures
 

are
 

usually
 

complex
 

and
 

diverse,
 

and
 

many
 

circuit
 

network
 

prob-
lems

 

are
 

full
 

of
 

challenges.
 

This
 

paper
 

analyzes
 

and
 

explores
 

a
 

class
 

of
 

multi-parameter
 

2×n
 

order
 

K-shaped
 

resistor
 

network
 

models.
 

By
 

using
 

creative
 

thinking
 

and
 

rigorous
 

calculations,
 

an
 

analytical
 

expression
 

for
 

the
 

equivalent
 

resistance
 

is
 

derived.
 

The
 

research
 

methods
 

em-
ployed

 

in
 

this
 

paper
 

include
 

three
 

aspects:
 

first,
 

establishing
 

three
 

equivalent
 

models
 

for
 

the
 

circuit
 

network;
 

second,
 

setting
 

up
 

a
 

recursive
 

difference
 

equation;
 

and
 

third,
 

using
 

variable
 

substitution
 

techniques
 

to
 

solve
 

the
 

difference
 

equation.
 

The
 

paper
 

discusses
 

some
 

special
 

ca-
ses

 

of
 

the
 

equivalent
 

resistance
 

and
 

compares
 

and
 

verifies
 

the
 

conclusions
 

of
 

these
 

special
 

cases
 

with
 

other
 

related
 

results.
 

The
 

research
 

work
 

in
 

this
 

paper
 

has
 

positive
 

significance
 

in
 

promo-
ting

 

the
 

coordinated
 

development
 

of
 

teaching
 

and
 

scientific
 

research,
 

and
 

it
 

provides
 

good
 

guidance
 

for
 

cultivating
 

college
 

students􀆳
 

scientific
 

inquiry
 

and
 

creative
 

thinking
 

abilities.
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  电路课程是理工科大学生的一门重要课程,
在现代科技领域有着重要的基础与应用价值。众

所周知,各种电器设备的电路纷繁复杂,从直流电

路到交流电路,从电阻电路到复阻抗电路等等,其
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解题思路充满了技巧与智慧。目前,人们已经将

一些电路问题拓展为电路网络模型[1],并且可以

应用于解决一些科学难题[2-8]。电路网络模型实

际上是人们将抽象的问题转化为可视化的模型。
我们在教学与科研工作中发现电阻网络模型比较

适合于理工科大学生开展科学探究活动,以此用

于培养大学生的科学探究能力,也可以帮助老师

们开展学术研究工作[9-14],促进教学与科研的协

同发展。文章中的模型构建,电路变换,等等,对
培养大学生的创造性与发散思维能力具有很好的

实践意义。
文献研究表明,学术界能够解决有限和无限

电阻网络模型的基本理论主要有美籍华人伍法岳

于2004年建立的拉普拉斯方法[2],以及中国学者

谭志中教授于2011年建立的递推 变换(RT)理
论[1]。关于N阶电阻网络的等效电阻问题已经积

累了不少研究成果[7-13],文献[13,14,15]研究了

两种2×n 电路网络,许多复杂网络的研究基本上

都是利用递推 变换(RT)理论。文献[7,8,11,

12]研究了内部含有复杂结构的n 阶电阻网络问

题,巧妙地采用变换技术解析了这些难题。文

献[18,19]提出了两种新的电路网络模型,取得了

新的研究进展。特别说明,电阻网络模型是电路

网络研究的提升(从具体问题上升到模型),其理

论研究通常不涉及具体问题,但是可以被应用于

各类跨学科的研究与仿真。目前国内外关于电阻

网络模型的研究已经取得了 不 少 新 的 研 究 进

展[1-19]。人们明白电阻网络内部结构的任何改变

都将带来计算的复杂性,从而可能出现一些新问

题并且期待人们去研究与解决。

图1 一类对称的2×n阶K形电阻网络模型

文献[13,14]为了研究电渗析装置中布水槽/
集水槽热效应,通过建立2×n 阶电阻网络模型有

效地揭示了热效应机制。本文拟研究一类含有内

部结构的多参数2×n 阶电阻网络模型,如图1所

示。由于它的单元结构像一个“K”字,因此本文将

此命名为一类对称的2×n 阶K形电阻网络模型。
该研究工作主要是对文献[13]~文献[17]所研究

模型的推广,例如当网络模型中的r1→∞时图1的

网络模型即退化为文献[13-17]中研究的电阻网络。
图1为一类2×n 阶K形电阻网络模型,其单

元结构上的电阻参数如图2所示,包含有4种独

立的电阻元件:r、r0、r1 与r2。本文拟研究这类电

路网络的等效电阻RAn,Bn
(n)(0≤x≤n),并且探

讨结论的一些特殊情形。

图2 K形电阻网络单元的电阻参数图

1 等效电阻解析式

在图1与图2所示的2×n 阶K形电阻网络

模型中,节点编号从右向左计数,n 为任意自然

数。则节点An 与Bn 之间的等效电阻解析式为

RAnBn
(n)=

(2r0+β)Pn+1-bPn

(2r0+β)Pn -bPn-1
-β (1)

其中定义

β=2r1(r0+r)/(r0+r+r1) (2)

Pk =(λk -μk)/(λ-μ) (3)

λ=a+ a2-b,
 

μ=a- a2-b (4)

a=
2r0r1+r(r0+r1)

r0+r+r1
,

 

b=
2r0r1

r0+r+r1  
2

(5)

公式(1)是本文第一次给出,属于原创性成果,适
用于r0,r和r1,r2 为任意电阻的情形。下面将给

出以上结果的详细推导过程。

2 计算与方法

2.1 建立等效模型简化电路

分析图1与图2电路的结构特点,该电路网

络具有上下对称性,由此可以采用以下思路建立

等效模型。设在图1网络中通入电流,并且电流I
从Ak 输入再从Bk 输出(k 为任意自然数),那么

可以设VAk=+U、VBk=-U,则VAk+VBk=0。
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根据图1结构的对称性,必然得到VCk=0(k=0,
1,2,…,n),因此中间的水平轴线上电阻不影响

Ak 与Bk 之间的等效电阻,基于此分析我们可以

直接去掉中间的水平电阻。接着依据递推规律,
可以将图1的网络等效为图3的简单模型。图3
模型的物理意义是:如果从左端向右端看过去其

等效电阻为Rn,那么去掉左边的一个单元之后的

等效电阻为Rn-1。

图3 含有等效电阻的等效网络模型

2.2 内部Δ型与Y型电路的变换

直接计算图3中的等效电阻之间的关系仍然

有一些困难,可以继续将图3电路进行等效与简

化。这里将图3中的Δ型电路采用Δ型与Y型电

路的变换方法,将图3结构变换为图4所示电路。

图4 关于图3的等效电路模型

依据图4的等效模型即可建立关于等效电阻

Rn 与Rn-1 之间的递推关系。

2.3 构建差分方程模型

从图3~图4的等效电路变换主要是Δ型与

Y型结构的变换,容易得到

r3=
r1Rn-1

2r1+Rn-1
, r4=

r21
2r1+Rn-1

(6)

而图4的电路也是上下对称,因此当计算等效电

阻Rn 时可以去掉r4,依据图4的等效电路计算得

Rn =(2r0)//(2r+2r3)=
2r0(r+r3)
r0+r+r3

 (7)

那么,将方程(6)代入式(7)计算得到

Rn =
2r0[2rr1+(r+r1)Rn-1]

2r1(r0+r)+(r0+r+r1)Rn-1
(8)

其中的初始项
 

R0=2r0。
通过文献调研与探索,求解方程(8)的基本方

法是变量代换[7,8,11],此技术由文献[1]提出。设

存在待定数列 yk  ,使得

Rn =
yn+1

yn
-β (9)

其中,β=2r1(r0+r)/(r0+r+r1),并且由此确

定初始项

y0=1, y1=2r0+β (10)
建立方程(9)的目的是将方程(8)变换为一个简单

的二阶线性差分方程,以便求解它的通解。

2.4 求解差分方程及等效电阻

将方程(9)递推得到Rn=yn+1/yn-β,将此

递推式与方程(9)一起代入方程(8)化简导出

yn+1=2ayn -byn-1 (11)
其中

a=
2r0r1+r(r0+r1)

r0+r+r1
, b=

2r0r1
r0+r+r1  

2

(12)
依据文献[1]的理论求解差分方程(11)得到

yn =y1Pn -y0bPn-1 (13)

其中,Pn=(λn-μn)/(λ-μ),并且λ,μ 是方程

(11)的特征方程y2=2ay-b的根,即

λ=a+ a2-b, μ=a- a2-b (14)
将初始条件式(10)代入方程(13)得

yn =(2r0+β)Pn -bPn-1 (15)
由式(15)递推得yn+1=(2r0+β)Pn+1-bPn,将
此递推式及式(15)一起代入式(8)得到

Rn =
(2r0+β)Pn+1-bPn

(2r0+β)Pn -bPn-1
-β (16)

此即为前面所提公式(1),至此公式(1)得到证明。
为了便于读者理解本文研究的结论,下面将

给出公式(1)的3个特殊情形,同时比较与验证相

关结果的正确性。

3 特例与比较

1)
 

情形1
验证n=0时公式(1)的正确性。当n=0时

由公式(1)计算得到
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RA0B0
(0)=

(2r0+β)P1-bP0

(2r0+β)P0-bP-1
-β (17)

由方程(3)可知P1=1,P0=0,P-1=-1/b,代入

式(17)得到RA0B0
(0)=2r0。

另外,当
 

n=0时的电路退化为图5所示的简

单电路,显然RA0B0
(0)=2r0 与实际电路的电阻

完全相同,验证了n=0时公式(1)的正确性。

图5 简单的0×n阶电阻网络(旋转90°)

2)
 

情形2
当n=∞时,由于0<μ<1,则μ∞=0,取n=

∞可导出Pn+1/Pn=λ,所以由公式(1)取n=∞
导出

RAnBn
(∞)=

(2r0+β)λ-b
(2r0+β)-μ

-β (18)

显然是一个有限值,表明公式(1)是收敛的。

3)
 

情形3
当r1=∞时,图1的模型退化为一个常见的

2×n 阶网络模型,如图6所示。

图6 一类2×n阶矩形电阻网络模型

当r1=∞时,对关系式(2)~式(5)取极限得

到β=2(r0+r),b=4r20,并且

λ=2r0+r+ r2+4rr0

μ=2r0+r- r2+4rr0 (19)
于是公式(1)退化为

RAnBn
(n)=

(2+h)Pn+1-2r0Pn

(2+h)Pn -2r0Pn-1
-2(r0+r)

(20)
其中,h=r/r0,Pk=(λk-μk)/(λ-μ)。

此结论(20)与文献[15-17]中的结论完全一

致,再次验证了公式(1)的正确性。

4 小结与评论

内部含有多参数的电阻网络模型通常是一类

复杂的问题,文章创造性地采用三次电路模型变

换与一次差分方程变换技术,导出了一个比较简

洁的等效电阻解析式,其结果具有原创性。文章

探讨了公式(1)的三个特殊情形,验证了结论的正

确性。众所周知,如何培养大学生的实践研究能

力和创新思维能力一直是高等院校努力探索的问

题。本文通过对具体的一类多参数的2×n 阶 K
形电阻网络模型作为实践探索对象,采用发散思

维与聚合思维相结合的策略开展实践探索(差分

方程模型构建,电路变换,变量代换求解方程,等
等),成功地导出了2×n 阶K形电阻网络的等效

电阻解析式,实现了教学与科研的协同发展。本

文的电阻网络模型实际上也是对文献[13,14]中
的网络模型的一种推广。目前电阻网络模型的研

究无论是国内(如文献[1,9-16])还是国际(如文

献[2-8,17-19])都有比较大的研究进展,也体现了

电阻网络模型研究的重要性。如果仅采用目前教

材中的理论,通常不足以解决本文提出的网络模

型。基于本文的研究不难看出依据具体网络模型

开展科学探究与研究型教学,不仅能够引导学生

开展创新研究与探索,而且能够让老师们利用教

学资源开展科学研究,最终实现科研与教学的协

同发展。这种教学与科研协同发展的思路值得广

大理工科老师思考与探索。
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