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摘 要 以二维Brusselator模型为研究对象,本文利用含时演化算法得到了图灵斑图稳态解。
基于对Brusselator模型的研究,我们提出了一种新的偏微分方程(PDE)边值问题含

时演化算法:通过引入虚拟的时间参量,将原本的边值问题转化为一个初值问题,结合

有限差分法与隐式迭代算法模拟系统演化,从而逼近稳态解,也就是原方程组的边值

问题解。研究发现,与传统Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法相比,含时演化算法

在复杂非线性问题中展现出更强的稳定性与收敛性。进一步将该方法拓展至泊松方

程和Helmholtz方程的求解,结果表明:尽管该含时演化算法在一般线性问题中的精

度与效率略逊于Gauss-Seidel迭代法,但在大波数 Helmholtz方程等特定场景下,其
收敛速度与误差精度表现更优。含时演化算法为非线性PDE边值问题提供了新的求

解思路,未来可通过结合高阶差分格式以及并行计算等策略进一步提升其性能。
关键词 偏微分方程;含时演化算法;Brusselator模型;图灵斑图;有限差分法
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Abstract For
 

the
 

two-dimensional
 

Brusselator
 

model,
 

this
 

paper
 

obtains
 

the
 

steady-state
 

so-
lution

 

of
 

Turing
 

patterns
 

by
 

using
 

a
 

time-evolution
 

algorithm.
 

Based
 

on
 

the
 

research
 

of
 

the
 

Brusselator
 

model,
 

we
 

propose
 

a
 

new
 

time-evolution
 

algorithm
 

for
 

the
 

boundary
 

value
 

prob-
lem

 

of
 

partial
 

differential
 

equations
 

(PDEs).
 

By
 

introducing
 

a
 

virtual
 

time
 

parameter,
 

the
 

original
 

boundary
 

value
 

problem
 

is
 

transformed
 

into
 

an
 

initial
 

value
 

problem.
 

Combining
 

the
 

finite
 

difference
 

method
 

and
 

the
 

implicit
 

iterative
 

algorithm,
 

the
 

system
 

evolution
 

is
 

simulated
 

to
 

approximate
 

the
 

steady-state
 

solution,
 

that
 

is,
 

the
 

solution
 

of
 

the
 

boundary
 

value
 

problem
 

of
 

the
 

original
 

equation
 

set.
 

The
 

research
 

shows
 

that
 

compared
 

with
 

the
 

traditional
 

Jacobi
 

iter-
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ative
 

method
 

and
 

Gauss-Seidel
 

iterative
 

method,
 

the
 

time-evolution
 

algorithm
 

exhibits
 

stron-
ger

 

stability
 

and
 

convergence
 

in
 

complex
 

non-linear
 

problems.
 

Further,
 

this
 

method
 

is
 

extend-
ed

 

to
 

the
 

solution
 

of
 

Poisson􀆳s
 

equation
 

and
 

Helmholtz
 

equation.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

al-
though

 

the
 

accuracy
 

and
 

efficiency
 

of
 

the
 

time-evolution
 

algorithm
 

in
 

general
 

linear
 

problems
 

are
 

slightly
 

inferior
 

to
 

those
 

of
 

the
 

Gauss-Seidel
 

iterative
 

method,
 

in
 

specific
 

scenarios
 

such
 

as
 

the
 

Helmholtz
 

equation
 

with
 

large
 

wave
 

numbers,
 

its
 

convergence
 

speed
 

and
 

error
 

accuracy
 

are
 

better.
 

The
 

time-evolution
 

algorithm
 

provides
 

a
 

new
 

solution
 

idea
 

for
 

the
 

boundary
 

value
 

problem
 

of
 

non-linear
 

PDEs.
 

In
 

the
 

future,
 

its
 

performance
 

can
 

be
 

further
 

improved
 

by
 

combi-
ning

 

high-order
 

difference
 

schemes
 

and
 

parallel
 

computing
 

strategies.
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  偏微分方程(PDE)能够描述诸如流体流动、
电磁场分布、热传导以及波动传播等物理现象,为
理解和预测自然与工程系统的行为提供了强有力

的工具,在物理、化学、工程及金融等多个领域有

着广泛应用[1,2]。
尽管从理论上可以分析出某些PDE解的存

在及唯一性,完全从数学演算推导解的解析形式

往往面临巨大挑战:复杂的边界条件、不规则几何

形状以及非线性项的存在,使得许多情况下难以

找到解析解。因此,数值解法成为解决这些问题

的关键途径[3,4]。其中,有限差分法是一种最基

本、最常见且简单易用的PDE数值求解方法,其
基本思想是将PDE的自变量区间离散化,从而将

原先拥有连续自由度的微分方程转化为有限个离

散自由度的差分方程,进而通过计算机进行数值

求解。然而,不同的有限差分方法有不同的精度、
效率和适用条件,单一的有限差分方法并不能很

好地应对所有问题,因此研究特定情况下新的有

限差分方法是很有价值的。
Brusselator模型是一组模拟自催化反应的非

线性微分方程,由Ilya
 

Prigogine及其合作者于

1968年在布鲁塞尔自由大学提出,用于求解化学

反应中各组分浓度随时间的变化,在化学反应中

的自组织现象研究中具有广泛的应用[5]。该模型

不仅在验证耗散结构理论上比较有效,在生物化

学反应过程中的一些催化反应上也应用广泛。对

Brusselator模型的研究,无论是从广度上还是从

深度上,都是令人感兴趣的。
在特定参数下,Brusselator模型能够演化出

一些稳定存在但又不单调的分布模式,一般为斑

点状、细粒状或者条纹状,非常类似于生物斑纹。
图灵最先用非线性方程组来描述生物斑纹,很好

地解释了它们生成的动力学机制,此后由该机制

生成的斑纹便被学术界命名为“图灵斑图”。本文

的研究的Brusselator模型参数也是在生成图灵

斑图的范围内,有助于观察系统的收敛状况进而

探讨算法的适用性与性能。
本文利用数值方法求解了二维Brusselator

模型对应的偏微分方程组,得到了其稳态解 图灵

斑图。此外,基于对Brusselator模型的研究,我
们提出了一种新的PDE边值问题含时演化算法:
通过引入虚拟的时间参量,将原本的边值问题转

化为一个初边值问题,该方法通过模拟系统随时

间的演化,能够逐步逼近稳态解,同时也是原方程

组的边值问题解。与传统的PDE边值问题数值

求解方法(如Jacobi迭代法和 Gauss-Seidel迭代

法)相比,这种含时演化算法通过引入时间变量使

得迭代计算的稳定性和收敛性都得到显著增强。
此外,通过将该含时演化算法应用于泊松方程和

Helmholtz方程的数值求解,我们验证了该算法

在更广泛的PDE问题中的适用性。
大学物理和其他物理课程学习中不仅要面对

很多可以解析计算的物理问题,还存在很多只能

通过数值计算才能解决的物理问题。通过这些较

复杂物理问题的数值求解培养学生的数值计算思

维与能力,对学生将来利用物理知识解决复杂科

学和工程问题至关重要。因此,本文的研究结果

对于大学物理和其他物理课程教学也是有益的。

1 Brusselator模型含时演化数值模拟

1.1 反应式及浓度方程

Brusselator模型,又称三分子模型[5],包含以

下4步化学反应
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A
k1
→X

B+X
k2
→Y+D

2X+Y
k3
→3X

X
k4
→E

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

  反应发生在固定的一块区域内,各种物质浓

度ni 在这块区域内都有一定的场分布ni r,t  。
在反应中不断供给反应物A和B,使其浓度保持

恒定(nA,nB 为非零常数),并不断将生成物D和

E排除(nD=nE=0),于是反应单向进行(逆反应

在A、B充足,D、E为0时可以忽略),系统处在远

离平衡的状态。在这种情形下,只有X和Y的浓

度(nx,ny)随时间变化。设时间参数为t',根据化

学反应速率计算方法:由式(1)中第一个方程可得

∂nx

∂t'=k1nA,由第二个方程可得-
∂nx

∂t'=
∂ny

∂t'=

k2nBnx,由第三个方程(看成消耗一份 Y生成一

份X)可得
∂nx

∂t'=-
∂ny

∂t'=k2n
2
xny,由第四个方程可

得
∂nx

∂t'=-k4nx,最后加上扩散项
∂n
∂t'=-

�·J=

-�· -D �n  =D �2n,耦合得到浓度变化速

率方程组为

 

∂nx

∂t' =k1nA - k2nB +k4  nx +k3n2
xny +

   D'1�2nx

∂ny

∂t' =k2nBnx -k3n2
xny +D'2�2ny

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(2)

  采用变量代换

t=k4t'

X =
k3
k4  

1
2

nx;Y=
k3
k4  

1
2

ny

A=
k21k3
k34  

1
2

nA;B=
k2
k4  nB

D1=
D'1
k4
;D2=

D'2
k4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

  方程组(2)可转化为

∂X
∂t =A- B+1  X +X2Y+D1�

2X

∂Y
∂t=BX -X2Y+D2�

2Y

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4)

  这里进行的只是标度变换,不影响我们对系

统演化的分析,于是也称X,Y 为物质浓度,t为反

应时间。
在这个反应中,X,Y 是反应的中间产物,也

是重要的演化物质,我们希望它是无源的(系统中

不存在除化学反应外直接产生X,Y 的事物,这排

除了固定边界条件这种在边界上有源的情况)、守
恒的(系统中的X,Y 不扩散出系统外,这表明X,
Y 浓度在边界处梯度为0),于是采用无通量边界

条件

en·�X =en·� Y=0 (5)
1.2 有限差分法离散化

本文仅研究二维Brusselator模型问题,因其

更具有一般性和代表性。
将方程组(4)中的时间和空间都离散化,时间

步长τ(用上标n 标记),空间步长h(用下标i,j
标记),将拉普拉斯算符�2 拆分成沿x 轴的算符

�2i 和沿y 轴的算 符 �2j,并 运 用 平 均 隐 式 差 分

格式

X(n)
ij -X(n-1)

ij

τ =A- B+1  X(n-1)
ij +

X(n-1)
ij  2Y(n-1)

ij +
D1

2
(�2iX

(n-1)
ij +

�2iX
(n)
ij +�2jX

(n-1)
ij +�2jX

(n)
ij )

Y(n)
ij -Y(n-1)

ij

τ =BX(n-1)
ij - X(n-1)

ij  2Y(n-1)
ij +

D2

2
(�2iY

(n-1)
ij +�2iY

(n)
ij +

�2jY
(n-1)
ij +�2jY

(n)
ij )

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)
采用变量代换

k1=
τD1

2h2

k2=
τD2

2h2

α(n-1)
i =τ A- B+1  X(n-1)

i + X(n-1)
i  2Y(n-1)

i  

β
(n-1)
i =τ BX(n-1)

i - X(n-1)
i  2Y(n-1)

i  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)
  则方程组(6)转化为

X(n)
ij -X(n-1)

ij =α(n-1)
ij +

k1h2 �2iX
(n-1)
ij +�2iX

(n)
ij +�2jX

(n-1)
ij +�2jX

(n)
ij  

Y(n)
ij -Y(n-1)

ij =β
(n-1)
ij +

k2h2 �2iY
(n-1)
ij +�2iY

(n)
ij +�2jY

(n-1)
ij +�2jY

(n)
ij  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(8)
1.3 解离散方程的迭代计算

以下展示如何由方程组(8)的第一个方程从
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X(n-1)
i 求出 X(n)

i ,思路类似于交替方向隐式算

法[6],是一种改进版的多维度隐式迭代算法。
注意到在空间离散化的情况下方程组(8)其

实是一系列线性方程组,可以先形式化地解这个

线性方程组,算符的倒数代表求逆算符,得

X(n)
ij =

1
1-k1h2�2i -k1h2�2j

(α(n-1)
ij +2X(n-1)

ij )-

X(n-1)
ij (9)

  记包含逆算符的项

ϕij =
1

1-k1h2�2i -k1h2�2j
(α(n-1)

ij +2X(n-1)
ij )

(10)

  则

1-k1h2�2i -k1h2�2j  ϕij =α(n-1)
i +2X(n-1)

ij

(11)

  由于k1h2=
τD1

2
很小,忽略高阶算符�2i �2j

项,式(11)可分解为

1-k1h2�2i  1-k1h2�2j  ϕij =α(n-1)
ij +2X(n-1)

ij

(12)

  由上,可先求中间变量φij,其满足

1-k1h2�2i  φij =α(n-1)
ij +2X(n-1)

ij (13)

  再求ϕij,其满足

1-k1h2�2j  ϕij =φij (14)

  式(13)、式(14)都是一系列线性方程组。
在式(13)中,对于固定的j,平均隐式差分格式为

φij -k1 φi+1j -2φij +φi-1j  =α(n-1)
ij +2X(n-1)

ij

(15)

  在式(14)中,对于固定的i,平均隐式差分格式为

ϕij -k1 ϕi+1j -2ϕij +ϕi-1j  =φij (16)

  给定 X(n-1)
i ,Y(n-1)

i ,α(n-1)
i ,β

(n-1)
i ,可由方程

组(15)求出φij,进而由方程组(16)求出ϕij 和

X(n)
i 。同理可以求出Y(n)

i 。式(15)和式(16)这种

系数矩阵为三对角形式的n 维线性方程组有非常

高效的算法,不用求逆矩阵或者高斯消元,时间复

杂度可以达到O n  
 

[5,6]。
最后,对于无通量边界条件,只需要在每次迭

代之后消除边界梯度,对于∀i,j,赋值

X(n)
1,j =X(n)

2,j,X
(n)
end,j =X(n)

end-1,j

Y(n)
1,j =Y(n)

2,j,Y
(n)
end,j =Y(n)

end-1,j

X(n)
i,1 =X(n)

i,2,X
(n)
i,end =X(n)

i,end-1

Y(n)
i,1 =Y(n)

i,2,Y
(n)
i,end =Y(n)

i,end-1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(17)

  综上,我们可以从X(0)
ij ,Y

(0)
ij 经过多次迭代逐

步生成X(1)
ij ,Y

(1)
ij ,…,X

(N)
ij ,Y

(N)
ij (N 由最大时间

确定),从而展现出系统随时间的变化图像。以上

求解过程也在如图1所示的算法流程图中展现。

图1 含时演化算法迭代计算流程图

2 Brusselator模型稳态解的计算

2.1 参数设置

本文旨在讨论PDE的含时演化算法,不对

Brusselator模型的参数规律进行深入的研究。对

于方程组(4)的参数,我们取

 A=2,B=5,D1=0.001,D2=0.004 (18)

  空间坐标x,y 范围为正方形区域0≤x,

y≤1。
初始条件为

X =A

Y=
B
A 1+

 0.01exp-
x-0.4  2+ y-0.8  2

0.01   

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(19)
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  此初始分布可视为初始时在定常平衡分布X=

A,Y=
B
A

的坐标(0.4,
 

0.8)处加入一定量的物质

Y。图2给出了 X,Y 的初始浓度分布。可以看

出,此分布可视为系统在平衡点附近的浓度微扰。

图2 Brusselator模型初始浓度分布曲面图

需要说明的是,式(18)的参数设置和式(19)
的初值形式都是为了使系统最终演化到非平凡

的稳定解 图灵版图。结合文献[5,7]中对系统的

线性稳定性分析,可知当前系统的状态是不稳定

的,无法回到X=A,Y=
B
A

的定常平衡态。当时

间趋于无穷时,将趋于非平凡的稳态解,即为图灵

斑图。

2.2 基于含时演化迭代的数值求解

根据本文第1部分的算法流程,取h=0.01,

τ=0.01,按照式(19)给定的初始条件,系统在不

同时刻的浓度分布在图3中给出。

图3 Brusselator模型含时演化得到的浓度分布图像

从图3可以看出,系统逐渐趋于一个在空间

规律分 布 的 稳 态 解,这 是 典 型 的 图 灵 斑 生 成

过程
 [7,8]。
从图3(d)的z 轴正向往xOy 平面上看浓度

曲面,浓度大小对应不同颜色,看到的即为图灵斑

图,如图4所示。

图4 Brusselator模型的稳态解———图灵斑图

在上面的求解过程中,基于时间演化的隐式

迭代算法稳定地给出了系统远离定常平衡的另一

种稳定模式—图灵斑图。在浓度变化速率微分方

程组(4)中,将时间导数项全部设置为0,可得到只

含有空间导数的偏微分方程组,它是一个边值问

题,应该能够表征该图灵斑稳定的分布,所以可以

直接求解这个边值问题。但在后面的研究中发现,
虽然剔除时间维度后方程变得简单,常见的迭代方

法(如Jacobi迭代法Gauss-Seidel迭代法)并不能给

出稳定收敛的解,这说明了时间维度的重要性。

2.3 基于边值问题迭代的发散问题

当时间趋于无穷时

∂X
∂t =

∂Y
∂t=0 (20)

  方程组(4)转化为

�2X =-
1
D1

A- B+1  X +X2Y  

�2Y=-
1
D2

BX -X2Y  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(21)

  方程组(21)是椭圆形偏微分方程,可以使用

椭圆形偏微分方程的常用数值方法Jacobi迭代法

和Gauss-Seidel迭代法进行数值求解。Jacobi迭

代通过同步更新全部空间点,天然适配并行架构;
而Gauss-Seidel迭代法利用异步更新实时整合最
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新信息,效率相比Jacobi迭代有所提升,但不太容

易实现并行计算。关于上述两种算法的更详细介

绍可查阅参考文献[3-5]。
含松弛因子的Jacobi迭代法的表达式为

U(n)
i,j =

ω
4
(-S(n-1)

i,j +U(n-1)
i+1,j +U(n-1)

i-1,j +U(n-1)
i,j+1 +

U(n-1)
i,j-1)+ 1-ω  U(n-1)

i,j (22)
  含松弛因子的 Gauss-Seidel迭代法的表达

式为

U(n)
i,j =

ω
4
(-S(n-1)

i,j +U(n-1)
i+1,j +U(n)

i-1,j +U(n-1)
i,j+1 +

U(n)
i,j-1)+ 1-ω  U(n-1)

i,j (23)
其中U=X,Y,ω 为松弛因子(0<ω<2),S 为式

(21)的右端项。关于�2X 的方程:S=-
1
D1
·

A- B+1  X+ X2Y  ;关于 �2Y 的方程:S=

-
1
D2

BX- X2Y  。

上述Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法中的

松弛因子是迭代算法中调节新旧解权重比例的超参

数,其值等于1时为标准迭代(新值完全替代旧值),
大于1时通过增强新值权重加速收敛(超松弛),小
于1时保留更多旧值以避免振荡(欠松弛),核心作

用是在收敛速度与稳定性之间取得平衡,防止算法

因过度依赖历史数据而迟滞或因步长过大而发散。
关于含松弛因子的Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭

代法的更多知识可以查阅参考文献[3-5]。
设定h=0.01,空间间隔分别取0.01、0.005、

0.001,松弛因子分别取0.5、0.8、1.0、1.2和1.5,
用式(19)作 为 初 始 猜 测,试 图 通 过 式(22)和
式(23)的迭代使X,Y 趋于稳定,结果发现均无法

收敛。仅考查前面数次迭代的表现,一种情况是

X,Y 浓度不停振荡、交替变化(见图5),另一种是

浓度趋于无穷的发散(见图6),两种情况均不能给

出稳定收敛的解。具体情况分别在表1和表2中

列出。

表1 Jacobi迭代在求解Brusselator模型稳态解时的表现

松弛因子\空间间隔 0.01 0.005 0.001

0.5 振荡 振荡 振荡

0.8 无穷 振荡 振荡

1.0 无穷 无穷 振荡

1.2 无穷 无穷 无穷

1.5 无穷 无穷 无穷

表2 Gauss-Seidel迭代在求解Brusselator模型

稳态解时的表现

松弛因子\空间间隔 0.01 0.005 0.001

0.5 振荡 振荡 振荡

0.8 无穷 振荡 振荡

1.0 无穷 振荡 振荡

1.2 无穷 振荡 振荡

1.5 无穷 无穷 振荡

  Gauss-Seidel迭代通常比Jacobi迭代要更加

稳定,且松弛因子越小、空间间隔越小,则稳定性

越强。但是,即使是在两者均很小的情况下结果

仍然振荡发散,说明这个边值问题无法通过这些

简单的迭代方法给出含时演化所得到的图灵斑图

稳态解。
图5展示了松弛因子为0.5,空间步长为

0.01时的 Gauss-Seidel迭代的典型振荡发散过

程。在图5的后续迭代中,X,Y 的浓度呈现此

消彼长的交替变化,类似于化学钟。但是这是对

空间差分的迭代而非时间差分的迭代,所以其与

含时演化的化学钟是不同的,不是物理上的振

荡解。

图5 Gauss-Seidel迭代振荡发散过程

图6展示了松弛因子为1.0,空间步长为

0.01时Gauss-Seidel迭代的典型无穷发散过程。
在图6中,X,Y 的浓度相继发散为无穷大。

为了 检 验 是 否 由 于 初 始 条 件 的 选 取 导 致

Gauss-Seidel迭代无法朝着正确的方向演化,我们

设计了另外一个程序,该程序通过含时演化算法

给出一个粗糙的稳态解作为Gauss-Seidel迭代的

初始条件,结果发现仍然无法解决发散的问题。
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图6 Gauss-Seidel迭代无穷发散过程

图7展示了先通过τ=0.01,h=0.01含时

演化至t=100,得到粗糙的稳态解,然后换成ω=
1.0的Gauss-Seidel迭代,结果与前面的无穷发散

过程 类 似。在 此 过 程 中,可 以 观 察 到 一 进 入

Gauss-Seidel迭代,原先已经形成的图灵斑图便快

速瓦解,系统逐渐无穷发散,无法稳定收敛。

图7 先含时演化得到粗糙解,再使用Gauss-Seidel迭代

引起的无穷发散过程

3 含时演化算法应用到PDE边值问题

在上述研究中,我们认识到含时演化方法在

求解Brusselator模型稳态解中的不可或缺性。
针对此类非线性偏微分方程组初值问题,含时演

化算法展现出了远超Jacobi迭代法与Gauss-Sei-
del迭代法的稳定性。那么,这一结论是否同样适

用于我们以往所研究的边值问题,尤其是以椭圆

型PDE为主的情形? 众所周知,Jacobi迭代法与

Gauss-Seidel迭代法在解决这类方程时具有显著

的高效性,尤其是在适当选择松弛因子的情况下。
在此背景下,含时演化方法的表现又如何呢?

下面以一个简单的二维泊松方程的数值求解

为例,探讨含时演化算法的有效性。

3.1 泊松方程定解问题

二维泊松方程

�2u=4
ux,0  =x2

u0,y  =y2

ux,1  = x-2  2

u2,y  = y-1  2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(24)

  其解析解为

ux,y  = x-y  2 (25)

3.2 三种迭代方法的对比

空间间隔取0.01,终止迭代标准取10-8,初
始猜测值除边界外全为0,下面分别采用松弛因子

为1.0的Jacobi迭 代 法、松 弛 因 子 为1.8的

Gauss-Seidel迭代法和含时演化法数值求解方程

组(24)。

Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法的操作

流程与前面相同,我们主要关注含时演化算法。
这是一个纯边值问题,本身不含时间因素,我们需

要给它加上时间因素。仿照从式(4)~(21)的反

过程,给原方程添上含时演化项
∂u
∂t
,问题转化为求

解含时演化方程的稳态解(∂u
∂t=0

则方程还原为

泊松方程)

∂u
∂t=�2u-4

ux,0  =x2

u0,y  =y2

ux,1  = x-2  2

u2,y  = y-1  2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(26)

  模仿Brusselator模型含时演化的有限差分

格式与隐式迭代算法,初始猜测值除边界外全为

0,时间步长取10-3,终止迭代标准取10-8,对方

程组(26)含时演化迭代求解。
图8展示了三种方法的数值解以及数值结果

与解析结果的实际误差曲面。表3展示了三种方

法的运行效率。
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图8 Jacobi迭代法、Gauss-Seidel迭代法和含时演化算法

求解泊松方程的数值解以及实际误差曲面

表3 Jacobi迭代法、Gauss-Seidel迭代法和含时演化算法

求解泊松方程时的运行效率

方法 迭代次数 迭代用时/s 实际误差

Jacobi 32745 3.63 3.2×10-5

Gauss-Seidel 2338 0.38 1.8×10-6

含时演化 2754 1.61 1.0×10-3

  在上面的初步尝试中,所有的方法均能够得

到有效的结果。其中,Jacobi迭代法迭代次数最

多,用时也最长;Gauss-Seidel迭代法和含时演化

法的迭代次数显著减少,但由于含时演化算法本

身更复杂,其运行时间相对 Gauss-Seidel迭代法

较长。精度方面,含时演化法略低于传统的Jaco-
bi迭代法和Gauss-Seidel迭代法。

不同于Jacobi迭代法和 Gauss-Seidel迭代

法,含时演化算法有一个独特的超参数:时间步

长,它是一个物理参数。按照朴素的观点,我们假

定附加时间参量后的系统经过特定时间就会趋于

稳定,那么时间步长越小,达到稳定所需要的迭代

次数就越多,这导致收敛越慢。相应地,由于单步

含时演化的变化较小,此方法最终能够达到的实

际误差也小。时间步长就像松弛因子,调控着收

敛的速度和最终解的精度。
为了探讨时间步长的影响,在保持终止迭代

标准为10-8 不变的前提下,我们研究了在不同时

间步长下的迭代次数与实际误差的关系,统计结

果在表4中给出。

表4 含时演化算法迭代次数和实际误差随时间步长的变化

时间步长 迭代次数 实际误差

1e-3 2754 1.0×10-3

5e-4 2123 5.0×10-4

1e-4 9311 9.9×10-5

5e-5 17498 4.9×10-5

1e-5 74444 7.2×10-5

  表4中的结果表明时间步长的减小确实大体

上会使迭代次数增多,当时间步长较小时,的确呈

现了迭代次数与时间步长的反比关系。但是,随
着时间步长的进一步减小,实际误差似乎变化不

大,说明在这种条件下受到了除时间步长以外其

他参数的限制。
为了探讨终止迭代标准对含时演化算法效率

的影响,在时间步长保持为10-3 的前提下,改变

终止迭代标准,研究迭代次数和实际误差的变化,
结果在表5中展示。可以看到,在终止迭代标准

取较大值时,含时演化法只需要较少的迭代次数,
如在终止迭代标准为10-3 时,仅需722次迭代就

到达了10-3 精度,进一步减小终止迭代标准,迭
代次数增大,但实际误差基本不再减小。

表5 时间步长取10-3 时含时演化算法效率随终止迭代

标准的变化

终止迭代标准 迭代次数 实际误差

1e-1 172 1.0×10-1

1e-2 394 5.2×10-3

1e-3 722 9.9×10-4

1e-4 1094 1.0×10-3

1e-6 1888 1.0×10-3

1e-8 2754 1.0×10-3

1e-10 3656 1.0×10-3

  为了更清楚地展现含时演化算法中迭代误差

(指相邻迭代次数的函数值之差的绝对值的最大

值)、实际误差随迭代次数的变化,并对比Gauss-
Seidel迭代法的情况,我们研究了时间步长分别
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为10-2、10-3、10-4、10-5 下含时演化法和松弛因

子为1.8的 Gauss-Seidel迭代法的迭代过程,结

图9 含时演化算法和Gauss-Seidel迭代法求解泊松方

程的迭代过程对比。对于每一种参数方法,实线代表实

际误差,虚线代表迭代误差

果如图9所示。从图9可以看出,随着迭代次数

增大,不管是迭代误差还是实际误差,Gauss-Sei-
del迭代法都优于含时演化算法。虽然在某些情

况下含时演化算法的迭代误差能达到很小(比如

时间步长10-3、10-4),但是实际误差已经停留在

10-3、10-4 左右无法继续下降。需要说明的是,在
图9中,对于时间步长为10-5 的情况,迭代误差

和实际误差都能够达到比时间步长分别为10-2、
10-3、10-4 时更精确的结果,只是需要更大的迭代

次数,图中没有显示。当算力资源充足时,更小的

时间步长和终止迭代标准可以实现更小的迭代误

差和实际误差,但迭代次数会显著增加。
下面再通过一个更复杂的例子,利用时间演

化法和Gauss-Seidel迭代法数值求解大波数二维

Helmholtz方 程[12],进 而 比 较 时 间 演 化 法 和

Gauss-Seidel迭代法的计算效率。

3.3 Helmholtz方程定解问题

在0<x,y<1区域

�2u-k2u=-k2 1+2π2  sinkπxsinkπy
u ∂Ω =0 

(27)
其中,波数k为给定的正整数。

解析解为

u=sinkπxsinkπy (28)

3.4 大波数下含时演化与Gauss-Seidel迭代的对比

  取空间间隔为0.01,初值及初始条件u 全为

0,Gauss-Seidel迭代取松弛因子为1.8。含时演

化法将方程组(27)转化为

∂u
∂t=�2u-k2u+k2 1+2π2  sinkπxsinkπy

u ∂Ω =0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(29)

  含时演化的 时 间 步 长 分 别 取10-2、10-3、

10-4、10-5。对k=1,5,10,20等不同情况研究两

种数值方法的迭代误差和实际误差随迭代次数的

变化,结果如图10所示。
从图10可以看出,对于四个不同的k 值对应

的Helmholtz方程,时间步长为10-2 和10-3 的

含时演化算法的精度在迭代误差和实际误差上都

低于Gauss-Seidel迭代法。时间步长为10-4 的

含时演化在迭代误差上优于 Gauss-Seidel迭代

法,但在实际误差上则不如Gauss-Seidel迭代法。
时间步长为10-5 的含时演化则在迭代误差和实

际误差上都优于Gauss-Seidel迭代法。需要说明

的是,时间步长为10-5 的含时演化在图10(a)中
尚未收敛,在迭代次数大于60000后可以达到略

小于Gauss-Seidel迭代的实际误差。
图11

 

展示了利用含时演化算法(时间步长τ=
10-5)和 Gauss-Seidel迭代法求解k=10时的

Helmholtz方程的数值结果以及与解析结果的实

际误差。可以看出,含时演化算法得到了精度优

于Gauss-Seidel迭代法的结果。
在上述Helmholtz方程大波数情况下的求解

中,数值结果与解析结果的误差都在10-3 量级以

上,精度不高。最近,包甜甜等人[12]利用更高阶

有限差分格式下的并行高精度算法,得到的数值

结果与解析结果的误差达到了10-5 量级甚至更

高。考虑到更高阶的有限差分格式将拥有更高的

精度,而本文目前采用的差分格式都是最低阶的,
在下一步的工作中,我们将设计高阶含时演化算

法以进一步提高数值计算的精度。

4 结语

本文首先利用含时演化算法数值求解了二维

Brusselator模型,得到了模型的稳态解 图灵斑

图。在研究Brusselator模型的时间演化的基础

上,提出了一种基于含时演化的PDE边值问题数

值求解方法。该方法通过引入虚拟时间参量,将
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图10 含时演化算法和Gauss-Seidel迭代法求解Helmholtz
方程的迭代过程对比。实线代表实际误差,虚线代表迭代误差

图11 利用含时演化算法(τ=10-5)和Gauss-Seidel迭

代法求解 Helmholtz方程(k=10)的数值结果及实际误差

边值问题转化为初值问题,采用有限差分法离散

化时空维度,并结合隐式迭代算法模拟系统演化,
逼近稳态解。数值结果显示,该方法在处理复杂

非线性问题时展现出优于Jacobi迭代法和Gauss-
Seidel迭代法的稳定性。此外,该含时演化算法

在泊松方程和Helmholtz方程的求解中亦验证了

其广泛适用性。
尽管含时演化法在一般线性问题中的精度和

效率都略逊于 Gauss-Seidel迭代法,但它可能在

某些特定问题、特定参数下表现出更高性能,如在

泊松方程中的更快收敛、Helmholtz方程中的更

小误差。特别是在非线性PDE求解中,含时演化

法通过引入时间维度提高了数值稳定性。未来研

究可结合高阶差分格式、并行计算、自适应时间步

长和多重网格等策略,进一步提升算法效率与精

度。同时,该方法在多物理场耦合和非线性动力

学系统等复杂物理系统中的应用潜力也值得进一

步探索。研究结果对于数值求解大学物理和其他

物理课程中与偏微分方程相关的复杂物理问题也

是有益的。
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