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从拓扑学视角欣赏电磁学之对称美
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摘 要 本文从拓扑学视角探讨电磁学中高斯定理与安培环路定理的统一性,为揭示电磁现象

的整体性提供了优雅框架。静电场的高斯定理描述了电荷分布与电通量的关系,可看

作曲率积分对电荷拓扑性质的表征;稳恒磁场安培环路定理描述了电流与磁场的关

系,则对应环路间的连接数约束。二者可统一表述为第一陈数这一拓扑不变量,其取

值仅依赖于流形的整体拓扑结构或链环的缠绕方式,与局部场强的细节无关。这种整

体性描述突破了传统微分方程局部性描述的局限,彰显了电与磁的对称美。研究指

出,拓扑学视角能为物理工作者理解电磁学定律提供新的理论框架。
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Abstract This
 

paper
 

explores
 

the
 

unity
 

of
 

Gauss􀆳s
 

law
 

and
 

Ampère􀆳s
 

circuital
 

law
 

in
 

electro-
magnetism

 

from
 

the
 

perspective
 

of
 

topology,
 

providing
 

an
 

elegant
 

framework
 

for
 

revealing
 

the
 

integrality
 

of
 

electromagnetic
 

phenomena.
 

Gauss􀆳s
 

law
 

for
 

electrostatic
 

fields
 

describes
 

the
 

re-
lationship

 

between
 

charge
 

distribution
 

and
 

electric
 

flux,
 

which
 

can
 

be
 

regarded
 

as
 

the
 

repre-
sentation

 

of
 

the
 

topological
 

properties
 

of
 

charge
 

by
 

the
 

curvature
 

integral.
 

Ampère􀆳s
 

circuital
 

law
 

for
 

steady
 

magnetic
 

fields,
 

which
 

describes
 

the
 

relationship
 

between
 

current
 

and
 

magnetic
 

field,
 

corresponds
 

to
 

the
 

constraint
 

of
 

linking
 

numbers
 

between
 

loops.
 

Both
 

can
 

be
 

unified
 

in
 

terms
 

of
 

the
 

first
 

Chern
 

number,
 

a
 

topological
 

invariant
 

whose
 

value
 

depends
 

only
 

on
 

the
 

overall
 

topological
 

structure
 

of
 

the
 

manifold
 

or
 

the
 

way
 

the
 

links
 

are
 

intertwined,
 

and
 

is
 

inde-
pendent

 

of
 

the
 

details
 

of
 

the
 

local
 

field
 

strength.
 

This
 

holistic
 

description
 

breaks
 

through
 

the
 

limi-
tations

 

of
 

the
 

local
 

description
 

of
 

traditional
 

differential
 

equations
 

and
 

highlights
 

the
 

symmetry
 

be-
tween

 

electricity
 

and
 

magnetism.
 

The
 

study
 

points
 

out
 

that
 

the
 

perspective
 

of
 

topology
 

can
 

provide
 

a
 

new
 

theoretical
 

framework
 

for
 

physicists
 

to
 

understand
 

the
 

laws
 

of
 

electromagnetism.
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  拓扑学是一门有趣且年轻的几何学分支,也
常被戏称为“橡皮膜几何学”,其仅关心几何图形

在连续形变(如拉伸、扭转、弯折等,但不允许撕裂

与黏合)下那些保持不变的性质[1],在物理学中有

着广泛的应用。从经典电磁理论(如法拉第看待

电磁现象的整体几何观念[2]),到量子力学中波函

数的不可积相因子(如狄拉克关于磁单极子的讨

论[3]、阿 哈 罗 诺 夫 玻 姆 效 应[4],以 及 贝 里 相

位[5]),再到将新型量子物态(如拓扑绝缘体)以及

拓扑量子计算等领域[6],许多物理效应仅依赖于

时空或参数空间的整体拓扑性质(“整体”是指物

理性质取决于系统的整体拓扑性,无法通过局部

性质单纯地延拓到全体来完成,系统当前时刻的

状态不只由上一时刻的状态来决定,还依赖于其

经历的具体历史),而不受局部物理量(如场强)变
化的影响。由此可见,拓扑学与物理学有着“千丝

万缕”的联系。
电磁学从18世纪开始正式起步,到19世纪

时已经获得长足进步[7]。麦克斯韦(James
 

Clerk
 

Maxwell,1831—1879)于19世纪50—60年代将

人类对电磁现象的认知推向了新的高度,并于

1873年出版了具有划时代意义的巨著———《电磁

通论》。19世纪80年代中期,亥维赛德(Oliver
 

Heaviside,1850—1925)使用矢量代数工具将麦克

斯韦给出的方程组从20个简化到了4个。简化

后的方程组展现出了电和磁的“高度”对称性[8]。
麦克斯韦借助斯托克斯定理的数学观念将法

拉第(Michael
 

Faraday,1791—1867)整体的几何

观念转化为局部的麦克斯韦方程。至20世纪中

叶,拓扑学与微分几何学的革命性发展已揭示出物

理系统中局部与整体的深层联系。20世纪40年

代中期,华裔数学家陈省身(Shiing-Shen
 

Chern,

1911—2004)给出了高斯 博内定理在高维情况下

的内蕴证明,引出了陈类和陈数等概念。作为整

体微分几何中重要的拓扑不变量,陈数在规范场

论中扮演着至关重要的角色。最简单的规范场是

U(1)规范场,即经典电磁场。电磁场的基本规律

均可通过麦克斯韦的方程来完美诠释。
大学物理中的电磁学教学通常以静电场、稳恒

磁场为基础来引入[9]。在此情形下,电磁场不随时

间变化,相应的麦克斯韦方程的微分形式写作:�·

E=ρ/ε0(静电场的高斯定理)以及�×B=μ0j(稳
恒磁场的安培环路定理)。E 和B 分别表示电场

强度和磁感应强度(下文中的矢量均用粗体表

示),ε0 和μ0 分别表示真空介电常数和真空磁导

率。微分形式描述的是“点接触式的”相互作用,
即物质的运动特征由某一时空点传递到相邻时空

点,直至有限远或无限远的“边界”,邻近点通过微

分方程相联系,并借助初始条件获得特定情形下

的物理解。作为微分描述的必要补充,本文将引

导读者从具备整体性的拓扑描述来重新审视高斯

定理以及安培环路定理背后的统一性,进而领略

电与磁的对称美。
本文首先分别介绍了微分几何学中的高斯

博内定理以及高斯环绕数积分,引出欧拉示性数

以及连接数这两个拓扑不变量。其次,本文将二

者统一表述为第一陈数,并通过数值方法讨论了

静电场的高斯定理以及稳恒磁场的安培环路定理

背后的拓扑学本质。最后,本文讨论了如何借助

整体性的拓扑学的思想来重新审视电磁学中的定

律,并充分挖掘隐藏在物理学中的对称美。
  

1 理论基础

1.1 整体的高斯 博内定理

整体(全局)的高斯 博内特定理是微分几何

中最美的结果之一,其将曲面的局部几何性质(高
斯曲率)与整体拓扑性质(欧拉示性数)联系起来。
该定理不仅在数学(尤其是微分几何与代数拓扑)
中具有深远影响,也在物理学(如粒子物理、凝聚

态物理)中扮演着重要角色。陈省身将整体的高

斯 博内定理推广到了偶数维的紧致无边黎曼流

形上。对于2-维情况,其可陈述为:一个可定向的

2-维闭曲面 2 的曲率积分仅取决于它的拓扑亏

格[10],且有

1
2π∯

 2

KGdS=χ( 2) (1)

其中,KG 表示曲面的高斯曲率,dS 表示面积微

元,χ=2(1-g)为欧拉示性数,g 则表示曲面的亏

格,即闭合曲面上的“孔洞数”,这是一个非常“直
观”的拓扑不变量。

 

如图1所示,不同亏格的2-维
闭曲面,其欧拉示性数(即第一陈数:曲率2-形
式[10]的积分除以2π,一般表示覆盖单位球面的次

数;其还可转化为某一闭合链环绕另一闭合链环

绕转的次数)不同。图1(a)表示由紧致化参数θ
和ϕ 张成的2-维球面参数空间( 2=  2),图1
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(b)则表示由紧致化参数α 和β 所张成的2-维环

面参数空间( 2=􀰯 2)。此定理完全由拓扑决定

而与几何细节无关(如单位球面无论产生多剧烈

的连续形变,其曲率积分恒为4π)。本文后续将

通过建立“曲率”和“场强”二者的联系来阐释整体

的高斯 博内定理与静电场高斯定理间内在的拓

扑等价关系。

图1 由参数空间张成的两种流形的拓扑结构

(a)
 

球面 2,以极角θ∈ 0,π  和方位角ϕ∈ 0,2π  描述,覆盖整

个球面,面上任何闭合路径可连续缩为一点,亏格g=0;
 

(b)
 

圆环

面􀰯2,以两个独立周期参数α,β∈ 0,2π  描述,形似甜甜圈,面上

存在不可连续收缩的闭合回路,亏格g=1

1.2 高斯连接数(linking
 

number)积分

1833年,高斯(Carl
 

Friedrich
 

Gauss,1777—
1855)通过环路积分定义了连接数。假设两个有

向链环分支分别为L1 和L2,沿两个分支进行环

路积分可得高斯连接数

Lk=
1
4π∮L1∮L2

(r1-r2)·(dr1×dr2)
r1-r2 3

(2)

图2 不同背景下的第一陈数Ch1 的计算

(a)
 

第一陈数等于两有向链环L1 和L2 进行环路积分所得的高斯

连接数Lk(L1,L2);
 

(b)
 

贝里相位φBerry的大小等于自旋 1/2的

粒子的量子力学波函数受哈密顿参数空间中参数缓慢变化的影响

而在布洛赫球面上演化出的闭合路径所围面积(深色(绿色)部分)

对应的立体角Ω大小的一半。以极角θ在0到+kπ之间续变化的

情况为例,k为≥1的相邻整数,此时对应的第一陈数即为贝里相

位除以2π后得到的整数k

其中,r1 和r2 代表两链环分支曲线上相对于空间

某固定点O 的位置矢量,如图2(a)所示。积分结

果为整数,反映了两个或多个链环分支相互缠绕

程度,此积分结果同样具有连续形变下的不变性

(只要曲线不产生交叉,拉伸、弯曲等操作不改变

连接数)。两个链环连接数Lk(L1,L2)作为重要

的拓扑不变量,在电磁学和(磁)流体动力学中有

着广泛应用[11,12]。若使用高斯映射将公式(2)中
的双回路积分转化为某矢量场在2-维闭曲面上的

第一陈数积分,便可建立高斯连接数(即第一陈数

Ch1)与稳恒磁场安培环路定理的联系。

2 高斯定理与拓扑不变量

麦克斯韦方程组关于电与磁的描述并非完全

对称是广为人知的事实。物理学教材中通常将磁

场的高斯定理解释为“自然界中尚未发现磁单极

子(磁荷不存在)”[9,13],其微分形式为�·B=0。
然而在1931年,狄拉克(Paul

 

Dirac,1902—1984)
为了解释电荷取值的量子化问题,提出了磁单极

子存在的可能性[3]。他指出,从电子波函数的不

可积相位因子的角度出发,可以自然地在量子力

学框架中引入磁单极子。磁力线的封闭条件不排

斥磁单极子的存在,量子力学允许二者共存,条件

是电荷e与磁荷g 之间需满足所谓的狄拉克量子

化条件:eg=2πn /μ0, 为约化普朗克常数,n 为

整数。一对磁南极与磁北极间通过半无限长的

“狄拉克弦”相连。这根弦可看作是能将磁力线从

磁南极导向磁北极的理想螺线管,它保证磁力线

封闭条件得到满足。在经典物理图像下,狄拉克

弦会因其对运动电荷产生的影响而被探测到。但

在量子物理的图像下,如果所有磁单极子均满足

狄拉克量子化条件(确保在量子力学层面上磁单

极子有效地等价于一个磁荷),那狄拉克弦就不会

被任何实验探测到。因此,狄拉克认为这条弦并

不是物理实在,而是数学产物,只有弦两端的磁极

具有物理实在性。
1983年,贝里(Michael

 

Victor
 

Berry,1941年

至今)发现了量子力学中的几何相位[5],并通过考

虑处于缓慢变化的磁场中自旋 1/2粒子的相位

变化,揭示了此相位的拓扑属性:由哈密顿量参数

空间(球面 2)中闭合回路所包围的位于简并点处

的“等效磁单极子”贡献的磁通量。文中讨论的贝

里曲率在参数空间中的行为可类比于磁场,相应

的贝里联络可类比为磁矢势,贝里曲率的源(简并

点),即等效的磁单极子。贝里相位φBerry(局部磁

通量)的全局积分(总磁通量)
 

被拓扑量子化为2π
的整数倍,而这一整数就是第一陈数(参数空间中

的拓扑缺陷的个数),如图2(b)所示,将其表示为
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1
2π∯

 2

FB·dS=φBerry

2π =Ch1 (3)

其中,FB 表示贝里曲率(即参数空间中的磁场强

度)。与公式(1)进行比较,不难发现贝里曲率与

高斯曲率(FB↔KG)以及欧拉示性数与第一陈数

(χ↔Ch1)之间的密切联系。早在1915年,爱因斯

坦(Albert
 

Einstein,1879—1955)就通过“场强=
曲率”的原则来解释引力场[15]。回顾真空中静电

场的高斯定理不难发现,将高斯面包围的电荷数

与第一陈数相对应,再将真空介电常数与电场强

度的乘积,即将真空中的电位移矢量D0≡ε0E 看

作高斯面的“曲率”,从而将其表述为

∯
 2

D0·dS=∑
n

i=1
Qi=±mQ0 (4)

其中,m 表示带符号的电荷数(“±”号分别表示

正、负电荷),Q0 表示元电荷。接下来本研究通过

拓扑不变量———第一陈数Ch1,来理解真空中静电

场的高斯定理。简单起见,假设电荷集中在坐标

原点,真空电位移矢量场为球对称分布D0≡Qr0/

4πr2ε0E,r 为球面半径。首先,选取一个闭合球

面为假想高斯面,并通过θ 和ϕ 进一步将其参数

化。然后,将D0(θ,ϕ)归一化为单位矢量场,并定

义球面的高斯映射

n(θ,ϕ)=
D0(θ,ϕ)
D0(θ,ϕ)

= sinθcosϕ,sinθsinϕ,cosθ  (5)
因此,第一陈数Ch1 可通过以下积分来计算

Ch1=
1
4π∯

 2

n· ∂n∂θ× ∂n
∂ϕ dθ∧dϕ

=
1
4π∫

2π

0∫
π

0
sinθdθ∧dϕ (6)

其中,“∧”表示外积,在不高于三维空间的情形下

等价于叉积“×”,而外积可以在高于三维的空间

中使用,更具一般性。sinθdθ∧dϕ 表示单位球面

上的无穷小有向曲面面积微元,dθ 和dϕ 在无限

小时均可看作矢量,结合图1(a)中的流形参数,其
几何意义如图5所示,关于外积更为详细的讨论

见参考文献[10]。
若公式(6)的计算结果为Ch1=1,则表示单位

球面被覆盖一次,对应公式(4)中电荷数m 不为

零。为了直观展示此结果,本文引入从电荷指向

球面的矢量rλ(正电荷矢量场),电荷在z 轴上的

移动通过无量纲移位参数λ表征,于是有

rλ = rsinθcosϕ,rsinθsinϕ,rcosθ-λ  (7)

  数值计算结果分别如图3和图4所示,深灰色

  

图3 单位正电荷高斯定理的演示

(a)
 

无量纲移位参数λ=-1.5时,点电荷(深灰色小球(红球))、

静电场(深灰色(红色)箭头)以及高斯面(浅灰色(白色)大球面)

三者之间的位置关系;
 

(b)
 

λ=0时,点电荷位于高斯面中心处;
 

(c)
 

λ=1.5时,三者的位置关系;
 

(d)
 

点电荷位于高斯面内、外时

第一陈数Ch1 的取值,浅灰色(黄色)、深灰色(绿色)和黑色(蓝色)

圆点分别对应上述三种情况

图4 单位负电荷高斯定理的演示

(a)
 

无量纲移位参数λ=-1.5时,点电荷(浅灰色(绿球)小球)、

静电场(浅灰色(绿色)箭头)以及高斯面(浅灰色(白色)大球面)

三者之间的位置关系;
 

(b)
 

λ=0时,点电荷位于高斯面中心处;
 

(c)
 

λ=1.5时,三者的位置关系;
 

(d)
 

点电荷位于高斯面内、外时

第一陈数Ch1 的取值,浅灰色(黄色)、深灰色(绿色)和黑色(蓝色)

圆点分别对应上述三种情况
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图5 单位球面上球坐标的外积几何意义

单位球面半径r=1,有向曲面面积微元dA=sinθdθ∧dφ,面积的

方向符合右手螺旋定则

小球(红球)和浅灰色小球(绿球)分别表示正、负
电荷,箭头表示空间电场分布,浅灰色(白色)大球

面表示高斯面,电荷仅沿着z 轴移动。Ch1=±1
对应于高斯定理中电荷被高斯面包围的状态,而
当电荷位于高斯面外时,Ch1=0,积分结果对电荷

的具体位置不敏感。第一陈数为负时,矢量rλ 表

示从球面指向电荷的矢量(负电荷矢量场)。数值

计算中要注意的是当电荷与球面点重合时(程序中

设定‖rλ‖=10-6),电场方向未定义,返回零矢量

避免计算结果发散。
至此,本文通过第一陈数随电荷位置的变化而

产生的跃变行为(像“拓扑”开关一样,只与状态有

关,而与电荷的具体位置无关),得到高斯定理中电

荷被高斯面包围的状态与拓扑不变量之间的联系。

3 安培环路定理与拓扑不变量

在积分形式的麦克斯韦方程组中,真空中稳

恒磁场下的安培环路定理可通过真空中磁场强度

H0=B/μ0 沿某一闭合回路的积分可表述为

∮l
H0·dl=∑

n

i=1
Ii=±nI0 (8)

其中,n 表示带符号的电流数(“±”号分别表示

正、负电流,正电流符合右手螺旋定则:拇指指向

电流流动方向,四指环绕方向为假想的安培环路

绕向),I0 表示元电流。图6为安培环路定理的示

意图,浅色(红色)链环表示安培环路,深色(蓝色)
链环表示电流环路,根据右手螺旋定则可知,图示

情形结果为负值。由公式(2)可知,此闭合双链环

回路积分的高斯链接数与电流环路绕安培环路的

次数有关。要严格建立二者的等价关系,本文首

先要引入真空中磁场强度H0 的确切表达式,其由

图6 由空间中两个参数化的闭合链环曲线:电流环路

L(α)和安培环路l(β)定义的高斯映射d:􀰯2→ 2[15]

毕奥 萨伐尔定律给出

H0=
1
4π∮L

IdL× L(α)-l(β)  
L(α)-l(β)3

(9)

其中,IdL 表示电流元。本研究根据两点间的位

矢定义新的矢量场h(α,β)=L(α)-l(β)。
将公式(9)代入公式(8),可得

∮l
H0·dl=

I
4π∮l

 ∮L

dL×h
h 3 ·dl (10)

利用a·(b×c)=b·(c×a)=c·(a×b),上式

进一步转换为

∮l
H0·dl=

I
4π∮l

 ∮L

h·(dl×dL)
h 3

(11)

其中的双重回路积分即为高斯连接数积分,此积

分结果为整数,其值的正负取决于两有向环路间

的相互绕转取向(以满足右手螺旋定则为正)。由

图1(b)可知,本文通过选取两个周期性参数α,

β∈ 0,2π  来表征环面上的某一点。然后,将此环

面上某一点 α,β  通过矢量h(α,β)映射到将两个

闭合环路L(α)与l(β)上,如图6所示。最后,将

h(α,β)转换为单位球面的高斯映射

d(α,β)=
h(α,β)
h(α,β)

(12)

于是安培环路定理则可写为[14,16]

∮l
H0·dl=-I∮l

 ∮L

h·(dL×dl)
4πh 3

=-ICh1 (13)
根据式(12),将矢量场h 归一化后,在环面上的第

一陈类积分可表示为

Ch1=∯
􀰯2

h·
4πh3

∂L
∂α× ∂l

∂β dα∧dβ
=∯

􀰯2

d·
4π
∂d
∂α× ∂d

∂β dα∧dβ (14)
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此积分结果即第一陈数,当环面参数坐标 α,β  经

历一次周期性演化,其高斯映射的球面像也完成

一次覆盖,对应式(8)中的整数n≠0。其表征矢

量场的整体性质,当矢量场经历连续变化(闭合有

向链环曲线间不发生交叉)时,矢量场的拓扑性质

保持不变。为了直观理解安培环路定理与拓扑不

变量的联系,本文将电流环路L 和安培环路l的

参数坐标设定如下

L(α,λ)=R cosα+λ,0,sinα  (15)

l(β)=R cosβ,sinβ,0  (16)

图7 单匝电流环路的安培环路定理演示

(a)
 

移位参数λ=-2.1时,两有向链环相互分离;
 

(b)
 

移位参数

λ=-1时,两链环相扣;
 

(c)
 

移位参数λ=0时,两链环再次分离

(临界);
 

(d)
 

移位参数λ=1时,两链环再次相扣;(e)
 

移位参数

λ=2.1时,两链环再次分离;
 

(f)
 

环路电流处于安培环路内、外时

第一陈数Ch1 的取值

其中,表示电流环路的移位参数,其仅在水平方向

平动,闭合环路还需满足l(β)=l(β+1)以及

L(α,λ)=L(α+1,λ),R 示两个圆环的半径。接

下来,本文观察电流环路的圆心随着移位参数的

变化,归一化后的两闭合回路的高斯连接数积

分,即公式(14)的结果如何相应地进行改变。如

图7所示,浅色(红色)圆环代表安培环路(箭头

表示环路绕行方向),深色(蓝色)圆环代表电流

环路(箭头表示电流的流动方向),固定安培环

路,通过改变无量纲移位参数λ来水平移动电流

环路,设两闭合圆形链环的无量纲半径R=1,安
培环路的圆心始终固定在(0,0)处。图7(f)中的

灰度由浅至深(红色、黄色、绿色、蓝色和紫色)的
圆点分别对应从图7(a)到图7(e)中两有向链环

的相对位置状态。本文发现,当Ch1=±1时(以
满足右手螺旋定则为正),对应于安培环路定理

中假想安培环路包围电流环路的状态(两链环相

扣),而当电流环路处于安培环路之外时(两链环

分离),Ch1=0。可见,连接数积分结果对两环路

的具 体 位 置 不 敏 感,仅 依 赖 于 二 者 是 否 相 互

分离。
接着考虑一个变匝数安培环路问题。本文重

新将电流环路和安培环路的参数坐标设定如下

L(α,t)=R
tsin2α- 1-t  sinα

-2t1-t  sinα
tcos2α- 1-t  cosα

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (17)

l*(β)=R cosβ+1,sinβ,0  (18)

图8 变匝数电流环路的安培环路定理演示

(a)
 

形变参数t=-0.5时,两有向环路相互分离;
 

(b)
 

形变参数

t=0时,两环路相扣,穿过安培环路的电流环路为单匝;
 

(c)
 

形变

参数t=1.2时,两环路相扣,穿过安培环路的电流环路变为双匝;
 

(d)
 

形变参数t=1.45时,两环路相扣,穿过安培环路的电流环路

再次变为单匝;
 

(e)
 

形变参数t=1.6时,两环路再次分离;
 

(f)
 

环

路电流处于安培环路内、外时第一陈数Ch1 的取值

其中,t为无量纲形变参数,其变化范围从-1到

2,坐标参数α 和β 仍保持从0变化到2π,如图8
所示。安培环路半径R=1,其圆心仍始终固定在

(0,0)处。电流环路随着形变参数的变化,其匝数

和相对于安培环路的位置也在发生变化。图8(f)
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中灰度由浅至深(红色、黄色、绿色、蓝色以及紫

色)的圆点分别对应图8(a)到图8(e)中两有向链

环的相对位置和匝数的变化状态。当两链环相扣

且电流环路的匝数分别为单匝和双匝时,连接数

Lk L,l*  =Ch1=n=+1和+2也与之相对应,
两环相离时连接数始终为0。

与建立静电场高斯定理的拓扑描述类似,本
文通过第一陈数随电流环路位置与匝数变化而产

生的跃变行为,得到稳恒磁场下安培环路定理中

两闭合环路间的位置、匝数状态与拓扑不变量之

间的联系。

4 思考与讨论

本文分别通过高斯 博内定理与高斯连接数

积分对真空中静电场的高斯定理以及稳恒磁场的

安培环路定理进行了拓扑描述,发现复杂的电磁

现象背后隐藏着简单的整体性描述,即均可通过

同一个拓扑不变量———“第一陈数”来刻画。
然而,本文在前文中曾提到在进行高斯定理

的拓扑学描述时,其参数空间的曲面“曲率”并不

等价于“场强”。二者的区别在高斯面为环面的情

况下尤为明显。因为环面的总曲率为0,其欧拉示

性数χ 􀰯2  =21-1  =0。这意味着若用以球

面流形相同的方式进行类比,在高斯面为环面的

情况下,电荷无论位于高斯面内部还是外部,总会

通过高斯定理求出场强为0的结果,与目前大家

所熟知的3-维空间中2-维闭曲面的高斯定理的相

关结论并不完全相符,这一点有待深入探讨。因

此,尽管物理学与几何学存在深刻而紧密的联系,
但在使用高斯 博内定理(几何拓扑定理)审视静

电场高斯定理(物理定律)时,仍需要谨慎。
事实上,我们仍可以使用拓扑学的手段将静

电场的高斯定理和稳恒磁场的安培环路定理“完
美”地统一起来,如图9所示。我们将闭合回路

上(图9的四种情形下均为圆形回路)对应的矢

量箭头沿着闭合回路逆时针绕行一圈回到起点

后,发现四种情形下的矢量箭头均沿逆时针转了

一圈,即缠绕数均为+1。囿于本文主题不在于

此,这里不再对缠绕数、连接数与扭转数间的关

系进行讨论,感兴趣的读者可进一步阅读参考文

献[17]。

图9 涡旋(正反)的磁场与发散(汇聚)的电场

(a)
 

正向电流(垂直于纸面穿出)产生的逆时针涡旋磁场回路;
 

(b)
 

反

向电流(垂直于纸面穿入)产生的顺逆时针涡旋磁场回路;
 

(c)
 

正

电荷在高斯面上的电场分布(纵向截面);
 

(d)
 

负电荷在高斯面上

的电场分布(纵向截面)

5 结语

本文从拓扑学视角揭示了电磁学中电与磁的

对称性,通过第一陈数对静电场高斯定理与稳恒

磁场安培环路定理进行了统一的整体性刻画。从

整体性的拓扑学角度重新审视电磁学定律,引导

物理工作者从局部到整体认识客观物质世界的科

学观,使其对抽象定理有更加直观的认识,拓宽视

野,增进理解。此外,我们需警惕几何拓扑与物理

定律的概念差异,追求自然界统一的、和谐的美固

然重要,但尊重物理事实更重要。
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求解初始角加速度及两杆之间作用力。双杆摆大

角度摆动的运动规律极其复杂,运动呈混沌现象,
而且没有解析解。双杆摆在平衡位置微扰时,运
动是有规律的,合理近似则存在解析解,这在之前

参考文献中极少出现过。通过对双杆摆的深入研

究,使学生对混沌和秩序现象理解更加深刻,同时

也为物理竞赛教学提供新的振动素材。
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