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伊辛模型和二元溶液相变的数值模拟

李梦源 李艳伟

(北京理工大学物理学院,北京 100081)

摘 要 物理的启蒙与学习往往是从观察物质三态变化开始的,这其中蕴含着相变这一自然界

的常见现象,同时相变也是热学相关课程的重点内容。为了让相变具象化,以辅助理

解与对比理论结果,本文围绕相变,设计与开展了伊辛模型及水油二元溶液模型相变

过程的蒙特卡罗模拟。以可视化的形式展示了相变过程中系统的演化,跟踪了体系能

量、比热、磁化率等相关物理量在相变过程中随温度变化的依赖规律,并获得体系的相

转变点进而绘制了相图。讨论了体系尺寸对相变过程及相关物理量的影响。本文提

供了可供本科生和研究生形象、直观地理解相变的数值实验方法,有望激发学生学习、
理解及深入挖掘相变物理的积极性。
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  物质相态之间的转变是自然界中的常见现

象,也是热学中的重要内容之一。
根据相变过程中两相化学势的一阶及二阶偏

导在相变点是否连续,相变被划分为一级相变和

二级相变[1]。如在相变点,两相化学势相等,意味

着两相可以平衡共存,而两相化学势的一阶偏导

不相等,相变过程有潜热和体积突变,此类相变为

一级相变。生活中见到的水的汽化和冰的熔化就

是典型的一级相变过程,判断一级相变的依据之

一便是存在热力学稳定的共存态。二级相变过程

中,两相化学势及其一阶偏导均连续,而其二阶偏

导存在突变,因此二级相变没有潜热及体积突变,
但是其定压膨胀系数,等温压缩系数存在突变。
铁磁 顺磁转变及液 气在临界点处的转变均属于

二级相变。
相变本身极为有趣,涉及微观结构、缺陷、序、

宏观性质等的变化,另外空间维度也是影响相变

的重要因素[2-7]。与相变相关的科学研究一直是

热力学与统计物理、凝聚态物理、软物质物理、高
分子物理等学科中的重要内容。然而,相变在本科

教学中存在公式繁琐,物理图像抽象,同学难以充

分理解等问题。例如虽然二维伊辛模型有解析严

格解,但在实际实验中进行观察和测量是非常困难

的,模拟提供了一个可以重复、精确控制的实验环

境,以便观察相变现象。同时,通过数值模拟分析

临界点附近的行为并与理论结果作比较,有助于深

化对伊辛模型和临界现象的直观认识。本文利用

蒙特卡罗模拟方法为伊辛模型和水油二元溶液模

型设计数值实验,以观察并理解铁磁相变过程和温

度变化引起的水油相分离。两种模型的相转变均

为二级相变,相变过程可以从图示观察并对相应物

理量做具体分析,帮助同学直观深入地理解相变。

1 相变的数值模拟模型

1.1 二维伊辛模型

材料的磁性来源于原子核磁矩、电子自旋磁

矩和电子运动产生的轨道磁矩。早在19世纪,物
理学家就发现把磁铁加热到“临界温度”以上,磁
铁会失去磁性[8,9]。考虑一个单轴各向异性铁磁

体,其内部粒子磁矩si 只能平行或反平行于晶

轴。在高温情况下,热运动占主要地位,两种取向

的粒子无序排布,因此整个磁体的平均磁化强度

为0;当温度降低到临界温度Tc 以下,粒子磁矩

之间的相互作用占主导地位,磁体自发地出现向

上或向下的宏观磁矩,这是一个二级相变过程。

1920年,楞次提出了可以解释铁磁相变的伊

辛模 型 (Ising
 

model),并 由 他 的 学 生 伊 辛 完

成[10]。伊辛模型是一个点阵模型,一个点阵系统

中每个格点i被一个自旋si 占据,格点自旋si 可

以取+1或-1,代表了可能的两个状态。一个点

阵的微观状态k的微观分布为

Sk = sk
1,sk

2,…,sk
N  (1)

  假设自旋只和最近邻自旋发生相互作用且无

外加磁场,系统能量为

E=-J∑
<i,j>

sisj (2)

其中,J 是耦合参数,对于铁磁系统J>0,<i,j>
指相邻的两个格点。系统的磁化强度和平均磁化

强度分别是

M =∑
N

i
si m=

M
N

(3)

其中,N 为系统的总格子数。
对于无限大的铁磁系统,系统不能在有限时

间内自发通过局部自旋翻转波动到磁化强度相反

的相。在模拟过程中用<|m|>代替<m>可以避免

在低温时出现相反转。
根据式(2)和式(3)易知,所有自旋指向同一

方向,系统的平均磁化强度绝对值最大,能量最

小。此状态出现在体系温度低、热涨落小时,为热

力学稳态。
在铁磁系统相变的过程中,跟踪比热和磁化

率的变化可以有效表征相变。根据热力学统计中

的相关知识,微观状态S 的热力学函数A S  的

期望值为 <A>=
1
Z∑S A S  e-βH(S),其中配分函

数Z =∑
S
e-H(S)/β,β=

1
kBT

,T 为 系 统 温 度。

H S  =E S  。根据热力学定义,比热为

C=
1
N
dE
dT =

1
N
d
dT
1
Z∑S E S  e-E(S)/β

=
1

NZ2· Z∑S βE2 S  e-E(S)/β/T-

β∑
S
E S  e-E(S)/β·

∑
S
E S  e-E(S)/β/T 

=
1

kBNT2·
1
Z2· Z∑S E2 S  e-E(S)/β -
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∑
S
E S  e-E(S)/β∑

S
E S  e-E(S)/β 

=
1

NkBT2
<E2>-<E>2  (4)

同理,我们可以用类似的方式推导磁化率,考虑自

旋对称性破缺,磁化率为

χ=
1
N
d<M>
dh

=
1
N
d
dh∑S

Me
-β(E0-hM)

Z

=
1

NkBT
<M2>-<M >2  (5)

为方便计算,在模拟中我们将玻耳兹曼常数kB 设

为1,因此比热和磁化率分别为

C=
1
N
1
T2

<E2>-<E>2  (6)

χ=
1
N
1
T
<M2>-<M >2  (7)

二阶Binder
 

ratio常被用于量化系统的高阶统计

量和识别临界现象中的临界行为,它的表达式为

Q=
<m2>
<m >2

(8)

式(8)量化了平均磁化强度的涨落,在有序相,该
值接近于1,说明涨落较小;而在无序相,该值变

大;在相变临界点,Binder
 

ratio收敛于一个与尺

寸无关的特定值,这是系统的临界行为的一个特

征。利用这一特性,我们可以确定相变点,具体方

法是:测量了不同尺寸的系统的二阶Binder
 

ratio
随温度的变化并作图,由于Binder

 

ratio在相变温

度Tc 处是一个与尺寸无关的常数,不同尺寸系统

的Binder
 

ratio曲线会在该点交汇,该点对应的温

度即为Tc。

1.2 水油二元溶液模型

水油相分离是生活中容易见到的现象,我们

通过建立二元水油溶液模型演示水油混合/分离

过程,解释其中的相变行为:温度降低导致水油混

合溶液从一个热力学均匀混合相态分离为两个独

立相态。
此模型是和伊辛模型类似的点阵模型,二维

空间被划分为N=n2 个格子,每个格子可以由水

(A)或油(B)占据。若占据格子i的为水,则pi=
1;若为油,则pi=0。任意微观状态k表示为

xk = pk
1,pk

2,…,pk
N  (9)

且有

Nk
A=∑

i
pk

i

Nk
B =∑

i
1-pk

i  

N =Nk
A+Nk

B

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(10)

其中,xk 是状态k的微观分布,Nk
A 和 Nk

B 分别表

示该状态中水和油占据格点的数量。
仅考虑相邻格子<i,j>间的相互作用,邻位为

油和油及水和水时它们之间的能量为εAA=εBB=
0,水和油之间的能量为εAB=1,因此在相邻位置

出现相同物质时,能量低;而出现不同的物质时,
能量高。这从能量上体现出水油混合体系相似相

溶的能量特点。体系总能量为

Ek =∑
<i,j>

pk
ipk

jεAA+∑
<i,j>
(1-pk

i)(1-pk
j)εBB+

∑
<i,j>

(1-pk
i)pk

j +pk
i(1-pk

j)  εAB (11)

若i,j两个格子均为水,则pk
i=pk

j=1,公式(11)
中只有第一项为体系贡献能量εAA;若这两个格子

均为油,则pk
i=pk

j=0,公式(11)中只有第二项为

体系贡献能量εBB;若两个格子被不同类型的相占

据,则公式(11)中只有第二项为体系贡献能量

εAB。与伊辛模型类似,体系热容可由能量的方差

计算

σ2E =
1
T2

<E2>-<E>2  (12)

  Flory-Huggins提出的高分子溶液的“似晶

格”模型[11]和二元溶液模型相似,因此上述模型

可以扩展到高分子溶液的热力学性质研究,但需

要注意高分子链需要占据连续的格子,且只能和

近邻位置的溶剂分子发生交换。

2 模拟方法

模拟中采用 Metropolis-Hastings
 

算法及周

期性边界条件,定义系统从状态k 到k'的概率为

Pk→k'。水油二元溶液模型中,在系统中随机选择

两个格子交换二者的水/油占据状态;伊辛模型中

随机选择一个格子并反转一个自旋。此过程系统

能量变化为ΔE=Ek'-Ek,接受此状态变化的概

率为

Pk→k' =
1 ΔE <0

exp-
ΔE
kBT  否则

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (13)
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  此式表明当状态改变导致系统的能量降低,
则接受此状态改变;若状态改变导致系统能量升

高,则按照玻耳兹曼分布函数以一定概率接受状

态改变。若接受状态改变,则系统演化为新的构

型,否则保持原有构型。如图1流程图中的核心

判断语句所示。水油二元溶液模型由于水/油格

点为全同的,同种格点交换不影响系统能量,因此

只计算不同格点之间的交换导致的能量差。

图3 伊辛模型不同尺寸系统的(a)
 

平均能量;
 

(b)
 

平均磁化强度;
  

(c)
 

比热;
 

(d)
 

磁化率随温度的演化

图1 蒙特卡罗数值模拟流程图

3 模拟结果

3.1 伊辛模型

我们利用二维伊辛模型研究了铁磁 顺磁相

变,图2的可视化图像展示了温度降低过程中36×
36的二维格子体系中自旋的变化,其中浅色格子

代表自旋向上,深色格子代表自旋向下。温度降

低,体系自旋从两种自旋无序排布状态逐渐演化

为单一自旋状态。为了研究体系尺寸对观测结果

的影响,我们关注了不同n(n=5,8,10,16,36)取
值下的二维伊辛模型n×n 点阵。

图2 系统在温度(a)
 

T=4.0;
 

(b)
 

T=3.5;
 

(c)
 

T=2.3;
  

(d)
 

T=1.6;
 

(e)
 

T=1.2;
  

(f)
 

T=0.1的演变情况

图3(a)和图3(b)展示了不同尺寸的体系,系
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统能量和平均磁化强度随温度的变化。较高温度

时,体系能量较高,自旋排列趋于无序,平均磁化

强度m 较低,对于较大体系(n=36),m 趋近为0。
随着温度降低,体系能量减小,自旋趋向平行排

列,磁化强度升高。不同尺寸的系统能量及磁化

强度变化趋势相同,但更大的系统能量上升更快,
由于小尺寸系统的涨落很大,平均磁化强度在高

温时不能达到0。
图3(c)和图3(d)分别是不同尺寸的系统比

热和磁化率随温度变化,尺寸越大,峰值越高,发
散点越明显,临界温度在2.3附近,在文献[12]给
出的范围内;比热是系统能量对温度的导数,峰值

的行为证明了对系统尺寸和能量增加速度之间的

关系的判断。最后,这种能量和磁化强度随温度

变化连续而比热和磁化率发生突变的行为,是典

型的二级相变。
利用二阶Binder

 

ratio确定相变点可以减小

尺寸效应的影响,图4显示临界温度结果为Tc=
2.268,与Kramer等人给出的二维正方晶格临界

温度的严格解J/kBTc=0.4407
[13]接近。

图4 伊辛模型不同尺寸系统的二阶Binder
 

ratio随温度的

依赖规律

3.2 水油二元溶液模型

水油以K=1∶1的比例随机排布在二维格

点上,随着温度的降低,体系发生相分离。图5的

可视化图展示了整个相分离过程,其中黑色格点

为被油相占据的格点,其余为水相占据的格点。
高温时,水油均匀混合,系统能量高(图6(a));随
着相分离发生,水油分离并各自聚集,系统能量减

少。系统热容随温度先增大后减小(图6(b)),拐
点对应温度为临界温度,系统处于相分离状态。
我们调整了水油比例,图6展示了不同水油比例

体系能量及热容随温度的变化,结果表明水油比

例越悬殊,近邻格点为异相的比例越少,系统总能

量越低,临界温度越小。图7绘制了临界温度随

水油比例的变化相图。

图5 不同温度(a)
 

T=4.0;
 

(b)
 

T=3.5;
 

(c)
 

T=2.5;
 

(d)
 

T=1.5;
 

(e)
 

T=1.0;
 

(f)
 

T=0.5系统的演化

图6 不同水油比例的二元溶液系统的(a)
 

总能量;
 

(b)
 

热容

图7 水油二元溶液相图。不同水油比例K 对应的临界温度
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4 结语

我们基于伊辛模型及水油二元溶液模型开展

了相变的蒙特卡罗模拟。从数值实验的角度在伊

辛模型中跟踪了自旋方向在二维格点上的分布;
水油二元溶液模型中跟踪了相变过程中水油在二

维格点分布的演化。计算了包括能量、比热、磁化

率等物理量在相变过程中的演化,基于这些物理

量获得体系的相变点绘制了相图。此外,还讨论

了体系尺寸大小对相变的影响。
本文研究的两种相变模型均为二级相变,相

变过程能量及可视化图像的演化过程均连续渐

进。另外,基于玻耳兹曼分布判断能量上是否接

受新构型的蒙特卡罗模拟,理论清晰,方法简单,
适合本科生及研究生学习与理解相变。基于本文

思想研究相变不限于文中提及的水油二元溶液模

型和伊辛模型,读者可自行设计拓展到如高分子

溶液模型验证Flory-Huggins理论,具有范德瓦

尔斯相互作用的粒子模型验证一级相变与二级相

变对温度的依赖等。
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