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关于质点分运动的几个动能定理式及其在一道高考题中的应用

邵 云

(南京晓庄学院电子工程学院,江苏
 

南京 211171)

摘 要 本文首先证明了质点的动能定理在直角坐标系和柱坐标系中的几个分式———分运动的

动能定理式,以及相应的功的正交叠加法则;然后应用轴动量矩守恒的知识,给出了2024
年江苏省物理高考第11题的常规解法,并作出题图中的夹角θ随斜绳长l的变化趋势

图;最后应用所证得的柱坐标系中所谓的分运动的动能定理式,近似在中学物理知识的

范畴内,逐步地推断出该试题的(B)、(A)、(D)选项均为错误的结论。本文既可以为大学

力学相关内容提供有益的补充,又可以为大、中学物理教学提供参考。
关键词 功的正交叠加法则;分运动的动能定理式;轴动量矩守恒;江苏省物理高考
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  笔者经过调查发现,在大多数力学教材中,人
们常常将质点的动能按照维度或者自由度进行正

交分解,但是很少将质点的动能定理也进行相应

的正交分解(文献[1]除外)。其主要原因大体在

于:(1)通常标积功形式的动能定理表达式十分简

洁,使用起来也十分方便;(2)动能定理是标量定

理,对于它是否能够正交分解,以及分解后的使

用范围是否广泛等问题存在争议。这就导致了

在直角坐标系和柱坐标系中,质点的几个确实能

够成立并且十分具有实用价值的分运动的动能

定理式(见下文)很少被提及和应用,留下缺憾。
下文将详细地推理出质点在直角坐标系和柱坐标

系中的这几个能够成立的分运动的动能定理式,
并将其应用于一道颇为棘手的高考选择题,以解

决该试题在中学层面貌似难以快速完整求解的

问题。

1 直角坐标系中功的正交叠加法则与质点分运

动的动能定理式

  如图1所示,一质量为m 的质点P 在直角坐

标系Oxyz中运动。设在t时刻,该质点的位置矢

量为

r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k (1)

图1 质点P 在直角坐标系中的运动分析

速度矢量为

􀱆(t)=vx(t)i+vy(t)j+vz(t)k (2)
所受(合)外力为

F(r,􀱆,t)=Fx(r,􀱆,t)i+Fy(r,􀱆,t)j+
Fz(r,􀱆,t)k (3)

[注:式(3)所表达的是一般的受力情况,其中的自

变量r,􀱆,t是通常的缩减记法,代表了x,y,z,

vx,vy,vz,t这7个独立变量],则根据牛顿第二

定律有

m
dvx

dt =Fx

m
dvy

dt =Fy

m
dvz

dt =Fz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

对式(4)进行常规的微分变形后可得

mvxdvx =Fxdx
mvydvy =Fydy
mvzdvz =Fzdz

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5)

将式(5)中的各分式两边分别进行相应的积分,则可得

Δ 12mv2
x  =∫Fxdx

Δ 12mv2
y  =∫Fydy

Δ 12mv2
z  =∫Fzdz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

此即质点P 的动能定理在x、y、z 三个方向上的

分式,也即质点P 在三个方向上的分运动的动能

定理式,其中的∫Fxdx,∫Fydy,∫Fzdz 分别为三

个方向上的分力做功,一般较难计算,除非它们都

能被换元成一元积分。
将式(6)中的各分式叠加便得

Δ 12mv2  =∫Fxdx+∫Fydy+∫Fzdz (7)

而力学中质点P 的通常的动能定理形式为

Δ 12mv2  =∫l
F·dr=∫l

Fxdx+Fydy+Fzdz

(8)
其中,l表示线积分路径,也即质点的轨迹。于是

立见

∫Fxdx+∫Fydy+∫Fzdz

=∫l
Fxdx+Fydy+Fzdz (9)

式(9)便是直角坐标系中的功的正交叠加法则,它
的文字意义是:在直角坐标系中,作用在质点上的

外力F 所做的功,就等于F 的各个分力在各自方

向上所做功的代数和。
此外,由式(5)的前两个分式可得

m vxdvx +vydvy  =Fxdx+Fydy (10)
式(10)两边积分便得

 Δ 1
2m v2

x +v2
y  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =∫lxy
Fxdx+Fydy (11)
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其中,[]内可称质点P 在Oxy 平面内的投影运动

动能,lxy 则是质点P 在Oxy 平面内的投影轨迹。
接下来,联立式(6)、式(11)便得

∫Fxdx+∫Fydy=∫lxy
Fxdx+Fydy (12)

式(11)和式(12)便可谓质点P 在平面直角坐标

系Oxy 内的分运动的动能定理式和功的正交叠

加法则,它们分别也是式(8)和式(9)的特例。

2 柱坐标系中功的一种正交叠加法则与相应的

质点分运动的动能定理式

  在如图2所示的柱坐标系中,质点P 的柱坐

标为(ρ,θ,z)。根据力学相关知识可知,质点P
在此柱坐标系中的位置矢量r、元位移矢量dr、速
度矢量􀱆、加速度矢量a 分别可以表示为

r=ρeρ +zk (13)

dr=dρeρ +ρdθeθ +dzk (14)

􀱆=̇ρeρ +ρ̇θeθ +żk (15)

a= ρ̈-ρ̇θ2  eρ + ρ̈θ+2̇ρ̇θ  eθ +̈zk (16)

图2 质点P 在柱坐标系中的运动分析

外力F 则表示为

F=Fρeρ +Fθeθ +Fzk (17)
于是,此柱坐标系中牛顿第二定律的分量形式为

m ρ̈-ρ̇θ2  =Fρ

m ρ̈θ+2̇ρ̇θ  =Fθ

m̈z=Fz

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(18)

F 做的元功则为

F·dr=Fρdρ+Fθρdθ+Fzdz (19)

  联立式(18)和式(19),即可证得质点在柱坐

标系中的动能定理式

Δ 12mv2  =Δ 1
2m ρ̇2+ρ2̇θ2+ż2  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=∫l
Fρdρ+Fθρdθ+Fzdz (20)

以及质点在Oxy 平面内对应的极坐标系中投影

运动的分运动动能定理式

Δ 1
2m ρ̇2+ρ2̇θ2  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 =∫lxy
Fρdρ+Fθρdθ

(21)
证明过程从略,其中的下标l、lxy 的意义同前。接

着,再联立式(6)、式(20)、式(21)即得

∫l
Fρdρ+Fθρdθ+Fzdz

=∫lxy
Fρdρ+Fθρdθ+∫Fzdz (22)

此即柱坐标系中的功的一种正交叠加法则,它的

文字意义是:在柱坐标系中,作用在质点上的外力

F 所做的功,就等于F 在Oxy 平面内的投影分力

Fρeρ+Fθeθ 所做的功+F 在z 轴上的投影分力

Fzk 所做的功。显然,这两个投影分力所做的功

就分别等于分动能
1
2m ρ̇2+ρ2̇θ2  和

1
2ṁz2 的增

量,可称之为两个分运动的动能定理。需要注意

的是,经计算发现,当θ̇≠0时有

Δ 12ṁρ2  ≠∫Fρdρ

Δ 12mρ2̇θ2  ≠∫Fθρdθ

即径向(或横向)力所做的功并不等于径向(或横

向)动能的增量。这一点与上一节直角坐标系中

的情况有所不同,其中的原因在于这里的径向与

横向都是不断变化的,并且径向运动与横向运动

又是相互影响、相互转化的———不相互独立! 参

见式(18),故而式(21)无法在径向和横向进行进

一步的分解。

3 2024年江苏省物理高考第11题的常规解法

关于2024年江苏省物理高考第11题(见下

文)(B)选项的判断,确实是一个比较棘手的问题。
据笔者观察,迄今鲜有学者在中学物理层面对该

选项做出清晰的、本质性的判断。目前该题公认

的严格解法也即本文下面要说的常规解法,需要

用到大学物理中的轴动量矩守恒的知识。
试题:如图3所示,轻绳的一端拴一个蜂鸣

器,另一端穿过竖直管握在手中。蜂鸣器在水平面

a内做匀速圆周运动。缓慢下拉绳子,使蜂鸣器升

高到水平面b内继续做匀速圆周运动。不计空气
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图3 2024年江苏物理高考第11题图

阻力和摩擦力,则与升高前相比,蜂鸣器(  )。
(A)

 

角速度不变  (B)
 

线速度减小

(C)
 

向心加速度增大 (D)
 

所受拉力大小不变

解析过程:设题图3中小球的质量为m;在任

意t时刻,斜绳的长度为l,它与竖直管之间的夹

角为θ,小球的速率为v;重力加速度的大小为g。
则根据题意可知,小球在任意t时刻近似做匀速

圆周运动的圆形轨道半径为

r=lsinθ (23)
绳子的张力为

T=mg/cosθ (24)
小球做匀速圆周运动的法向动力学方程则为

mgtanθ=mv2

r =m v2

lsinθ
化简即得

v= gltanθsinθ (25)
此外,根据力学知识可知,小球对竖直管子中心轴

线的轴动量矩(即轴角动量)守恒。设其大小为

L0(常量),则有

mvr=L0 (26)
于是,联立式(23)、式(25)、式(26)即求得

l3tanθsin3θ=
L2
0

m2g
=C(常量) (27)

r=
3

C
tanθ

(28)

可见随着斜绳长l 的缩短,θ 将增大,r 将减小。
这些与题图3中的情况是一致的。

从式(26)及r 将减小这一点即可见,随着半

径r的减小,线速度v 将增大,角速度ω=v/r、向
心加 速 度 a=v2/r 均 将 随 之 增 大。另 外,从
式(24)及θ将增大这一点又可见,随着夹角θ 的

增大,小球所受拉力也即绳子张力T 的大小也将

增大。因此本题的正确选项是(C)。
需要强调的是,以上推理过程并未参考题

图3。
从以上的解题过程中可见,轴动量矩守恒

式(26)是完整地求解出本题的一个关键式。虽然

从式(23)、式(25)可以判断出

ω=
v
r = g

lcosθ= g
h

(29)

(其中h=lcosθ 为小球距离上管口的竖直距离)
将增大,即能够判断出(A)选项是错误的,但是在

不参考题图3及式(26)的情况下,其他三个选项

将难以做出判断! 并且,即使参考题图3(显示θ
在增大,r 在减小),但仍缺少式(26),那么仅凭

式(23)、式(25)及题图3,依然难以判断小球的线

速度v 是在增大还是在减小,即依然难以判断(B)
选项———尽管可以从题图3中直接“读”出答案

(C)选项。

4 第11题的分运动动能定理解法

笔者发现,其实只需应用上文所简单证得的

水平面内的分运动动能定理式(21),该试题包括

(B)选项便能迎刃而解。
解析过程:根据第2节柱坐标系中的功的正

交叠加法则式(22)与质点分运动的动能定理

式(21),以及题意等可知,斜绳拉力T 在竖直方

向上的分力Tcosθ(≈mg,允许小球在竖直方向上

有小量的加减速,下同)对小球所做的正功,将与

小球重力做的负功相互抵消;而T 在水平面内的

分力Tsinθ(≈mgtanθ)对小球所做的正功,将完

全转化为小球动能的增量。这里需要说明一下,
小球在水平分力Tsinθ 的牵引下,其在水平面内

(的投影)的圆周或准圆周运动半径r是不可能增

大的! 这是因为倘若r 在某个时间段内增大,如
图4(a)中所示意,那么水平分力Tsinθ势必对小

球做负功导致小球在水平面内的速度分量v水平 减

小,则从图4(a)中不难看出这是违反物理逻辑

的———水 平 面 内 圆 周 运 动 所 需 要 的 向 心 力

mv2
水平/r 在 减 小,而 拉 力 T 所 提 供 的 向 心 力

Tsinθ(≈mgtanθ)却在增大。因此,在将小球向上

提拉的过程中,小球在水平面内(的投影)做圆周

或准圆周运动的半径r 只能单调地减小。另外,
同理可以判断出,图4(b)中夹角θ变小的中间变

化情形也是不可能发生的,即θ只能单调地增大。
由此可见,题图3在原则上是正确的。
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图4 轻绳的两种假想的中间变化情形

(a)
 

r变大的情形;
 

(b)
 

θ变小的情形

现在将式(21)应用于本题,即得小球先后在

题图3中a、b 平面内做匀速圆周运动的动能增

量为

1
2mv2

b -
1
2mv2

a =-∫
rB

rA
Tsinθdr>0 (30)

其中,va、vb 分别为小球在a、b 平面内做匀速圆

周运动的速度(以下类同),r、-Tsinθ 分别相当

于式(21)中的ρ、Fρ,并且有Fθ=0(T 在水平面

内的分力沿径向向内)。则从式(30)可见va<vb,
结合r减小可知ωa<ωb,向心加速度aa<ab;再
结合本题中向心加速度大小的表达式a=gtanθ
便知θa<θb;继续结合式(24)即T=mg/cosθ便

得Ta<Tb。因此,本题选(C)。
与上节应用轴动量矩守恒的常规解法一样,

本节的分运动动能定理解法,在不参考题图3的

情况下,同样也能完整地求解出本题。

5 题外的话

根据式(27),即可作出在不同的轴动量矩L0

下夹角θ随斜绳长l的变化趋势图5,图中已设

C=
L2
0

m2g
=
v2r2

g =0.5m3,1m3,2m3

当然,这里的长度单位是可以任意选择的。
图5中已经选择了从本题图3中所测得的两

个夹角θa=26°、θb=35°来作示意。从式(27)中可

见,题图3中a、b 两运动平面处的斜绳长la、lb,
与相应的夹角θa、θb 之间的关系应该满足

la

lb
=
sinθb

sinθa

3
tanθb

tanθa
(31)

图5 不同的轴动量矩L0(即不同常量C)下夹角θ
随斜绳长l的变化趋势

而将以上两个θ值代入即得

la/lb ≈1.5
这个结果与图5中所显示的情况是一致的,但是

与题图3中所显示的情况却有些出入———题图3
中所呈现的la/lb 比值有些偏大。

6 结语

本文首先证明了质点在直角坐标系中的动能

定理的三个分式———本文称之为三个分运动的动

能定理式,即式(6),以及功的正交叠加法则式(9)
和式(12)。这即表明:虽然动能和功是两个标量,
但是它们的确可以在相互正交的x、y、z 三个方

向上进行标量分解,继而形成这三个方向上的分

运动的动能定理式。本文然后又证明了质点在柱

坐标系中的分运动的动能定理式(21),以及功的

正交叠加法则式(22)。接着,本文应用轴动量矩

守恒的知识,给出了2024年江苏省物理高考第11
题的常规解法,并作出题中夹角θ随斜绳长l的变

化趋势图5,发现了题图3中的一个小小的不足之

处。最后,本文应用所证得的式(21),从物理逻辑

上推断出第11题中小球在水平面内(的投影)做
准匀速圆周运动的半径r 是在单调地减小的,而
速度v、夹角θ则均在单调地增大。这样,即使在

不知道轴动量矩守恒以及不参考题图的前提下,
也能近似在中学物理知识的范畴内,逐步推断出

本题的(B)(A)(D)选项均为错误的结论。显然,
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相较于直接从题图3中“读”出答案(C)选项的功

利性解法,本文这里所介绍的这两种解法都是完

整而科学的。
功的正交叠加法则在任何正交坐标系中都能

成立,只是通常很少用到。而本文中所谓的分运

动的动能定理式,则只能在相互正交并且方向恒

定的运动维度上,比如在直角坐标系的三个轴线

方向,以及在柱坐标系的z 轴方向和与之所垂直

的xOy 平面内适用,并且在有约束存在的情况

下,其使用也未必方便。尽管如此,这些知识仍可

以为大学力学教材提供一些有益的补充,能够起

到拓展思维的作用,能够较为直观地解决直角坐标

系和柱坐标系中的一些质点尤其自由质点的运动

问题[2-6];我们不能因为其使用范围看似不够广泛,
或者命名存在争议,从而忽视它们业已存在的价

值;否则,我们可能会因此而丧失掉对于一些基础

问题的基本判断能力。新出版的《力学》教材[1]中

也特别指出:“……(在直角坐标系中)正交分解时,
动能定理也可分解,即动能定理等于三个正交方向

上的一维运动的动能定理之和……”这大概便也是

考虑到这些分运动的动能定理式的实用价值吧。

致谢:本文在完善的过程中得到了复旦大学

蒋最敏教授的热忱指导,在此鸣谢。
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