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侧壁反弹对Galton板模型出口分布函数的影响

徐 宝 吴鸿业 于 悦

(包头师范学院物理科学与技术学院,内蒙古
 

包头 014030)

摘 要 理想Galton板模型的出口分布函数是一维扩散方程的解,可用后者检验出口分布函

数的正确性。由于最大熵原理不考虑边界反弹效应,存在侧壁反弹时,从最大熵原理

导出的出口分布函数不满足一维扩散方程。为了严格考虑侧壁反弹效应,可以采用周

期折叠方案。得到的出口分布函数满足一维扩散方程。
 

最大熵原理得到的出口分布

函数是周期折叠方案的零级近似。采用 Monte
 

Carlo数值方法产生Galton板出口分

布函数,比较两种方案对统计数据的表达能力,结果表明:对于存在侧壁反弹效应的出

口分布函数,周期折叠方案的一级近似(三峰分布)比零级近似(最大熵原理得到的单

峰分布)具有更好的表达能力。在保持Galton板宽度不变的前提下,随着钉板层数增

大,出口分布函数从正态分布逐渐转变到均匀分布。以单峰分布为例,给出了确定转

变点的方法。
关键词 Galton板模型;侧壁反弹效应;最大熵原理;周期折叠方案
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Abstract In
 

an
 

ideal
 

Galton
 

board
 

model,
 

the
 

exit
 

distribution
 

function
 

represents
 

the
 

solu-
tion

 

to
 

a
 

one-dimensional
 

diffusion
 

equation,
 

providing
 

a
 

means
 

to
 

verify
 

the
 

correctness
 

of
 

the
 

derived
 

distribution.
 

However,
 

when
 

wall
 

rebounds
 

are
 

incorporated,
 

the
 

exit
 

distribution
 

function
 

obtained
 

through
 

the
 

maximum
 

entropy
 

principle
 

fails
 

to
 

satisfy
 

this
 

diffusion
 

equa-
tion.

 

To
 

rigorously
 

incorporate
 

wall
 

rebound
 

effects,
 

we
 

employ
 

a
 

periodic
 

folding
 

scheme
 

that
 

yields
 

an
 

exit
 

distribution
 

function
 

satisfying
 

the
 

one-dimensional
 

diffusion
 

equation.
 

We
 

demonstrate
 

that
 

the
 

maximum
 

entropy-based
 

exit
 

distribution
 

function
 

serves
 

as
 

a
 

unimodal
 

approximation
 

of
 

the
 

periodic
 

folding
 

scheme.
 

Numerical
 

experiments
 

using
 

Monte
 

Carlo
 

method
 

reveal
 

that
 

for
 

exit
 

distribution
 

functions
 

incorporating
 

wall
 

rebounds,
 

a
 

three-peak
 

approximation
 

derived
 

from
 

the
 

periodic
 

folding
 

scheme
 

exhibits
 

superior
 

expressive
 

capability
 

compared
 

to
 

the
 

unimodal
 

approximation.
 

Furthermore,
 

as
 

the
 

number
 

of
 

peg
 

layers
 

increa-
ses,

 

the
 

exit
 

distribution
 

function
 

undergoes
 

a
 

gradual
 

transition
 

from
 

a
 

normal
 

distribution
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toward
 

a
 

uniform
 

distribution.
 

Using
 

the
 

unimodal
 

distribution
 

as
 

a
 

representative
 

case,
 

we
 

present
 

a
 

methodology
 

for
 

identifying
 

this
 

transition
 

point.
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  Galton板是演示正态分布的一个 常 见 教

具[1-6],也作为一个理想化模型用于描述不同领域

中的物理、化学和工程问题。例如,模拟颗粒物质

的混合与偏聚[7-9],解释流化床中液滴通过催化剂

颗粒包 裹 的 扩 散 过 程[10],研 究 动 力 学 混 沌 现

象[11-15],描述Landau-Zener交叉点阵列中的光波

传播[16],磁畴壁在分叉纳米线中的运动行为[17]

等。当Galton板层数远大于宽度时,如图1所

示,边界反弹效应不可忽略,理想 Galton板出口

分布函数明显偏离正态分布。然而已发表文献中

对Galton板边界反弹效应的讨论较少,这是本文

探讨的问题。

图1 Galton板模型;从(a)~(c)保持宽度不变,

依次增大钉板层数

当Galton板的层数远大于其宽度时,从最大

熵原理出发推导出Galton板出口分布函数的表

达式,得到正态型单峰分布[18]。由于最大熵方案

不考虑边界反弹效应,该单峰分布实质上是将正

态分布截断后重新归一化的结果,不满足一维扩

散方程的解。这说明,需要严格考虑边界反弹对

出口分布函数的影响。本文采用周期折叠方案实

现了这一点。为比较最大熵方案与周期折叠方案

的结果,先简要回顾和分析最大熵方案的主要

结论。

1 最大熵方案

从最大熵原理出发推导存在侧壁效应时理想

Galton板出口分布函数ρx  的思路是,在给定对

几率、期望B 和方差C 的约束前提下,推导满足

最大熵条件的分布。定义泛函[18]

I f x    =-∫
L

-L
ρx  lnρx  dx-

α∫
L

-L
ρx  dx-1  -

β∫
L

-L
xρx  dx-B  -

γ∫
L

-L
x2ρx  dx-C  

其中,L 是 Galton板 的 半 宽 度,α、β、γ 是 La-
grange因子。令δI=0,得到

ρ=e-1-α-βx-γx2

将该表达式代入约束方程确定α、β、γ。考虑对称

分布B=0,得β=0
 

。由总几率守恒得

ρ0 x  =

1
2πσ
e

-
x2

2σ2

erf
L
2σ  

 

其中,σ=
1
2γ

 

。误差函数erfx  定义为

erfx  =
2
π∫

x

0
e-t2dt

将分布函数代入方差表达式得

C=σ2 1-
L
2σ

2
π
e

-
L2

2σ2

erf
 L
2σ  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

方括号中第二项显示了与标准正态分布的差别。
与正态分布相比,方差减小了。这是合理的:落在
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边界之外的粒子不计入统计,这减小了方差。当

L≫σ时,第二项可以忽略,C=σ2,得到标准的正

态分布。当L≪σ时,对第二项做幂级数展开得到

C=
1
3L

2 1-
2
15

L2

σ2
+O

L4

σ4  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

第一项正是均匀分布的方差∫
L

-L
x2 1
2Ldx=

1
3L

2。

在L→0的极限情形,方差等于零,这对应δ-函数

分布。这样就从最大熵原理得到了考虑边界效应

后的出口分布函数。
 

最大熵原理得到的出口分布函数是正态型分

布。对于横向宽度为2L 的情形,所得分布相当于

将标准正态分布截取了区间
 

-L,+L  
 

内的部

分并重新做了归一化。
 

因此,在区间 -L,+L  
 

内的分布函数与正态分布完全相同,只是将落点

在区间外的粒子丢弃了,
 

这与存在侧壁反弹情形

明显不符。另外,注意到由于归一化因子显含σ,
这里得到的几率分布不满足一维扩散方程。更严

格的处理应该将落在区间外的粒子考虑进来。这

可以通过将标准正态分布做周期折叠实现。

2 周期折叠方案

为便于表述,将Galton板底边作为x 轴,中
轴线与底边的交点作为原点,建立坐标系。将

Galton板的宽度记为2L,沿x 轴做周期延拓得到

无侧壁情形的 Galton板。在第一次反弹前向右

运动的粒子,穿过x=L 边界对应在Galton板右

侧壁受到第一次反弹,粒子穿过x=2L 边界对应

在Galton板左侧壁受到第二反弹,粒子穿过x=
3L 边界对应在 Galton板右侧壁受到第三反弹,
依次类推。存在侧壁反弹时x 处的几率密度是下

列位置几率密度的叠加

xk =-2kL+ -1  kx, k<0, x <L
类似的推理过程得到第一次反弹前向左运动的粒

子对x 处的几率密度的贡献
 

xk =-2kL+ -1  kx, k>0, x <L
上述两种情形可以统一表示为

 

xk =-2kL+ -1  kx, k∈Z, x <L
落点x 处的几率密度f x  是上述xk 处几率密度

fk(x)的叠加

f x  =∑
∞

k= -∞
fk(x), x <L (1)

这相当于将无侧壁情形的几率密度做周期折叠,
如图2所示。

图2 考虑侧壁反弹时,用于Galton板模型的周期

折叠方案示意图

在L≫σ情形,粒子不会受到侧壁反弹,出口

分布函数趋于正态分布

1
2πσ
e

-
x2

2σ2, x < ∞

代入(1)得到存在边界反弹情形下x 处的几率

密度
 

ρx,σ2  =∑
∞

k= -∞

1
2πσ
e

-
x2k

2σ2, x <L

其中

x2
k = -2kL+ -1  kx  2= x-2-1  kkL  2,

k∈Z, x <L
求和遍及所有整数,可以省去表达式中的 -1  k

(这也是周期边界条件下热扩散方程的解[19])。
 

ρ(x,σ2)沿x 方向是以2L 为周期的函数

ρx,σ2  =∑
∞

k= -∞

1
2πσ
e

-
(x-2kL)2

2σ2 , x <L

(2)
注意到该结论成立的前提条件是以x=0作为热

源位置。在Galton板情形则意味着粒子初始下

落点在板面的中轴线位置。
令t=σ2,注意到ρ(x,t)满足一维扩散方程

∂ρ
∂t=D∂

2ρ
∂x2

对应“扩散系数”可以取为D=1/2。
 

σ2 对应一维

扩散方程中的时间t,
 

在Galton板情形对应粒子

的下落时间。如果粒子在穿过不同层钉子的时间

差别可以忽略不计,可以将粒子通过每层钉子的

时间用常数τ表示。假定粒子开始下落的时刻为

初始时刻,将 Galton板的层数记为 N,那么t=
Nτ,由此得到方差σ2 与Galton板层数N 之间的
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关系

σ2=Nτ (3)

3 比较最大熵方案与周期折叠方案

为了与最大熵方案得到的结果做比较,分析

周期折叠方案得到的几率密度。将几率密度(2)
改写为

ρx,σ2  =
1
2πσ
e

-
x2

2σ2Q
x
2σ
,L
2σ  (4)

其中

Qb,a  =eb
2

∑
∞

k= -∞
e-(2ka+b)2, x <L

当
L
2σ
→∞时,可以写出x≠0情形的渐进表达式

Q
x
2σ
,L
2σ  ≈1+e

-
4L
2σ

L- x

2σ  
+e

-
4L
2σ

L+ x

2σ  

  右手边三项分别对应以x=0,±2L 为中心

的正态型分布。当后两项可以忽略时,得到最大

熵方案的结果。从该表达式看出,对于存在边界

反弹的Galton板出口分布函数,三峰分布将具有

更好的表达能力。

当
L
2σ
→0时,可以将对k 的求和用积分近

似。
 

令a=
L
2σ
,b=

x
2σ
,

 

既然[2(k+1)a+b]-

[2ka+b]=2a 是小量,
 

Qb,a  可以改写为
 

Qb,a  ≈
eb
2

2a∫
∞

-∞
e-t2dt=

πeb
2

2a
代入a 和b的表达式得

Q
x
2σ
,L
2σ  = 2πσe

x2

2σ2

2L
代入几率密度表达式(4)得

 

ρ(x,σ2)=
1
2L

这正是均匀分布情形的几率密度。

4 简化周期折叠方案的结果

周期折叠方案得到的几率密度表达式过于复

杂,我们希望简化该表达式,方便数据处理。现在

看一般情形,保留方程(4)的前(2n+1)项

ρn x,σ2  =
e

-
x2

2σ2

2πσ
Qn

x
2σ
,L
2σ  

其中

Qn a,b  =
1

erf[(2n+1)b]
·

1+2∑
n

k=1
cosh4kab  e-4k2b2  

注意到ρn(x,σ2)是偶函数,期望值<x>=0,方差

表示为

<x2>=σ2Tn
L
2σ  (5)

其中

Tn a  = 1+8n2a2  +

2n-1  a

2
π
e-(2n+1)2a2

erf 2n+1  a  
-

∑
n

k=1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

82k-1  a2erf[2k-1  a]
erf[2n+1  a]+

4a

2
π
e-(2k-1)2a2

erf[2n+1  a]

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

以三峰分布为例,
 

几率密度表示为

ρ1 x,σ2  =
1

erf
3L
2σ  

e
-

x2

2σ2

2πσ
1+2e

-
2L2

σ2cosh
2xL
σ2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

5 数值实验

我们将数值实验生成的 Galton板出口分布

作为统计数据,比较单峰分布ρ0(x)与三峰分布

ρ1(x)对所得数据的表达性能。
统计数据采用 Monte

 

Carlo方法得到:(1)设
定Galton钉板层数和出口槽数;(2)将每个槽中

的小球个数置零;(3)每次释放一个小球;(4)
 

小

球通过钉板诸层碰到钉子时,生成[0,1]区间上的

均匀随机数x,当x<0.5时,小球左移一格,否则

右移一格;(5)检查小球是否碰到左侧壁,若是则

右移2格;检查小球是否碰到右侧壁,若是则左移

2格;(6)小球穿过钉板所有层之后,其坐标对应

落入的槽,将该槽中粒子数加1;(7)所有小球都通

132



物理与工程 Vol.35 No.6 2025

过钉板后,计算小球出现在每个槽中的几率,并作

直方图,见图3。

图3 固定Galton板宽度为100,层数 N 从50开始以500为间隔增大;采用 Monte
 

Carlo方法获得一百万个粒子通过

Galton板后的统计数据,直方图展示粒子出现在各槽中的概率;浅线(红线)展示单峰分布(最大熵原理)和深线(蓝线)展
示三峰分布(周期折叠方案的一级近似)给出的出口分布函数;当Galton层数小于其半宽度时,单峰和三峰分布都能很好

地表达实验结果;随着层数增大,边界反弹作用增强,三峰分布比单峰分布具有更佳的数据表达性能;当层数远大于宽度

时,单峰和三峰分布的表达能力都变弱

在Galton板宽度给定的条件下,既然出口分

布函数的方差<x2>与单峰和三峰分布中的待定参

数σ之间满足方程(5),可以对统计数据计算方差

<x2>后求得σ。将该值代入就得到了对应的单峰

和三峰分布。由于这里只计入了等间距槽填入粒

子的几率,所以需要重新归一化。注意到这里给

出的分布曲线是基于取近似后的解析表达式。使

用更复杂的表达式可以表达得更好,但不是本文

关注的问题。
结果表明,当层数小于宽度时,由于边界反弹

效应可以忽略,单峰和三峰分布具有几乎相同的

表达能力,如图3所示。随着层数增加,尤其边界

反弹对出口函数起显著作用后,三峰分布对实验

数据的表达能力优于单峰分布。这体现在三峰分

布能更好地表达边界和中心附近的实验数据对正

态分布的偏离。单峰分布本质上是截取正态分布

在给定区间中的部分重新归一化得到的,因此,当
存在边界反弹时,显著偏离实验结果。三峰分布

部分考虑了边界反弹的影响,所以能更好地表达

模拟实验的结果。当层数远大于宽度,出口分布

函数接近均匀分布时,三峰分布与单峰分布对统

计数据的表达能力都变糟,显示了近似表达式的

局限性。要得到更佳的表达能力,需要考虑更高

级的近似。这不是本文关注的问题。

6 单峰分布函数的转变点

为了得到从正态分布到均匀分布的转变,需
要考虑具体的分布函数形式。从正态型分布到均

匀性分布之间的过渡可以用一个特征量区分。这

里以单峰分布为例,给出一种确定转变点的方法。
对于单峰分布,方差可以重新表示为

C=σ2g
L
2σ  

其中

gξ  =1-
erf'ξ  
erf(ξ)

x=1-

2ξ
π
e

-ξ
2

erf(ξ)
我们来考查函数gξ  的性质。利用第二项的幂

级数展开式容易看出当x 趋近0时

gξ  =
2
3ξ

2+O(ξ4)
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这对应均匀分布。另外,注意到这是一个关于ξ
的偶函数,并且

lim
x→±∞

gξ  =1
这对应标准正态分布。

注意到g(ξ)从0增大到1,斜率都是正的,如
图4所示,但在两个极值点处的斜率极限值都等

于零。因此,在过渡区斜率有极大值。将斜率极

大值对应的x 值,也就是二阶导数的零点

d2g
dξ2

=-
2
ξ2
(s-s1)(s-s2)(s-s3)=0

作为转变点,这就是我们对转变点的定义。其中

s1=0, s2,3=
1
2 1-3ξ2  ± 1+6ξ2+ξ4

前面已知sξ  =1-g(ξ)∈(0,1),因此s1 舍去。
分析s2 和s3 的取值范围,发现只有s2 满足要求。
因此上面的一元三次方程简化为

2
π

ξe-ξ
2

erf(ξ)
=
1
2 1-3ξ2  +

1
2 1+6ξ2+ξ4

我们仍然无法得到方程的解析解,只能得到数值解

ξ0=0.8907

代入ξ0=
L
2σ
,并利用σ≈ N (N 表示Galton板

的层数)得

Nc =0.6302L2 ≈
16
25L

2

在给定层数N 的条件下

Lc =1.2597 N ≈
5
4 N

注意到Nc 与Galton板的宽度平方成比例关系。

图4 函数g(ξ)
 

示意图

7 结语

通过比较存在侧壁反弹时,推导理想Galton

板出口分布函数的最大熵方案和周期折叠方案,
得到以下结论:在周期折叠方案给出的分布函数

既是理想反弹边界情形的解也是周期边界条件的

解,该分布函数满足一维扩散方程。最大熵方案

得到的结果不是一维扩散方程的解,只是周期折

叠方案给出结果的单峰近似。对 Monte
 

Carlo生

成的Galton板出口函数,与单峰近似相比,周期

折叠方案的三峰分布近似具有更优的表达能力。
以单峰分布为例,给出一种定义从正态分布到均

匀分布转变的转变点的方法。
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相较于直接从题图3中“读”出答案(C)选项的功

利性解法,本文这里所介绍的这两种解法都是完

整而科学的。
功的正交叠加法则在任何正交坐标系中都能

成立,只是通常很少用到。而本文中所谓的分运

动的动能定理式,则只能在相互正交并且方向恒

定的运动维度上,比如在直角坐标系的三个轴线

方向,以及在柱坐标系的z 轴方向和与之所垂直

的xOy 平面内适用,并且在有约束存在的情况

下,其使用也未必方便。尽管如此,这些知识仍可

以为大学力学教材提供一些有益的补充,能够起

到拓展思维的作用,能够较为直观地解决直角坐标

系和柱坐标系中的一些质点尤其自由质点的运动

问题[2-6];我们不能因为其使用范围看似不够广泛,
或者命名存在争议,从而忽视它们业已存在的价

值;否则,我们可能会因此而丧失掉对于一些基础

问题的基本判断能力。新出版的《力学》教材[1]中

也特别指出:“……(在直角坐标系中)正交分解时,
动能定理也可分解,即动能定理等于三个正交方向

上的一维运动的动能定理之和……”这大概便也是

考虑到这些分运动的动能定理式的实用价值吧。

致谢:本文在完善的过程中得到了复旦大学

蒋最敏教授的热忱指导,在此鸣谢。
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