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大中衔接
巧设对照例题,解决大中衔接课程中的难点

———从一道例题的两种“解法”,看哈密顿量含时

情形下的波函数演化

王树超 张 安 张少鹤 石晓兰

(北京市十一学校,北京 100039)

摘 要 大中衔接课程不仅将中学物理与大学物理内容衔接起来,在某些环节还需有一定深

度。有些知识点,对大学生已属难点,对数理基础更弱、知识储备更少的中学生而言,
其难尤甚。这时,需要教师巧妙的设计例题,通过合适的引导、讲解、对比、归纳,帮助

学生化解难点。本文以哈密顿量含时情形下波函数的演化为例,通过巧妙的例题设

计,将错误解法与正确解法相对照,使学生深入领会引入编时算符的必要性,并自然引

入了编时算符。最后给出了时间演化算符的归纳总结。
关键词 大中衔接;含时哈密顿量;薛定谔方程;编时算符
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  党的二十大报告指出:教育、科技、人才是全

面建设社会主义现代化国家的基础性、战略性支

撑。2021年,国务院印发《全民科学素质行动规

划纲要(2021—2035年)》,提出在“十四五”时期

实施科技创新后备人才培育计划,探索从基础教

育到高等教育的科技创新后备人才贯通式培养模

式,完善拔尖创新人才培养体系,建立校内外科学

教育资源有效衔接机制。
在各学段的衔接中,高中与大学的衔接是一

个重要课题,尤其是高中物理与大学物理的衔接。
物理学科是自然科学的基础学科,在现代科学技

术的发展中发挥着重要作用,也是大量理工类专

业学生的基础。已经有不少教育工作者探索物理

课程的大中衔接,尤其以科普等内容居多[1,2],而
真正在量子力学等课程的理论设计、教学案例和

实践经验较少。
量子力学是整个物理学大厦的基石,学好量

子力学有助于拓宽视野、增加思维深度,追踪量子

计算与量子通信等前沿科学。在合适的课程构

建、适当的教学引导之下,优秀的中学生系统学习

量子力学完全是可能的,并且能够达到一定的

深度。
在众多教学引导策略中,通过巧妙的例题设

计,用不同的解法引导学生多角度思考,甚至用错

误的“解法”引导学生反思,是克服难点的有效方

法。在哈密顿量含时情形下,求解波函数的演化

需要引入编时算符,这对于低年级本科生来说尚且

有一定的难度,对中学生来说,直接引入编时算符

则显得更晦涩生硬。本文将以该难点为例,给出一

个通过例题设计来引导学生突破难点的教学案例。

1 通过例题对照和“解法”辨析,看哈密顿量含时

情形下波函数的演化

1.1 难点定位

已知初态|ψ0>和哈密顿量 Ĥ,求任意t时刻系

统的态矢|ψ(t)>是量子力学的核心问题之一,其实

质是求解薛定谔方程i 
∂
∂t|ψ

(t)>=Ĥ|ψ(t)>。当

哈密顿量不含时间t时,计算|ψ(t)>的步骤如下:
第一步:求解哈密顿量 Ĥ 的本征值 Ei  和对

应的本征态 |i>  ;
第二步:将初态|ψ0>按 |i>  展开,得到展开

系数ci=<i|ψ0>;
第 三 步:得 到 任 意 时 刻 态 矢 ψ(t)>=

∑
i
cie

-
i
 Eiti>。

有著作将以上步骤称为“三步法”[3]。
量子 态 的 演 化 还 可 以 用 时 间 演 化 算 符 描

述为:

ψ(t)>=Û(t)ψ(0)>
其中时间演化算符Û(t)=e-îHt/ 。

“三步 法”和 时 间 演 化 算 符 的 方 法 均 是 求

|ψ(t)>的常用方法。在哈密顿量不含t时,结合

表象变换,这两种方法可以解决许多典型问题。
比如下面的例题1:

例题1 电子在外磁场B 中,其哈密顿量

Ĥ =-
1
2

  ωz-><z-|+
1
2

  ωz+><z+ =
1
2

  ω̂σz

其中|z±>是Ŝz 本征值为±
 
2

对应的本征态。若

t=0时电子处于|ψ0>=|x+>,|x+>是Ŝx 本征值

为
 
2

的态。求任意t时刻的波函数|ψ(t)>。

我们可以按照“三步法”:首先求出 Ĥ 的本征

值E1=-
1
2
 

 ω,E2=
1
2
 ω;再将初态展开为|ψ0>=

1
2
|z+>+|z->  ,最后得到|ψ(t)>=

1
2
(e-iωt|z+>+

eiωt|z->)。

也可 以 用 时 间 演 化 算 符 法:̂H 表 象 即σ̂z

表象,在 该 表 象 中,̂H 的 矩 阵 表 示 为 H =
1
2
  ω 0

0 -
1
2

  ω  ,
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则 Û (t)的 矩 阵 表 示 U (t)=e-iHt/ =

e
-i 1

2 ω  t/ 0

0 e
-i -12 ω  t/   = e-iωt/2 0

0 eiωt/2  。有

|ψ(t)>=U(t)|ψ 0  >=
e-iωt/2 0

0 eiωt/2  ·
1
2
1
2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=
1
2

e-iωt/2

eiωt/2  ,
即|ψ(t)>=

1
2
e-iωt/2|z+>+

1
2
eiωt/2|z->。

注意到|ψ(t)>还可以写作|ψ(t)>=cos
ωt
2|x+>-

isin
ωt
2|x->,可知每当sin

ωt
2=0

时就回到态

|x+>,即t=
2kπ
ω
(k=1,2,…)时回到初态|x+>,

演化周期为T=
2π
ω
。

进一步,若 初 态 为 任 意 初 态|n(θ,φ)>=

cos
θ
2e

-iφ/2|z+>+sin
θ
2e

iφ/2|z->,则|ψ(t)>=

cos
θ
2e

-i(φ+ωt)/2|z+>+sin
θ
2e

i(φ+ωt)/2|z->=

|nθ,φ+ωt  >,电子的态矢|ψ(t)>保持与|z+>的

夹角不变,到x 轴的夹角φ 以周期T=
2π
ω

变化,这

就是电子在外磁场中的拉莫尔进动。教师可以在

布洛赫球中进一步通过可视化来展现这种物理现

象,如图1所示。

图1

当哈密顿量 Ĥ 含t时,能否用同样的办法处

理呢? 我们来看下面的例题。
例题2 电子在周期性变化的磁场中运动,

B(t)=B0cosωti+B0sinωtj,不考虑空间运动,此
时其哈密顿量

Ĥ =-γ̂S·B=μB̂σ·B

=μBB0 σ̂xcosωt+̂σysinωt  

在 Ĥ 表象下的矩阵

H =
1
2

 Ω0
0 e-iωt

eiωt 0  .

其中,Ω0=
2μBB0

 
。已知t=0时电子处于sz=

 
2

的态|z+>上,求任意时刻的波函数|ψ(t)>。

1.2 两种解法

我们按照处理例题1的方式给出“解法”1。

“解法”1
 

:H=
1
2

 Ω0
0 e-iωt

eiωt 0  的本征值为

ε±=±
1
2
 Ω0,对应的本征态为|ε+>=

1
2

1
eiωt  ,

|ε->=
1
2
e-iωt

-1  ,则
z+>=

1
2

ε+>+eiωt ε->  

z->=
1
2
e-iωt ε+>-ε->  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  由 Ĥ 表象到Ŝz 表象的过渡矩阵S=
1
2
·

1 e-iωt

eiωt -1  ,在 Ĥ 表象下,时间演化算符的矩阵表

示为UĤ
(t)=e-iHt/ =

e
-iΩ0t/2 0

0 e
iΩ0t/2  。则通过

表象变换可得时间演化算符在Ŝz 表象下的矩阵

表示

UŜz
(t)=S†UĤ

(t)S

=
cos
Ω0t
2 -ie-iωtsin

Ω0t
2

-ieiωtsin
Ω0t
2 cos

Ω0t
2

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

  得到

ψ(t)>=UŜz
(t)ψ0  >

=cos
Ω0t
2 z+>-ieiωtsin

Ω0t
2 z-> 

 

(1)
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我们基于薛定谔方程的迭代求解给出“解法”2,并
将二者予以对比。

“解法”2:
 

设|ψ(t)>=
a(t)

b(t)  ,代入含时薛定

谔方程得

i ddt
a(t)

b(t)  =12 Ω0
0 e-iωt

eiωt 0  a(t)

b(t)  ,
即

da(t)
dt =-

iΩ0
2e

-iωtb(t)

db(t)
dt =-

iΩ0
2e

iωta(t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(2)

两方程迭代可得

d2b(t)
dt2

-iω
db(t)
dt +

Ω20
4b
(t)=0

令b(t)=Aeiλt 代入上式,得λ2-ωλ-
Ω20
4=0

,解

得λ±=
1
2 ω± ω2+Ω20  。则

b(t)=Ae
iλ+t+Be

iλ-t

=eiωt/2 Ae
i ω2+Ω20t/2+Be

-i ω2+Ω20t/2  

=eiωt/2 Csin
ω2+Ω20t
2 +Dcos

ω2+Ω20t
2  .

根据初始条件b0  =0得D=0,于是

b(t)=Ceiωt/2sin
ω2+Ω20t
2 .

将其代入式(2)得

a(t)=
Ce-iωt/2

Ω0
·

i ω2+Ω20cos
ω2+Ω20t
2 -ωsin

ω2+Ω20t
2  ,

结合初始条件a0  =1得C=-
iΩ0

ω2+Ω20
,因此

a(t)=e-iωt/2 cos ω2+Ω20t
2 +

   iω
ω2+Ω20

sin
ω2+Ω20t
2  

b(t)=-
iΩ0eiωt

/2

ω2+Ω20
sin

ω2+Ω20t
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  这与“解法”1给出的结果式(1)不同,到底哪

种“解法”是正确的呢?

“解法”2是正确的,“解法”1中的时间演化算

符的计算方式不对。在哈密顿量含t时,时间演

化算符不能简单写成 Û(t)=e-îHt/ 的形式。此

时,有必要引入编时算符。
 

1.3 编时算符的引入

“解法”2用迭代方法正确地求出了在特定哈

密顿量情况下薛定谔方程的解,我们依照此思路

探索在一般的含时哈密顿量情形下,对薛定谔方

程的迭代能给出何样的结果。

对薛定谔方程i 
d
dt|ψ

(t)>=Ĥ(t)|ψ(t)>两

边对时间积分得

ψ(t)>=ψ0  >+
1
i  ∫

t

0
Ĥ τ  ψτ  >dτ

  该方程的解依赖于自身,将其反复迭代得

ψ(t)>=ψ0  >+
1
i 

 ∫
t

0
Ĥ τ1  dτ1 ψ0  >+

1
i   2∫

t

0
Ĥ τ1  dτ1∫

τ1

0
Ĥ τ2  dτ2 ψ0  >+

1
i   3∫

t

0
Ĥ τ1  dτ1∫

τ1

0
Ĥ τ2  dτ2∫

τ2

0
Ĥ τ3  dτ3 ψ 0  >+…

则时间演化算符可表示为

Û(t)=1+
1
i 

 ∫
t

0
Ĥ τ1  dτ1+

1
i   2∫

t

0
Ĥ τ1  dτ1∫

τ1

0
Ĥ τ2  dτ2+

1
i   3∫

t

0
Ĥ τ1  dτ1∫

τ1

0
Ĥ τ2  dτ2∫

τ2

0
Ĥ τ3  dτ3+…

(3)
用级数求和符号写就是

Û(t)=1+

∑
∞

n=1

-i
   

n

∫
t

0
dτ1∫

τ1

0
dτ2…∫

τn-1

0
dτn-1Ĥ τ1  ̂H τ2  …

Ĥ τn  
该式称戴森级数,它以 Freeman

 

Dyson(1923—

2020)的名字命名。
若 Ĥ 不显含时间t,则式(3)可简化为

Û(t)=1+
1
i Ĥt+

1
2!

1
i   2

Ĥ2t2+

1
3!

1
i   3

Ĥ3t3+…=exp
1
i Ĥt  

=e-îHt/ (4)
这就是我们之前所熟悉的情况。推导过程中用到
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了常用积分式∫
t

0
τndτ=

tn+1

n+1
。

若 Ĥ 含t,则 Ĥ 不能提到积分号外面,式(3)不能

简化为式(4),且高阶项的积分上限依赖于前一个

积分变量,整个积分式无法拆分为若干个积分结

果的乘积。将式(3)的积分上限都提高到t,变为

Û(t)→1+
1
i ∫

t

0
Ĥ τ1  dτ1+

1
i ∫

t

0
Ĥ τ1  dτ1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2+

1
i 

 ∫
t

0
Ĥ τ1  dτ1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 3+… (5)

但式(5)右侧与式(3)并不相等,如二阶项中的积

分∫
t

0
Ĥ τ1  dτ1∫

τ1

0
Ĥ τ2  dτ2 本来要求τ1>τ2,而

式(5)中并没有做这个要求。为了满足该要求,引

入编 时 算 符 җ̂ 。设 有 N 个 含 时 算 符 的 乘 积

Â1(τ1)̂A2(τ2)…ÂN(τN),将җ̂ 作用上去的效果是

将这N 个算符自左向右按照时间从大到小重排。
式(3)中的n 阶项

1
(i )n∫

t

0
dτ1∫

τ1

0
dτ2…∫

τn-1

0
dτn-1̂H τ1  ̂H τ2  …̂H τn  

包含了n 个含时算符的乘积,由于每个变量τi 都

取遍区间 0,t  ,τi 从大到小的排列方式共n!
种,且每种排列得到的积分结果相同(只是换了一

下积分符号),于是

җ̂ ∫
t

0
Ĥ τ1  dτ1  

n

=n!∫
t

0
Ĥ τ1  dτ1∫

τ1

0
Ĥ τ2  dτ2…∫

τN-1

0
Ĥ τN  dτN

利用上式可将式(3)表示为

Û(t)= җ̂  1+
1
i 

 ∫
t

0
Ĥ τ  dτ+

   1
2!

1
i 

 ∫
t

0
Ĥ τ  dτ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2+… 
= җ̂ exp -

i
 ∫

t

0
Ĥ(τ)dτ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (6)

式(6)也存在可以简化的情况,当不同时间的哈密

顿量对易时,

Û(t)=exp -
i
 ∫

t

0
Ĥ τ  dτ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 .

1.4 归纳总结:
 

对于时间演化算符的处理方法

根据以上讨论,可以简明扼要的对时间演化

算符的处理方式给出一个总结归纳:
 

(1)
 

若哈密顿量不含t,则 Û(t)=e-îHt/ ,如
电子在稳定磁场中的情形;

(2)
 

若哈密顿量含t,但是不同时间的哈密顿

量对易,则Û(t)=exp -
i
 ∫

t

0
Ĥ τ  dτ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,如电子

在方向不变,大小变换的磁场中的情形;
(3)

 

最一般的情况下,哈密顿量含t,且不同t
的哈密顿量不对易,则 Û(t)只能表示为 Û(t)=

җ̂ exp -
i
 ∫

t

0
Ĥ τ  dτ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,如电子在方向变化的磁

场中运动的情形,其哈密顿量 Ĥ=-γ̂S·B,若
t=τ1 时刻,磁场沿x 方向,t=τ2 时刻,磁场沿y
方向,因 Ŝx 和Ŝy 不对易,哈密顿量 Ĥ τ1  和

Ĥ τ2  就不对易。式(6)主要具有形式的意义,真
正计算时,应该迭代求解或按照式(3)逐层计算。
1.5 对例题2的进一步讨论

在例题2中,我们可以发现电子的状态呈现

出周期性的变化。|a(t)|2 是其处于|z+>的概

率,|b(t)|2 是其处于|z->的概率。习惯上人们

经常用函数W(t)=|a(t)|2-|b(t)|2 来表征系

统在不同态上布居的周期性变化。当 W(t)=1
时,表示电子处于|z+>,当W(t)=-1时,表示电

子处于|z->。在例题2中,易得

W(t)=1-
2Ω20

ω2+Ω20
sin2

ω2+Ω20
2 t

  W(t)表明体系呈现出了典型的拉比振荡特

征。为了更好的展示这种特征,我们取ω=Ω0,则

W(t)=cos2
2Ω0
2 t=

1
2+

1
2cos

(2Ω0t),其图像

如图2 横坐标的单位为
2π
Ω0  。

图2

拉比振荡是系统存在量子相干的兆示,也是核

磁共振、量子计算等现代技术的核心模型,能以某

种适当方式激发拉比振荡是一个系统存在二能级

结构的标志。对于存在拉比振荡的二能级体系,可
以通过控制振荡时间来构建一个量子比特以编码

信息,这在量子通信和量子计算中有广泛的应用。
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2 结语

对于有些难度较大的情境,如本文中的“含时

哈密顿量的处理”;有些概念,如本文中的“编时算

符”,对中学生而言均有一定难度,但出于其重要

性或课程结构的要求,应该引导学生掌握。这就

需要教师合理的设计例题和问题引导,这对大中

衔接课程的教学设计者构成一定的挑战。本文用

一个具体的案例,展示了例题设计在破除难点中

的重要性,给出的两道对比例题的解法,不仅对中

学大中衔接课程有参考价值,对普通高校《量子力

学》课程的教学亦有一定的参考意义。
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