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基于球坐标系下角动量定理对陀螺仪进动与章动的动力学分析
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摘 要 重力场中陀螺仪的进动和章动的“反直觉”现象令人惊奇,但是借助直角坐标系的近似

推导只能解释进动不能解释章动现象,不能给普通物理力学阶段学生满意的解答。本

文推导了球坐标系下角动量定理的形式,并应用其对陀螺仪的进动和章动进行了动力

学分析,并借助数值模拟手段给出了陀螺仪运动的几个运动量的关系图,给学生清晰

的动力学图像,让普通物理阶段的学生就可以理解陀螺仪的复杂运动,这种分析方法

比理论力学的拉格朗日力学法分析理论思路更简单、更直观更易理解。
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Abstract The
 

counterintuitive
 

phenomenon
 

of
 

precession
 

and
 

nutation
 

of
 

gyroscopes
 

in
 

the
 

gravitational
 

field
 

is
 

surprising,
 

but
 

qualitative
 

explanations
 

using
 

Cartesian
 

coordinate
 

sys-
tems

 

can
 

only
 

explain
 

precession
 

but
 

not
 

nutation,
 

and
 

cannot
 

provide
 

satisfactory
 

answers
 

for
 

students
 

in
 

the
 

general
 

physics
 

and
 

mechanics
 

stage.
 

This
 

paper
 

derives
 

the
 

form
 

of
 

the
 

angu-
lar

 

momentum
 

theorem
 

in
 

spherical
 

coordinates
 

and
 

applies
 

it
 

to
 

the
 

dynamic
 

analysis
 

of
 

the
 

precession
 

and
 

nutation
 

of
 

gyroscopes.
 

With
 

the
 

help
 

of
 

numerical
 

simulation
 

methods,
 

sever-
al

 

relationship
 

diagrams
 

of
 

the
 

gyroscope􀆳s
 

motion
 

quantities
 

are
 

given,
 

providing
 

students
 

with
 

clear
 

dynamic
 

images
 

and
 

allowing
 

ordinary
 

physics
 

students
 

to
 

understand
 

the
 

complex
 

motion
 

of
 

gyroscopes.
 

This
 

analysis
 

method
 

is
 

simpler,
 

more
 

intuitive,
 

and
 

easier
 

to
 

under-
stand

 

than
 

the
 

Lagrangian
 

mechanics
 

method
 

of
 

theoretical
 

mechanics.
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  力学中关于转动的质点和自转的刚体三维运

动有许多反直觉的现象,例如陀螺仪的定点转动

中进动与章动的运动现象令学生着迷,这也是教

学中的难点,陀螺仪的运动在很多工程技术以及
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天文现象的解释中有非常重要的应用。但是多数

力学教材和大学物理教材中忽略陀螺仪的章动,
只讨论进动,普通物理阶段借助直角坐标系中的

角动量定理只能对进动给出近似的运动分析,而
理论力学中应用拉格朗日力学的分析方法复杂且

不够直观。多位学者在直角坐标系下对陀螺仪的

章动进行严格的动力学分析,理论较为繁琐[1,2]。
本文只应用球坐标系下的角动量定理就可以得出

陀螺仪的进动与章动的动力学方程,理论推导思

路简洁清晰,能解释进动与章动这两个竞争因素

的关系,给出章动的“简谐振动”特征,让普通物理

阶段学生就可以理解这一复杂运动。

1 球坐标系下角动量定理形式

如图1所示为球坐标系概述图,θ 为极角,ϕ
为方位角,er、eθ、eϕ 分别表示径向、极向和方位向

的单位矢量,它们是动矢量。如果矢量A 的大小

不变,只有方向在改变,其关于时间的导数
dA
dt=

ω×A,ω 为反映矢量A 方向改变的角速度,dA
dt

垂

直于A 与ω 决定的平面。方位向单位矢量eϕ 只

在x-y 面内转动,方向改变对应的角速度ϕ̇ 方向

沿z轴方向,所以
deϕ

dt
的方向在x-y 面内且与方位

方向垂直,分解到极向与径向可得

deϕ

dt =-ϕ̇sinθer -ϕ̇cosθeθ (1)

图1 球坐标系的坐标与单位矢量

  对于径向与极向单位矢量对时间的导数,因
为无穷小角位移为矢量,利用运动分解的思想,可
以把角位移分解为极向转过的角位移dθ 和方位

方向的角位移dϕ,根据这种方法可分析求得这两

个方向的单位矢量关于时间的导数为

der

dt =̇θeθ +ϕ̇sinθeϕ (2)

deθ

dt =-̇θer +ϕ̇cosθeϕ (3)

  数学物理方法中利用球坐标系与直角坐标系

之间单位矢的关系,对时间求导后也可以得到

式(1)(2)(3)相同的结果,[3]本文的思路更简洁,
物理意义更明确。可见动坐标系与直角坐标系之

间非常明显的不同就是相互正交的三个方向不是

相互独立的,不能应用以前熟悉的直角坐标的运

动的合成与分解来理解球坐标系下描述的问题。
球坐标系下,刚体对坐标原点的角动量的分

量式可表示为L=Lrer+Lθeθ+Lϕeϕ,角动量对

时间的导数为

dL
dt=

dLr

dter +Lr
der

dt +
dLθ

dteθ +Lθ
deθ

dt +

dLϕ

dteϕ +Lϕ
deϕ

dt
(4)

把式(1)(2)(3)代入式(4)

dL
dt=

dLr

dter +Lṙθeθ +Lṙϕsinθeϕ +
dLθ

dteθ -

Lθ̇θer +Lθ̇ϕcosθeϕ +
dLϕ

dteϕ -Lϕ̇ϕsinθer -

Lϕ̇ϕcosθeθ (5)

式(5)与角动量定理 M=
dL
dt

比较得到三个分量

式为

Mr =
dLr

dt -Lθ̇θ-Lϕ̇ϕsinθ (6)

Mθ =
dLθ

dt +Lṙθ-Lϕ̇ϕcosθ (7)

Mϕ =
dLϕ

dt +Lṙϕsinθ+Lθ̇ϕcosθ (8)

  可见动坐标系中某方向的力矩不但可以改变

该方向的角动量,还可以改变与其正交的其他两

个方向的角动量的方向。

2 陀螺仪的进动与章动的动力学分析

陀螺仪为绕对称轴做高速旋转的转子,赵凯

华的《力学》教材第195页提到如图2所示的陀螺

仪的运动[4],先把高速旋转的陀螺仪两端都支撑

起来,使其水平,然后撤去A端的支撑,陀螺仪除
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了进动,还会有“下沉”和“抬起”的运动,理想情况

可以抬起到初始高度,这个过程重复进行,进动不

是匀速进动。这里的“下沉、抬起”的运动称为章

动,即陀螺仪同时进动和章动。陀螺仪“反重力

矩”在水平面内进动和竖直面内还能“抬起”的现

象,让学生惊奇困惑,力学和大学物理教材给出的

解释不够严谨,也不能给出章动的动力学方程。
多位学者尝试利用初等力学知识对这个复杂的运

动现象进行分析,需要做近似处理。[5]本文只利用

球坐标系下的角动量定理就推导出陀螺仪进动与

章动的动力学方程,数值求解给出陀螺仪运动的

几个物理量的关系曲线。

图2 陀螺仪的进动与章动

2.1 重力场中陀螺仪的角动量定理

如图2所示,建立如图所示的球坐标系,定点

为坐标原点,竖直向上为z 轴正向,x-y 面为水平

面。陀螺仪质心位置矢量rc=rcer,质心速度􀱆c=
d
dt
(rcer)=rċθeθ+rcsinθ̇ϕeϕ。

刚体对参考点的角动量等于质心对参考点的

角动量加刚体相对质心的角动量,即L=Lc+
L'。[6]绕对称轴高速转动的陀螺仪的定点转动,其
相对质心的角动量的方向为径向,若自转角速度

为ω,则L'=Lr=Icω;陀螺仪的质心角动量为

Lc =rc ×m􀱆c =-mrc
2sinθ̇ϕeθ +mrc

2̇θeϕ

(9)

  所以球坐标系下陀螺仪的角动量三个分量

为:Lr=Icω、Lθ=-mr2csinθ̇ϕ
 

、Lϕ=mr2ċθ。
重力场中,忽略一切摩擦,刚体的合外力矩M=

Mϕ=rcmgsinθ,Mθ=Mr=0。把 Mr=0、Lθ=

-mr2csinθ̇ϕ、Lϕ=mr2ċθ代入式(6)化简得

dLr

dt =0 (10)

  式(10)表明陀螺仪的自转对应的径向角动量

Lr 的大小不变,陀螺仪的自转角速度不变。

把Mθ=0、Lϕ=mr2ċθ 代入式(7),两边同乘

sinθdt,变形得

sinθdLθ +Lrsinθ̇θdt-mr2ċϕsinθcosθ̇θdt=0
(11)

  进一步化简得

sinθdLθ +Lrsinθ̇θdt+Lθdsinθ=0
dLθsinθ-Lrcosθ  =0 (12)

  Lθsinθ-Lrcosθ 的物理意义为陀螺仪在z
轴方向的角动量,即竖直方向角动量守恒。若陀

螺仪的初始条件为对称轴水平,自转角动量方向

在水平面内,则陀螺仪竖直方向角动量恒等于

零,即

Lz =Lθsinθ-Lrcosθ=0 (13)

  把 Mϕ=rcmgsinθ与Lϕ=mr2ċθ 代入式(8)
化简得

rcmgsinθ=mr2c
d2θ
dt2

+ Lrsinθ+Lθcosθ  ̇ϕ

(14)
其中Lrsinθ+Lθcosθ 为陀螺仪对坐标原点的角

动量在水平面的投影,也即重力矩不仅使得陀螺

仪水平面内的角动量分量以ϕ̇ 进动,还使Lϕ=

mr2ċθ随时间变化,即章动角速度θ̇ 随时间的变

化,陀螺仪的运动是同时有进动和章动,两者“竞
争”。

2.2 陀螺仪的动力学分析

本文讨论的初始条件为θ0=
π
2
、ϕ0=0、̇θ0=

0、̇ϕ0=0的情况,初始陀螺仪的对称轴水平,根据

式(13),Lθ=Lrcotθ=-mr2csinθ̇ϕ,可得

ϕ̇=-
Lrcotθ
mr2csinθ

(15)

  由于 ϕ̇ 由0开始逐渐变大,当 ϕ̇ 很小时,

式(14)右侧第一项占主导,
 

θ由
π
2

开始变大,即陀

螺仪质心开始下沉,这个过程中随着极角θ变大,
由式(15)分析可得随着θ变大进动的角速度ϕ̇ 变

大,极向角动量Lθ 也变大;所以式(14)等号右侧

第二项 Lrsinθ+Lθcosθ  ̇ϕ=L2
rcotθ+Lθcosθ̇ϕ

随着θ变大增大,d
2θ
dt

变小,小于零后,章动由加快

变为减慢直到θ̇=0,章动到最低点。此时进动角

速度达到最大值;当陀螺仪的质心开始抬起,同样
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的分析进动角速度减小,当抬起到释放的高度,进
动角速度变为零;回到初始条件,这个过程周而复

始进行。
式(14)变形化简为

ḋθ
dt=-

Lr

mr2c
-ϕ̇cosθ  sinθ̇ϕ+g

rc
sinθ (16)

2.3 Matlab数值模拟求解

在ϕ̇ 与θ较小时,该方程与简谐振动动力学

方程趋近,所以章动类似简谐振动。利用式(15)、
式(16)离散可数值分析陀螺仪的质心的运动轨迹和

章动的频率,取Lr=4kg·m2/s、rc=0.3m、m=

2.5kg、g=9.81m/s2,初始条件为:θ0=
π
2
、ϕ0=

0、̇θ0=0、̇ϕ0=0。Matlab编程数值解求得陀螺仪

章动角与进动角之间的关系如图3所示,质心的

三维轨迹图如图4所示,章动角速度与进动角速

度关于时间的曲线如图5所示,图5很明显显示

了进动与章动的“竞争关系”和类似“简谐振动”,
图5中的t1 时刻,当章动角达到最大值时,章动角

速度为“零”,此刻进动角速度达到“最大值”;t2 时

刻当章动到初始释放位置时,章动角速度与进动

角速度同时回到零,与不考虑耗散力做功的机械

能守恒结论一致,数值仿真结果与很多学者其他

方法的数值解一致。[7,8]
 

图3 章动角与进动角的关系图

图4 陀螺仪质心的三维轨迹

如果初始时刻陀螺仪对称轴不在水平面内,

图5 章动角速度与进动角速度关于时间的关系,

实线是章动角速度,虚线是进动角速度

只改变式(13)让其等式右侧为初始角动量值即

可,基于本文推导的动力学方程,可以调整自转角

动量,质心位置,质量,初始条件等来验证陀螺仪

的更复杂运动。数值模拟结果表明如果Lr 很大,
章动角度非常小,实验中由于阻尼章动角速度逐

渐衰减为零,进动角速度趋近于定值,所以一般力

学教材只讨论进动,忽略章动。

3 结语

本文推导了球坐标系下的角动量定理,应用

其对陀螺仪的定点运动进行了动力学分析,在忽

略摩擦的理想情况下得出三个结果:陀螺仪自转

角速度不变;陀螺仪对过定点的竖直轴的角动量

守恒;陀螺仪的进动与章动的动力学方程。对动

力学方程数值模拟求解,给出了普通物理阶段的

学生就可以理解的陀螺仪的进动与章动清晰的物

理图像;本文只使用了角动量定理,没有用到机械

能守恒,理论思路清晰、简单、易理解。
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