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巧用碰撞恢复系数兼谈命题的合理性
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摘 要 利用碰撞恢复系数求解碰撞问题,相比习惯性的用能量守恒定律的求解过程,用碰撞

恢复系数处理碰撞问题更具优势:线性方程结果唯一,计算更便捷,适用范围更广,弥
补了能量守恒仅能求解完全弹性碰撞问题的局限;能解决质点与质点、质点与刚体、刚
体与刚体之间的正碰撞和斜碰撞等各种碰撞问题;同时利用碰撞恢复系数还可以快速

判断碰撞问题的命题合理性,对不合理命题进行修正。希望借助碰撞恢复系数,加深

学生对碰撞过程的理解,对教师自主命题的合理性也起借鉴作用。
关键词 恢复系数;碰撞;运动状态;命题合理性
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Abstract Using
 

the
 

coefficient
 

of
 

restitution
 

to
 

solve
 

collision
 

problems
 

has
 

more
 

advantages
 

than
 

the
 

conventional
 

method
 

of
 

using
 

the
 

law
 

of
 

conservation
 

of
 

energy:
 

the
 

results
 

of
 

linear
 

equations
 

are
 

unique,
 

the
 

calculations
 

are
 

more
 

convenient,
 

and
 

the
 

scope
 

of
 

application
 

is
 

broader,
 

compensating
 

for
 

the
 

limitation
 

of
 

the
 

law
 

of
 

conservation
 

of
 

energy,
 

which
 

can
 

only
 

solve
 

problems
 

of
 

perfectly
 

elastic
 

collisions.
 

It
 

can
 

solve
 

various
 

collision
 

problems,
 

including
 

di-
rect

 

and
 

oblique
 

collisions
 

between
 

particles
 

and
 

particles,
 

particles
 

and
 

rigid
 

bodies,
 

and
 

rigid
 

bodies
 

and
 

rigid
 

bodies.
 

Moreover,
 

the
 

coefficient
 

of
 

restitution
 

can
 

also
 

be
 

used
 

to
 

quickly
 

judge
 

the
 

ration-
ality

 

of
 

collision
 

problems
 

and
 

correct
 

unreasonable
 

propositions.
 

It
 

is
 

hoped
 

that
 

the
 

use
 

of
 

the
 

coeffi-
cient

 

of
 

restitution
 

will
 

deepen
 

students􀆳
 

understanding
 

of
 

the
 

collision
 

process
 

and
 

also
 

serve
 

as
 

a
 

ref-
erence

 

for
 

teachers
 

in
 

creating
 

reasonable
 

problem
 

propositions.
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  碰撞问题是常见的物理现象,在工程技术和

日常生活中常有应用。例如,在汽车安全设计中,
碰撞测试是确保乘客安全的重要环节;在体育运

动中,球类运动的击球过程本质上也是一种碰撞;
在军事领域,子弹射击标的物也涉及碰撞的物理

原理。然而,由于中学物理与大学物理教学内容

存在差异性[1],碰撞问题常常被简化为完全弹性

碰撞,并假设在碰撞瞬间内力远大于外力,因此碰

撞时可以保持动能守衡,外力忽略不计[2]。
基于这种理想化假设,中学物理中处理碰撞

问题的常用方法是依靠动量守恒定律和能量守恒

定律(系统动能守恒)联立求解。这种方法虽然物

理意义明确,但其前提条件限制了其应用范围。
对于非完全弹性碰撞,或者在碰撞过程中外力冲

量不可忽略,即内力和外力在同一量级,外力不能

忽略的情况下,这种简化的方法容易产生计算误

差,导致结果不准确。
实际上,由于大部分学生对动量守恒早已耳

熟能详,即使在大学阶段,学生学习了“大学物理”
或工程类学生学习了“理论力学”,课程中均涉及

了角动量守恒定律,同学们仍习惯于采用动量守

恒解决碰撞问题。然而,除了涉及一维两个质点

对心碰撞问题外,在工程实际中,更多讨论的是刚

体转动的碰撞问题。这类问题在大多数情况下仅

能满足角动量守恒,而无法满足动量守恒。
当然,即便学生能够针对转动问题运用角动

量守恒和能量守恒进行联合求解完全弹性碰撞问

题,但却通常需要解二次方程,这使得计算过程相

对繁琐和复杂。对于较为复杂的非完全弹性问

题,依然难以准确求解。那么,如何在复杂碰撞问

题中实现既准确又便捷的计算呢?
本文将引入碰撞恢复系数e,通过一次方程表

达碰撞前后的速度关系,从而简化碰撞问题的计

算过程;分析恢复系数在不同类型碰撞问题中的

应用优势,同时探讨碰撞恢复系数e 在命题合理

性验证中的重要作用,帮助学生准确理解碰撞

问题。

1 碰撞恢复系数e定义

碰撞恢复系数e是描述碰撞特性的重要物理

量,它的初始定义是表征两个质点碰撞时能量耗

散的程度,这一概念最初源于牛顿对质点碰撞的

图1 碰撞恢复系数表达式示意图

研究[3]。该系数与碰撞物体的质量无关,但与碰

撞次数有关[4]。初始定义为两个质点相互碰撞

后,碰撞结束时的分离速度与碰撞开始前的接近

速度之比,若设质点m1 的初始速度为v1,分离速

度为u1;质点 m2 的初始速度为v2,分离速度为

u2,则恢复系数e的表达式为

e=
u2-u1

v1-v2
(1)

其中,v1-v2 称接近速度,即质点 m1 相对质点

m2 接近时的速度;u2-u1 称分离速度,m2 相对

m1 离开时的速度。
以上定义针对质点碰撞,对于刚体运动,定义

碰撞恢复系数e为碰撞点的分离速度与靠近速度

的比值,即

e=
碰撞结束后碰撞点的分离速度
碰撞开始前碰撞点的接近速度

(2)

  以刚体力学中最为经典的小球与直杆碰撞

为例,图2所示。假设直杆可绕通过其顶端并与

杆垂直的光滑水平O 轴转动,碰撞点位置B 距

离O 轴为a,直杆原处于静止状态,小球以v1 的

接近速度撞击直杆后,以v2 的反向速度分离,直
杆碰撞后获得角速度为ω。那么碰撞点B 获得

的分离速度为aω,根据式(2),其恢复系数可以

简化为

e=
aω+v2

v1
(3)

图2 小球与直杆碰撞示意图

  e
 

=1为完全弹性碰撞,此时能量损耗为0;

e=0为完全非弹性碰撞,此时能量损耗最大[5],表
现为碰撞物体之间相互黏连,形成相同的速度,即
u2-u1=0,碰撞后分离速度为0;0<e<1,称为非

完全弹性碰撞,常见于碰撞后回弹。
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2 碰撞恢复系数e在完全弹性碰撞中的简化计算

碰撞问题的传统解法采用动量守恒定律和能

量守恒定律联合求解。然而,这种方法仅能处理

质点与质点之间的碰撞问题。对于刚体转动问

题,则需引入角动量守恒定律,若联合能量守恒定

律求解,也仅能解决完全弹性碰撞问题。
以下案例主要探讨刚体系统的碰撞问题,将

运用角动量守恒定律,联合能量守恒和碰撞恢复

系数两种方法进行求解。对比这两种方法,阐释

恢复系数在解决碰撞问题的应用优势。
如图3所示。一长为l、质量为m 的匀质细

杆的一端悬于O 点,可绕通过该点的水平轴自由

转动。在O 点又有一轻绳,悬一质量为 m 的小

球。当小球偏离竖直方向某一角度时,由静止释

放,小球在O 点正下方与静止的细杆发生完全弹

性碰撞。问绳多长时,碰后小球恰好静止?

图3 球与杆碰撞简图

接下来分以下2种情况讨论。

1)
 

采用角动量守恒定律及能量守恒定律

将小球和和细杆作为整体研究对象,那么在

碰撞过程中,碰撞所产生的力为内力,系统只受到

两物体的重力及O 轴对杆的作用力,包括FOx 与

FOy。若以轴心作为取矩点,碰撞瞬间,小球与直

线均处于竖直位置,重力作用线经过矩心,不提供

力矩,轴反力通过轴心,同样不提供力矩,因此,在
碰撞过程中,满足系统角动量守恒。

设撞前球的速度为v0,撞后杆角速度为ω,
可得

mv0x= ml2/3  ω (4)

  小球与细杆发生完全弹性碰撞,不存在能量

损失,动能保持不变,故
1
2mv0

2=
1
2 ml2/3  ω2 (5)

  联合式(4)和式(5),可得x= 3l/3。

2)
 

采用角动量守恒定律及恢复系数解法

根据式(3),确定碰撞恢复系数e=
xω
v0
,由于

发生完全弹性碰撞,恢复系数e=1。故

v0=xω (6)

  联合式(4)和式(6),可得一次方程求解结果

x= 3l/3 (7)

  以上两种方法求解结果完全相同,说明在约

束刚体的完全弹性碰撞问题中,碰撞恢复系数与

能量守恒方程具有等价性。在文献[6]中,也说明

了在对心碰撞中,借助恢复系数能建立能量损失

的统一表达式。因此,对于常规的碰撞问题,碰撞

恢复系数代替能量守恒方程求解,能够简化运算,
计算更便捷。

若将式(7)代入式(4),可得,ω=
3v0

l
,那么

碰撞后的系统动量为:P末=mvC=mrCω。其中,

vC 为 杆 件 质 心 速 度。碰 撞 前 的 系 统 动 量 为:

p初=mv0,只有当vC=v0
 时,碰撞前后系统的动

量相等,碰撞过程才有可能动量守恒。而此时,

rC=
l
2
,显然,P末=m

l
2×

3
lv0=

3
2mv0≠P初。

即使在完全弹性碰撞中,系统也并不能完全

遵循动量守恒,刚体碰撞问题能够采用动量守恒

定理需要在特定的碰撞点才能成立[7]。如在本案

例中,若撞击点x=
2l
3

时,结合质心运动定理和定

轴转动定律,能够证明出轴承约束力Fox=0,此时

系统满足动量守恒,但并不能满足碰后小球恰好

静止。
实际上,刚体系统的碰撞问题若恰巧能满足

动量守恒,是因为在碰撞时刚好击打了撞击中心,
使得轴承约束力为0。然而,在一般情况下,在碰

撞过程中,轴承约束会对构件施加与冲击力同等

量级的反冲击力,此时冲量将不可忽视,动量不守

恒。但是,若不计摩擦,轴承处所产生的冲量矩总

是为零,系统对转轴的角动量守恒。

3 碰撞恢复系数e在碰撞问题中的合理性验证

对完全弹性碰撞对应e=1的情形,碰撞恢复

系数e可以简化碰撞计算问题,而完全非弹性碰
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撞是e=0的情形,可以确定碰撞物体最大能量损

耗。那么,在一般情况下,即0<e<1时,情况又

如何呢? 在这种碰撞过程中,由于非保守力做功,
机械能不守恒。系统发生碰撞后,其运动变化能

否通过恢复系数快速确定?
这是一道在大学物理中常见的例题。文献[8]

中也对该类问题的求解过程进行了分析。
图4所示。长为l的轻杆,两端各固定质量

分别为m 和2m 的小球,杆可绕水平光滑固定轴

O 在竖直面内转动,转轴O 距两端分别为2l/3和

l/3。轻杆原来静止在竖直位置。今有一质量为

m 的小球A,以水平速度v0 与杆下端小球m 作

对心碰撞,碰后以v0/2的速度返回,试求碰撞后

轻杆所获得的角速度。

图4 三球碰撞模型

解题的思路很明显,题目中并未涉及小球与

小球之间的碰撞是否属于完全弹性碰撞,因此不

能采用能量守恒求解;若将三个小球及轻杆作为

系统研究,外力包括重力及转轴O 处的约束力。
题目中未提及对心撞击力与约束力之间的相互关

系,未能明确约束力是否远小于撞击力或约束力

等于0,因此不能采用动量守恒求解。
在碰撞瞬间,三个小球均处于竖直位置,重力

作用线经过转轴O,相对转轴O 不提供力矩,转轴

处的约束反力通过轴心,同样不提供力矩,因此,
在碰撞过程中,系统满足转轴O 角动量守恒。假

设以垂直纸面向外的方向为角动量的正方向,
可得

 mv0·
2
3l=

2l
3  

2

mω+

      l
3  

2

·2mω-
2
3ml·12v0

此时 ω=
3v0

2l
(8)

但若将式(8)代入碰撞恢复系数校核,那么,

撞击点初始速度v2=0,撞击后速度u2=
2
3lω=

v0,小球A撞击前初始速度v1=v0,撞击后速度

为u1=-
v0

2
,可得,e=

3
2>1

。

根据恢复系数的定义,e 最大值为1,且仅在

完全弹性碰撞的情况下才能达到1。因此,本命题

不合理。
若采用撞击前后动能对比校核。取三个小球

及轻杆作系统分析。

撞击前动能:T1=
1
2mv2

0

撞击后动能:T2=
1
2m

v0

2  
2

+
1
2×2m×

1
3lω  

2

+
1
2m× 2

3lω  
2

=
7
8mv0

2

T2>T1,撞击瞬间,重力未做功,约束力未做

功,撞击后动能却大于撞击前动能,再一次确定命

题的不合理性。文献[8]对该命题的求解方式进

行了说明,却未进一步说明命题的不合理性。
作为检验碰撞前后动量不守恒但动量矩守恒

的经典例题,如何对该命题进行合理修正? 假设

在该命题情境下,碰撞为理想的完全弹性碰撞,系
统将获得最大动能,对应碰撞恢复系数e=1。

基于以上的思路,对命题进行修正如下。
长为l的轻杆,两端各固定质量分别为m 和

2m 的小球,杆可绕光滑固定轴O 转动,转轴O 距

两端分别为2l/3和l/3。轻杆原来静止在竖直位

置。今有一质量为m 的小球A,以水平速度v0 与

杆下端小球m 发生完全弹性碰撞,试求碰撞后小

球A的速度v 和轻杆所获得的角速度ω。
题目中关于小球的质量、转轴两端长度及小

球水平速度与原题一致,但在碰撞中选取了理想

的状态,即发生完全弹性碰撞,e=1。
根据前面的分析,系统满足角动量守恒

mv0·
2
3l=

2
3ml2ω-mv·23l

(9)

  碰撞恢复系数

e=
u2-u1

v1-v2
=

2
3ωl+v

v0
=1 (10)
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  联立式(9)和式(10),可得

v=
1
5v0, ω=

6
5

vo

l
  对碰撞前后,能量进行校核。撞击前动能

T1=
1
2mv2

0

  撞击后动能

T2=
1
2m

v0

5  
2

+
1
2×2m×

1
3lω  

2

+

1
2m×

2
3lω  

2

=
1
2mv0

2

  再一次说明,有约束刚体的完全弹性碰撞和

恢复系数e=1具备等价性,碰撞全过程内力做功

和为0,系统碰前碰后动能守恒。
因此,在该命题中,碰撞后小球A 的最大返

回速度不得超过
1
5v0,任何超过该速度的命题均

为伪命题,在实际情况下不可能发生。
采用碰撞恢复系数检验碰撞问题的命题合理

性,将碰撞前后的速度关系用一次方程表达,在一

般情况下,只需联立角动量守恒定律即可完成验

算校核,并能快速获得碰撞后物体的运动情况。
相较于能量方程中的速度关系二次方程,这种表

示方式更为直观清晰,求解过程也更简便,适用于

简化工程类问题的命题和校核分析。此外,该方

法还能帮助学生从多个角度 思 考 解 决 问 题 的

思路。

图5 小球与杆件垂直碰撞图

再例如,小球与杆件非完全弹性碰撞问题。
图5所示,一质量为 M 匀质细杆,长为l,开始时

处于自然下垂静止状态,它可以自由地绕水平轴

O 旋转。今有一质量为m=M/10的小球以速度

v 垂直击中杆的下端,并以速度v/5反弹。这样

的命题是否合理。若采用碰撞恢复系数校核,思
路如下。

以小球和杆组成的系统为研究对象,在小球打

杆的过程中,外力对转轴O 的合外力矩为零,满足

角动量守恒:m·v·l=
1
3 10m  l2ω-m·

v
5
·

l,解得,ω=
9v
25l
,故,撞击点速度u2=ωl=

9v
25
。

代入式(1),得恢复系数e=
14
25<1

,满足要

求,命题合理。也说明该碰撞为非完全弹性碰撞。

4 碰撞恢复系数在斜碰撞问题中的推广应用

在处理碰撞问题时,不能仅局限于正碰撞。
在工程实践中,还存在着大量的斜碰撞问题,斜碰

撞问题需要对式(2)进行修正,碰撞点碰撞前后的

速度为沿着公法线方向速度投影,即

e=
u2n -u1n

v1n -v2n
(11)

  同样以一个完全弹性碰撞问题示例。如图6
所示,有一质量为m1 的小球以初始速度为v0,角
度为α撞击均质直杆的下端。若匀质直杆质量为

m2,长为l,开始时处于自然下垂静止状态,且可

以自由地绕水平轴O 旋转。小球与直杆发生完全

弹性碰撞。求碰撞后小球的速度v1 和直杆所获

得的角速度ω,以及小球反弹角度β。

图6 小球与杆件斜碰撞示意图

以小球为研究对象,完全弹性碰撞,碰撞点

无摩擦,碰撞过程不计重力影响,竖直方向动量

守恒

v0sinα=v1sinβ (12)

  以小球和杆组成的系统为研究对象,斜碰撞为

完全弹性碰撞,碰撞恢复系数e取1,代入式(11),
可得

v0cosα=lω+v1cosβ (13)

  在小球与直杆碰撞过程中,外力对转轴O 的

合外力矩为零,满足角动量守恒

06
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m1·v0·l·cosα=
1
3m2l2ω-m1·v1·l·cosβ

(14)
  联立式(13)及式(14),可得

ω=
2m1v0cosα

 m1+
1
3m2 l

(15)

  联立式(12)及式(13),可得碰撞后小球的速

度v1,以及小球反弹角度β,有

tanβ=
v0sinα

v0cosα-lω
(16)

v21=v2
0+l2ω2-2v0lωcosα (17)

  式(15)中,若α取值为0°,则为小球与直杆水

平对碰,在小球初始速度及小球质量、直杆质量、
长度确定的情况下,

 

直杆获得最大角速度,为

ωmax=
2m1v0

 m1+
1
3m2 l

。

此时,式(16)中,β=0,小球水平反弹。代入

式(17),反弹速度为:v1=v0-lω。
小球初始速度、反弹速度、直杆碰撞点速度再

一次满足碰撞恢复系数e初始定义式(1)。
碰撞前后系统动能校核。撞击前动能

T1=
1
2mv2

0

  撞击后动能

T2=
1
2m1v2

1+
1
2×

1
3m2l2ω2 (18)

  将式(17)代入式(18),有

T2=
1
2m1v2

0+
1
2m1l2ω2-m1v0lwcosα+

1
2×

1
3m2l2ω2

=
1
2m1v20+

1
2l

2ω2 m1+
1
3m2  -m1v0lwcosα

(19)

  将式(15)代入式(19),有

T2=
1
2m1v2

0+

1
2l

2ω·
2m1v0cosα

m1+
1
3m2  l

(m1+
1
3m2)-

m1v0lwcosα

=
1
2m1v2

0=T1

  结果显示,系统在碰撞前后动能守恒,这与完

全弹性碰撞的定义相吻合。针对复杂的斜碰撞问

题,通过引入碰撞恢复系数代替能量方程,能够迅

速获得碰撞物体的运动状态。此外,对于非完全

弹性碰撞,巧用碰撞恢复系数,可以进一步明确碰

撞前后的速度关系,从而进一步计算出系统在碰

撞过程中能量损失。

5 结语

碰撞恢复系数是描述碰撞特性的关键物理

量,在处理实际复杂碰撞问题时,能够有效确定物

体的运动状态。其计算过程简便,不仅提升了解

题效率,还能辅助判断物理命题的合理性。无论

是简单的质点碰撞,还是复杂的刚体系统碰撞,碰
撞恢复系数均能发挥重要作用。在教学实践中,
适时引入碰撞恢复系数的概念,有助于学生深入

理解碰撞过程,培养其物理思维能力。此外,在物

理命题设计中,借助恢复系数进行合理性检验,能
够确保题目严格遵循物理规律,避免出现不合理

的设定。
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