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转动惯量张量教学内容创新实践
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摘 要 张量是理论物理中非常重要的一个概念。转动惯量张量是本科课程中学生第一次接

触张量这个概念。本文尝试通过对转动惯量张量教学内容的创新,对刚体转动惯量张

量的教学内容进行重新编排,先计算刚体定点转动角动量,再引入矩阵形式,最后引进

转动惯量张量、并矢的概念及其计算规则。让学生理解张量的引入是自然而然的,只
是对问题描述数学形式的一种,但能带来方便。以此为切入点,为学生后续学习包含

张量的理论打下坚实的基础,同时培养学生的创新思维。
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Abstract Tensors
 

are
 

a
 

very
 

important
 

concept
 

in
 

theoretical
 

physics.
 

The
 

inertia
 

tensor
 

is
 

the
 

first
 

concept
 

of
 

tensors
 

that
 

students
 

encounter
 

in
 

undergraduate
 

courses.
 

This
 

paper
 

at-
tempts

 

to
 

innovate
 

the
 

teaching
 

content
 

of
 

the
 

inertia
 

tensor
 

by
 

reorganizing
 

the
 

teaching
 

con-
tent

 

of
 

the
 

inertia
 

tensor
 

of
 

rigid
 

bodies.
 

It
 

starts
 

with
 

calculating
 

the
 

angular
 

momentum
 

of
 

a
 

rigid
 

body
 

rotating
 

about
 

a
 

fixed
 

point,
 

then
 

introduces
 

the
 

matrix
 

form,
 

and
 

finally
 

intro-
duces

 

the
 

concept
 

of
 

the
 

inertia
 

tensor,
 

dyadic
 

notation,
 

and
 

their
 

calculation
 

rules.
 

This
 

ap-
proach

 

helps
 

students
 

understand
 

that
 

the
 

introduction
 

of
 

tensors
 

is
 

natural
 

and
 

is
 

just
 

a
 

math-
ematical

 

form
 

of
 

problem
 

description,
 

but
 

it
 

brings
 

convenience.
 

Using
 

this
 

as
 

a
 

starting
 

point,
 

it
 

lays
 

a
 

solid
 

foundation
 

for
 

students􀆳
 

subsequent
 

learning
 

of
 

theories
 

involving
 

tensors
 

and
 

also
 

cultivates
 

their
 

innovative
 

thinking.
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  刚体转动是大学本科课程分析力学或理论力

学中的重难点内容之一,包括刚体的定轴转动与

定点转动[1-4]。对于刚体的定轴转动,因为角动量

方向与角速度方向平行,只需要引入转动惯量(标
量)就可以描述。从方程形式上看可以让转动问

题与平动问题类比,相对简单,容易被学生接受。
但在讨论刚体定点转动时,由于刚体角动量方向

与角速度方向不平行,会引入转动惯量张量或并

矢的概念,同时还需要引入并矢的计算规则。这

是学生在本科阶段首次接触张量或并矢的概念,
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也是讲授刚体定点转动的一个难点。不同的教科

书对此问题的切入点不同。有的是直接引入并矢

的定义及计算规则[1];有的是通过计算刚体的转

动角动量并引入转动惯量的矩阵形式[2,
 

3];有的

是通过计算刚体的转动动能并引入转动惯量的矩

阵形式[4]。张量是理论物理中的一个非常重要的

概念,比如电动力学中的电磁张量,场论中的协

变、逆变张量,广义相对论中的高阶张量[5]等。更

深层次的是张量的客观性和非坐标依赖性,这些

是其作为数学和物理学工具的核心特征,体现了

与参考系或坐标系选择无关的几何与物理本质。
同时,张量在坐标变换下满足分量变换规则,随着

张量的阶数增加会变得更复杂[5]。涉及张量的高

阶课程,其学习难度会增加非常多。因此,在本科

学习中让学生能理解张量的内涵意义重大。
关于讨论刚体转动惯量的文章,主要集中在

转动惯量张量的具体计算、转动惯量张量在不同

坐标系下的变换及历史[6-7]。在文献[8]中,我们

按照逆向思维引导学生提问,是否必须引入转动

惯量张量或并矢这个物理量才能描述刚体转动?
当然答案是否定的。表明刚体转动惯量张量或并

矢的引入,只是一种新的数学表示形式,但对物理

问题的描述更方便,更能体现物理内涵。这是我

们对转动惯量张量的教学方法进行创新的起点。
同时转动惯量张量及并矢计算规则的引入是对学

生之前所学知识的拓展,是培养学生的创新思维

的土壤。同时告诉学生,创新不是无源之水,不是

空中楼阁,而是植根于已有的知识对实际问题提

出的解决方案。
本文通过计算刚体定点转动角动量,展示作者

如何自然引入刚体转动惯量张量及并矢概念的教学

实践,让学生知其然并知其所以然,降低学生学习此

知识点的难度。同时通过此知识点中从0到1的创

造性,强调在教学中培养学生的创新思维。值得指出

的是,人工智能赋能本科教学已经开始实施,但在这

种深度理解与创造性上,还无法完全替代老师。

1 刚体定点转动的角动量

由于生活中常见的刚体转动是定轴转动,教
学中可以通过玩具陀螺展示刚体的定点转动,并
举例我国卫星飞行姿态的调整等。刚体可以看作

是一个多质点系统且质点与质点之间的相对距离

不变。对于定点转动的刚体,其角动量为

L=∑
n

a=1
ra ×pa =∑

n

a=1
mara ×(ω×ra) (1)

利用矢量叉乘公式

A×(B×C)=(A·C)B-(A·B)C (2)
将式(1)中的矢量计算展开

L=∑
n

a=1
ma[(ra·ra)ω-(ra·ω)ra]

=∑
n

a=1
ma[(x2

a +y2
a +z2a)ω-

 (xaωx +yaωy +zaωz)ra] (3)
取角动量的x 分量

Lx =∑
n

a=1
ma[(x2

a +y2
a +z2a)ωx -

(xaωx +yaωy +zaωz)xa]

=∑
n

a=1
ma(y2

a +z2a)ωx -∑
n

a=1
maxayaωy -

∑
n

a=1
maxazaωz (4)

同理可得角动量的y,z分量

Ly =-∑
n

a=1
mayaxaωx +∑

n

a=1
ma(x2

a +z2a)ωy -

∑
n

a=1
mayazaωz (5)

Lz =-∑
n

a=1
mazaxaωx -∑

n

a=1
mazayaωy +

∑
n

a=1
ma(x2

a +y2
a)ωz (6)

可见,刚体定点转动角动量的描述不需要引入转

动惯量张量的概念。同时,式(4-6)可以写成矩阵

形式

Lx

Ly

Lz  =
∑
n

a=1
ma(y2a+z2a)-∑

n

a=1
maxaya -∑

n

a=1
maxaza

-∑
n

a=1
mayaxa ∑

n

a=1
ma(x2a+z2a)-∑

n

a=1
mayaza

-∑
n

a=1
mazaxa -∑

n

a=1
mazaya ∑

n

a=1
ma(x2a+y2a)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

·

ωx

ωy

ωz  (7)

通过变量代换,将式(7)进行适当简化,定义变量
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Ixx =∑
n

a=1
ma(y2

a +z2a),
 

Ixy =Iyx =-∑
n

a=1
maxaya

Iyy =∑
n

a=1
ma(z2a +x2

a),
 

Iyz =Izy =-∑
n

a=1
mayaza

Izz =∑
n

a=1
ma(x2

a +y2
a),

 

Izx =Ixz =-∑
n

a=1
mazaxa

(8)
可得

Lx

Ly

Lz  = Ixx Ixy Ixz

Iyx Iyy Iyz

Izx Izy Izz  ωx

ωy

ωz  (9)

  角动量与角速度均是矢量,只需要一个角标

描述。角速度列向量前面的系数矩阵对应着一个

物理量,需要两个角标才能完全描述其全部信息,
与矢量不同,称为转动惯量张量。值得指出的是,
刚体转动惯量张量矩阵是对称实矩阵,利用式(9)
可以很方便地找到刚体的惯量主轴方向,方便刚

体运动问题的解决。

2 转动惯量张量与并矢

任意一矢量可以用单位矢量展开,也可用列向

量描述,它们是描述矢量的不同的数学表示。原则

是不同的数学表示需保留所描述量的全部信息,信
息不能丢失。那么,转动惯量张量对应的矩阵能否

用类似于矢量的记法? 如果有,如何包含转动惯量

张量所有的信息,相应的计算规则又是什么?
转动惯量张量矩阵中的每一个矩阵元需要两

个指标,自然的想法是如果采用类似矢量的记法,
则需要两次点乘,且这两次点乘需要彼此独立。
实现的方式是将两个矢量并排写在一起,即并矢,
彼此之间不进行运算。矢量A,B 记为

A=Aiei+Ajej +Akek (10)

B=Biei+Bjej +Bkek (11)
由矢量A,B 构造的并矢为

AB=AiBieiei+AiBjeiej +AiBkeiek +
AjBiejei+AjBjejej +AjBkejek +
AkBiekei+AkBjekej +AkBkekek  (12)

其有9个分量。可见并矢包含的信息量与3×3
实矩阵的信息量是一样的。可以通过两次点乘得

到各分量的信息,例如

(AB)ij =ei·AB·ej =AiBj (13)

从以上的分析可以猜想,原则上,并矢可以是刚体

转动惯量张量的另一种数学表示。利用并矢的概

念,角速度矢量可以改写为

ω=∑
3

i=1
ωiei=∑

3

i=1
eiei·ω (14)

刚体定点转动的角动量为

L=∑
n

a=1
ma[(ra·ra)ω-(ra·ω)ra]

=∑
n

a=1
ma[(r2a∑

3

i=1
eiei)·ω-rara·ω]

=∑
n

a=1
ma[(r2a∑

3

i=1
eiei)-rara]·ω

=I
↔
·ω (15)

记转动惯量并矢为

I
↔

=∑
n

a=1
ma r2a∑

3

i=1
eiei  -rara  (16)

按照并矢的计算规则,角动量的x 分量为

Lx =ex·L=ex·I
↔
·ω=ex·I

↔
·∑

3

i=1
ωiei

=Ixxωx +Ixyωy +Ixzωz (17)
同理可得角动量的y,z分量

Ly =Iyxωx +Iyyωy +Iyzωz (18)

Lz =Izxωx +Izyωy +Izzωz (19)
转动惯量张量的分量与式(8)一致。由此可见,利
用并矢也可以对刚体的定点转动角动量进行描

述,但形式上非常简洁L=I
↔
·ω,与平动的动量公

式形式一致,让转动与平动具有了对称性。

3 刚体转动的动能

刚体的运动可以分解为刚体质心的平动与绕

质心的转动,其动能可以分解为刚体质心平动动

能与绕刚体质心转动动能之和,即

T=Ttrans+Trot (20)
其中绕刚体质心转动动能为

Trot=∑
n

a=1

1
2ma􀱆2a =∑

n

a=1

1
2ma􀱆a·(ω×ra)

=
1
2∑

n

a=1
pa·(ω×ra)=

1
2∑

n

a=1
ω·(ra ×pa)

=
1
2ω
·L=

1
2ω
·I
↔
·ω (21)

可见,刚体绕质心转动的动能也可以由转动惯量
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张量并矢描述,且形式简洁。

4 教学反馈

在笔者对所带本科生班级实施本文中讨论的

关于刚体的转动惯量张量和并矢的教授后,学生

普遍反馈比教材[1-2,4]中的对应内容逻辑性更强,
更容易理解为什么引入转动惯量张量和并矢及相

应的计算规则,理解了并矢是转动惯量张量的另

一种数学形式。更加可贵的是从刚体的转动惯量

张量和并矢的构造过程中体验到了从0到1的创

新过程和创新的内涵,拓展了思维。这与笔者之

前按照教材中的内容对此知识点进行教授的学生

反馈形成鲜明对比,表明了本文中的讨论在教学

实践中得到了学生的肯定。

5 结语

本文通过讨论刚体的转动惯量张量和并矢的

自然引入———先计算刚体定点转动角动量,再引

入矩阵形式,最后引进转动惯量张量、并矢的概念

及其计算规则,让学生不仅知其然还知其所以然,
亲历一次从0到1的构造范式,降低学习刚体定点

转动问题的难度。转动惯量张量矩阵的引入,方便

寻找刚体的惯量主轴,使得刚体问题容易解决。引

入转动惯量并矢,使刚体的物理量表达式更加简

洁,使转动与平动的公式具有对称性。我们强调,
只要不丢失信息,对同一物理量可以有不同的数学

描述形式,往往引入新的数学描述形式会带来对问

题描述的方便。但创造引入新的数学形式时,同时

也需要创造性地引入新的计算规则。例如数学、物
理中引入求和符号与求和哑标时,会引入不同求和

哑标不能用同一个符号的规则。在矩阵力学建立

的过程中,海森堡在不知道矩阵计算规则的情况

下,为描述氢原子光谱时创造性地给出了与矩阵计

算规则一样的数学表达式。通过刚体的转动惯量

张量和并矢的引入问题,让学生体会到创新并非凭

空而来,是根植于已有知识为解决问题主动创造更

优描述方式的必然结果,这与当前大学物理学专业

“厚数理基础、强创新能力”的培养目标同频共振。
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