
物理与工程 Vol.35 No.6 2025

基于梁弯曲问题的弹性力学教学实践研究

岳 盈 赵 霞 赵 伟 韦先涛 王中平 张增明

(中国科学技术大学国家级物理实验教学示范中心,安徽
 

合肥 230026)

摘 要 弹性力学是物理学与工程领域之间的重要接口,蕴含丰富的数学工具与物理概念,对
学生夯实理论基础与提升实践能力具有重要意义。本文围绕梁的弯曲问题,从弹性力

学基本方程的角度阐述了铁木辛柯梁理论的构建思路,并结合格林函数法与拉普拉斯

变换求解了挠度方程。以干意大利面与3D打印支架构建的外伸梁为教学模型,通过

计算挠度曲线并模拟应变场,与实验测量结果对比,验证了理论模型与数值方法的有

效性。本研究将理论模型、数值计算、仿真模拟与实验测量深度融合,可为高校物理与

工程类课程的实验教学提供一个启发性的教学案例。
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Abstract Elasticity
 

is
 

an
 

important
 

interface
 

between
 

physics
 

and
 

engineering,
 

encompassing
 

a
 

wealth
 

of
 

mathematical
 

tools
 

and
 

physical
 

concepts,
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of
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for
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and
 

enhance
 

their
 

practical
 

abilities.
 

This
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on
 

the
 

bending
 

problem
 

of
 

beams
 

and
 

elaborates
 

on
 

the
 

construction
 

of
 

Timoshen-
ko

 

beam
 

theory
 

from
 

the
 

perspective
 

of
 

the
 

basic
 

equations
 

of
 

elasticity.
 

The
 

deflection
 

equa-
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is
 

solved
 

by
 

combining
 

the
 

Green􀆳s
 

function
 

method
 

and
 

the
 

Laplace
 

transform.
 

A
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teaching
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and
 

a
 

3D-printed
 

support
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used.
 

By
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curve
 

and
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and
 

comparing
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results
 

with
 

experimental
 

measurements,
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effectiveness
 

of
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theoretical
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and
 

numerical
 

methods
 

is
 

verified.
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can
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  弹性力学研究固体材料在受到外力作用时如

何变形以及内部应力的分布情况,是物理学与工

程力学、材料科学之间的桥梁。尽管弹性力学不

在物理系本科生的专业必修课程列表中,但学习
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它仍然具有重要的意义。一方面,弹性力学作为

固体力学的分支,涵盖了连续介质力学的基本概

念和数学工具,如张量分析与微分方程等内容。
这些知识不仅经典力学内容相衔接,也为学生进

一步理解量子力学、广义相对论等后续课程提供

了必要的数学与物理基础。另一方面,探究应力

与应变之间的关系可以帮助学生更好地理解固体

材料的行为,拓宽学生在工程力学、新材料开发等

领域的知识面。实际上,像国际青年物理学家竞

赛(IYPT)和全国大学生物理实验竞赛(创新赛)
等面向物理系学生的赛事,其赛题中常涉及弹性

力学内容。例如,2025年IYPT的“尺子加农炮”
与创新赛中的“弱压力测量”问题,均需用弹性力

学理论进行分析。通过这些学科竞赛或研究性课

题,可在实验教学中引入弹性力学的实际问题案

例,引导学生将理论知识与实践相结合,提升其解

决实际物理问题的能力。
梁的弯曲问题是弹性力学中的经典内容之

一,具有重要的理论与实际意义。为了体现弹性

力学理论的系统性与一般性,本文从基本方程出

发,介绍了经典梁理论的构建过程。同时,引入格

林函数法和拉普拉斯变换等数学工具来求解其控

制方程。在具体应用方面,以一种典型的外伸梁

结构为研究对象,通过数值方法求解挠度方程,并
通过仿真模拟关联应变场。验证性实验部分借助

3D打印技术制作实物模型,并利用Tracker软件

对梁的弯曲变形进行可视化测量与分析,实验结

果与理论分析呈现出良好的一致性。该教学实例

有助于学生理解弹性力学的基本理论并应用于实

际问题,可作为高校实验教学中具有实践价值的

教学案例。

1 弹性力学理论基础

弹性力学的基本方程是描述应力、应变与位

移之间关系的核心数学框架,主要包括平衡方程、
几何方程和本构方程三类,其张量表达式为

  

σij,j +Fi=0 ①

εij =
1
2 ui,j +uj,i   (i,j=x,y,z) ②

σij =λεkkδij +2μεij ③

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

其中,平衡方程描述了物体内部应力场与外力之

间的平衡关系(式1①),满足牛顿第二定律,式中

σij,j 为应力分量,Fi 为体积力(如重力)。几何方

程(应变 位移关系)描述了应变张量与位移场之

间的数学关系,在小变形条件下其张量表达式如

式1②所示,式中εij 为应变分量,ui,j 和uj,i 代表

位移梯度张量的分量。本构方程(广义胡克定律)
建立了应力张量与应变张量之间的关系,式1③给

出了各向同性线弹性材料的本构关系,式中εkk 表

示体积应变,λ和μ 为拉梅常数,δij 为克罗内克符

号。这三类基本方程相互耦合,共同构成了描述

弹性体力学行为的完备方程组。弹性力学中的经

典梁理论均可由这三类基本方程导出。

2 基于铁木辛柯梁理论的建模

欧拉 伯努利梁理论基于细长梁假设,研究小

变形条件下的梁弯曲行为,通过忽略剪切应变,可
由几何方程与本构方程直接推导得出。然而,在
实际工程应用中,特别是当梁的高跨比较大时,剪
切变形的影响不可忽略。为描述此类梁的力学行

为,发展出了铁木辛柯梁理论。该理论适用范围

更广,能够更准确地反映实际工程中短梁或深梁

的力学特性。

2.1 控制方程

在铁木辛柯梁理论[1]中,假设梁截面变形后

仍保持平面但相对中性轴发生偏转(如图1所

示)。这种偏转由剪切应变引起,是由于剪切应力

作用下相邻截面之间发生相对滑移所导致的角度

变化。

图1 欧拉 伯努利梁和铁木辛柯梁弯曲变形示意图

为了能够独立反映剪切应变和截面转角(ψ)
的影响,需完整引入平衡方程、几何方程和本构方

程进行推导。在静力学分析中,通过忽略方程中

与时间相关的加速度项,可导出不包含惯性项的

控制方程为
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 κGA
d2w(x)
dx2 -

dψ(x)
dx  +q(x)=0 (2a)

 EId
2ψ(x)
dx2 +κGA dw(x)

dx -ψ(x)  =0 (2b)
其中,w(x)表示挠度,其定义为梁轴线相对于其

原始(未变形)位置在z 方向的位移。q(x)表示

分布载荷,E 为杨氏模量,G 为剪切模量(G=E/
(2(1+ν)),ν为泊松比),κ为截面剪切形状系数,A
为横截面积,I为截面惯性矩。上式为含有空间变量

的常微分方程组,可以引入数学工具进行求解。
2.2 挠度方程的通解

作为控制方程的因变量,梁的挠度在力学分

析与工程设计中具有核心意义[2,3]。一方面,通过

挠度方程的导数关系可得到应力应变场。另一方

面,对挠度方程进行积分,可得到系统的弯曲应变

能和剪切应变能。在实际工程应用中,需确保梁

的最大挠度不超过规定的挠度限值,以保证结构

在载荷作用下的安全性。
考虑一个在点载荷作用下发生弯曲的铁木辛

柯梁(图2)。该梁为各向同性的线弹性体,满足小

变形条件,且具有较大的高跨比,符合 深 梁 的

特征。

图2 铁木辛柯梁受载荷作用示意图。
图中使用带斜线的箭头来表示反作用力,以区别于载荷

为了得到挠度的控制方程,在式2中消除变

量ψ(x),得到

EId
4w
dx4 =qx  -

EI
κGA

d2q(x)
dx2

(3)

  式(3)为复杂的非齐次微分方程,考虑q(x)
为集中力,可将其转化为格林函数形式,从而更易

于求解,即

 EId
4w
dx4 =qδx-x'  -qEI

κGA
d2δx-x'  

dx2
(4)

其中,使用qδ(x-x')表征在位置x'施加的集中

力。那么w(x;x')即为该控制方程的格林函数,
表征梁在位置x 的挠度响应。

接下来,对式4中的空间变量x 进行拉普拉

斯变换,从而将控制方程由实空间的四阶微分方

程转化为复数域中的代数方程。经整理,得到挠

度在复数域的表达式

􀮃w s;x'  =qe-sx'

EIs4
1-

EIs2

κGA  +w 0  
s +

w'0  
s2

+

w″0  
s3

+
w‴0  
s4

(5)

其中,s为复数变量,w(0),w'(0),w″(0),w‴(0)
为由边界条件确定的常数。

接下来,对复数域中的挠度表达式进行逆拉

普拉斯变换,参照标准表格[4],即可得到实空间的

挠度表达式

 w(x;x')=H x-x'  Φ1 x-x'  +
      w 0  Φ2 x  +w'0  Φ3 x  +
      w″0  Φ4 x  +w‴0  Φ5 x  (6a)

 

Φ1 x  =qx3

6EI- qx
κGA

Φ2 x  =1
Φ3 x  =x

Φ4 x  =
x2

2

Φ5 x  =
x3

6

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(6b)

其中,H 表示单位阶跃函数。
至此,求得挠度方程的通解。

2.3 边界条件与待定常数的确定

根据边界条件的不同,梁可以分为简支梁、固
支梁、悬臂梁等多种形式。然而,在工程实践中还

存在一种虽在文献中较少专门讨论、但具有实际

应用价值的梁型———外伸梁。该类梁在一端或两

端超出支座形成悬挑结构,具有独特的力学性能

与空间利用优势。悬挑部分下方无需设置额外支

撑,能够有效创造出开阔的空间,广泛应用于阳

台、体育场馆看台、机场航站楼等建筑结构中。此

外,在桥梁施工中,也常通过外伸梁的方式实现逐

段拼接,适应复杂地形与施工条件。本小节将以

典型外伸梁为例,分析其受力与变形特性,并求解

其挠度方程。
对于受载荷作用的外伸梁(图3(a)),可采用

分段分析。将支撑段OA 定义为第1段(长度为

l1),悬臂段AB 定义为第2段(长度为l2),并分

别以O 点和A 点作为第1段和第2段的坐标原

点。根据外伸梁弯曲的几何特征以及梁自由体的

平衡条件(图3(b)),可分别写出1段和2段的边界

条件。考虑O 为铰链简支端,则该点的挠度和弯

矩应为零,即w1(0)=0,M1(0)=0,(若O为固支
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图3 铁木辛柯外伸梁

(a)
 

受载荷作用示意图;
 

(b)
 

切割该梁得到的自由体图[5],根据

力矩平衡条件可知 M1=FO·x1,M2=q·x2。图中使用带斜

线的箭头来表示反作用力,以区别于载荷

端,则挠度和转角为零,w1(0)=0,ψ1(0)=0)。

对于 A 简 支 端,该 点 挠 度 为 零,即 w1(l1)=
w2(0)=0。对 于 B 自 由 端,其 弯 矩 为 零,即

M2(l2)=0。此外,由于整个外伸梁的挠度曲线应

为光滑函数,那么 w'1(l1)=w'2(0),w″1(l1)=
w″2(0),w‴1(l1)=w‴2(0)。

通过式2可以得到转角与挠度的关系(式7
①),并结合弯矩和剪力的表达式(式7②③),共同

引入相应的边界条件中,即

ψ=
dw
dx +

EI
κGA

d3w x  
dx3 ①

M =EIdψdx ②

V=κGA ψ-
dw
dx  ③

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

  再将挠度方程的通解(式(6))代入,即可建立

用于求解待定常数的矩阵方程

Φ3l1  Φ4l1  Φ5l1  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Φ'3l1  Φ'4l1  Φ'5l1  0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Φ″3l1  Φ″4l1  Φ″5l1  0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Φ‴3l1  Φ‴4l1  Φ‴5l1  0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 EI
κGA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 Φ3l2  Φ4l2  Φ5l2  -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Φ'3l2  Φ'4l2  Φ'5l2  0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Φ″3l2  Φ″4l2  Φ″5l2  0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Φ‴3l2  Φ‴4l2  Φ‴5l2  0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 EI
κGA

0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

·

w'1(0)
w″1(0)
w‴1(0)
w″″1(0)
w'1(l1)
w″1(l1)
w‴1(l1)
w'2(0)
w″2(0)
w‴2(0)
w2(l2)
w'2(l2)
w″2(l2)
w‴2(l2)
w″″2(l2)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=-

0
0
0
0
0
Φ1(0)
Φ'1(0)
Φ″1(0)
Φ‴1(0)
0
0
0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(8)
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  利用 Matlab对(式8)进行求解,得到各待定

常数w'1(0),w″1(0),w‴1(0),w'2(0),w″2(0),

w‴2(0)。将这些常数结果代回挠度方程的通解

(式(6)),最终可得外伸梁的挠度表达式

w1 x  = q
6EI

[-x3+3l1+l2  x2-

    2l21+3l1l2  x]

w2 x;l2  = q
12EI

[2l2x3+ l21+3l1l2  x2-

     12x]

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(9)

3 数值求解与实验

工程中常见的梁材料包括钢材、混凝土和木

材等。但在实验教学中,干意大利面却是一个既

有趣又实用的选择。它截面均匀、几何形状标准,
且弹性模量适中,使用普通传感器即可测量变形。
此外,价格低廉、安全环保、易于加工也是其用作

学生实验的优势。像著名的费曼厨房实验,以及

IYPT近年的赛题(2025年“意大利面加速器”,

2026年“扭曲的意大利面”)均以意大利面为研究

对象。这里选用一段约3厘米长的意大利面(莫
利5#),其高跨比大于1/20,适合作为铁木辛柯

梁进行建模。

图4 意大利面外伸梁受载荷作用示意图

实验中采用这段意大利面搭建了一个外伸梁

结构(图4)。其主要几何与力学参数汇总在表1。
其中,意大利面的直径d 通过游标卡尺进行6次

测量,取平均值并计算标准不确定度[6]。其截面

近似为圆形,惯性矩[5]可表示为I=πd4/64,剪切

形状系数[7]为κ=(6(1+ν))/(7+6ν)。杨氏模量

与泊松比的大小采用文献中 广 泛 认 可 的 典 型

值[8,9]。实验中梁的支撑跨距l1 和悬臂段长度l2
均经直尺测量并由Tracker软件复核。

在本实验中,外伸梁的支架及施力模块均使

用3D打印技术设计制作。将意大利面架设为外

伸梁后,支架缓慢下降,使意大利面逐渐承受施力

表1 意大利面的几何与力学参数汇总

􀭺d/m A/m2 I/m4 ν κ

1.64(1)×
10-3

2.12×
10-6

3.58×
10-13

0.30 0.89

E/GPa G/GPa l1/cm l2/cm q/N

3.80 1.46 1.50 1.40 0,0.31,0.65

模块传递的载荷。施力模块下方连接电子秤,用
于精确测量和记录载荷q。随着载荷增加,可以

直接观察到意大利面的弯曲程度逐步增加(图5
(a)~(c))。同时,使用Tracker软件测量并记录

其实际挠度变化(图5(d)~(f)),从而实现对弯曲

特性的定量分析。
将上述参数条件代入式9后,采用 Matlab数

值方法对意大利面的理论挠度曲线进行了计算

(图5(d)~(f))。可以看出,理论曲线与实验结果

符合良好,尤其在变形较小时一致性更为显著。
随着载荷增加,理论值与实验结果的变化趋势基

本一致,表明所采用的理论模型能够较好地反映

实际变形行为。
为深入分析模型的符合程度并评定实验结果

的不确 定 度,选 取 外 伸 梁 挠 度 变 化 最 大 的 位

置———自由端B 点,对比其理论与实验值并计算

B类标准不确定度和相对误差(表2)。在无外加

载荷(0N)时,B 点挠度的微小负值主要由意大利

面自重引起。在载荷为0.31N时,此时可认为挠

度变化满足小变形条件,理论挠度与实验测量值

之间的相对误差仅为6%,验证了本文所采用的铁

木辛柯外伸梁理论挠度曲线计算方法的有效性。
此外,当载荷增至0.65N时,理论挠度明显大于实

验值,相对误差增至16%,此时梁的弯曲已超出小

变形范围,偏离了铁木辛柯梁理论的基本假设。
由此可见,在相关教学实验中,需特别注意控制载

荷大小,确保变形处于小变形范围内,以保证理论

模型的适用性。

表2 不同载荷下意大利面外伸梁自由端B 点挠度

q/N wBTheory
/mm wBExperiment

/mm 相对误差

0 0 -0.024 —

0.31 0.670 0.631(1) 6%

0.65 1.384 1.165(1) 16%

  此外,通过COMSOL仿真,将梁的应变分布

与挠度曲线进行关联(图5(g)~(i))。结果表明,
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图5 意大利面外伸梁

(a)~(c)
 

该梁在0N,0.31N,0.65N载荷下弯曲情况照片。定标杆(直尺测量)如图中浅色线(蓝线)所示;
 

(d)~(f)
 

对应载荷下该梁的理

论与实际挠度曲线对比;
 

(g)~(i)
 

对应载荷下该梁的仿真挠度曲线与最大法向应变(无量纲)

在自重及外加载荷作用下,应变主要集中于外伸

梁支点A附近区域,表明该部位为应力集中区,预
计裂纹将优先在此产生。这与实验观测结果高度

一致,所有试样的断裂均发生于支点A附近。因

此,在实际工程应用中,需要对支点区域进行重点

监测与结构强化,以提高外伸梁的耐久性与安

全性。

4 结语

本文从弹性力学基本方程出发,系统阐述了

铁木辛柯梁理论的建构思路与控制方程,并结合

格林函数法与拉普拉斯变换对挠度方程进行了求

解。以意大利面和3D打印支架搭建的外伸梁为

教学实例,使用数值方法计算了梁的挠度曲线,并
将其与通过Tracker软件提取的实验测量值进行

对比。结果显示,理论挠度曲线与实验测量值符

合良好,有效验证了本文理论模型的准确性与计

算方法的可行性。此外,通过仿真模拟将挠度曲

线与应变分布关联,成功预测了外伸梁的断裂位

点。该教学实例通过融合理论计算、仿真模拟与

实验验证,使学生在动手实践中不仅深化了对弹

性力学基本方程、应力应变张量、经典梁理论及微

分方程求解等核心概念的理解,更掌握了综合运

用多手段分析与解决实际物理问题的能力,达到

了良好的教学效果。
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