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量子世纪年
从单粒子到多体系统:

 

精确对角化在计算物理

教学中的实践

邬汉青 姚道新

(中山大学物理学院,广东
 

广州 510275)

摘 要 精确对角化是求解量子力学问题最直观的数值方法,广泛应用于少体与多体系统,是
计算物理课程的核心内容之一。本文基于“由浅入深”的教学理念,系统介绍了如何在

本科计算物理课程中讲授精确对角化方法:从单粒子系统出发,逐步拓展至多体量子

系统。通过一系列精心设计的教学示例,学生不仅掌握了基矢选取、对称性使用、矩阵

构建与对角化等关键步骤,也深入理解了该方法的优势与局限。这一教学过程有效衔

接了量子力学形式体系与前沿多体数值方法,为学生后续学习密度矩阵重整化群、张
量网络等高级多体计算方法奠定了坚实基础。

关键词 精确对角化;量子力学;定态薛定谔方程;多粒子系统;多体基
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  海森堡矩阵力学、薛定谔波动力学和费曼路

径积分共同构筑了现代量子力学的理论基石。
在量子力学的框架下,力学量被表述为线性算

符,其在特定完备基下即呈现为矩阵。该矩阵的

本征值对应了力学量所有可能的测量结果,而相

应本征态则定义了系统的量子态。因此,求解量

子系统的核心,在数学上便归结为求解这些算符

(或矩阵)的本征值问题。这一深刻认识,直接催

生了精确对角化这一强大的数值方法。从理念

上看,精确对角化可视为海森堡矩阵力学思想的

自然延伸与具体化:它将复杂的量子力学问题转

化为一个矩阵的构建与对角化过程。通过直接

求解该矩阵的全部或部分本征值和本征波函数,
我们便能“精确”地获得系统的基本特性。可以

说,精确对角化就是将矩阵力学的理论框架,转
化为 解 决 具 体 量 子 问 题 的 一 个 核 心 计 算 工

具箱。
本文旨在探讨如何在计算物理课程中系统讲

授精确对角化方法。课程设计遵循由浅入深、从
简单到复杂的教学原则,通过示例程序引导学生

掌握方法精髓,培养其解决更复杂物理问题的能

力。首先,我们将从单粒子量子力学问题入手,从
一维无限深方势阱的解析解出发,进而讨论当势

阱底部势能发生改变时,如何运用精确对角化方

法进行求解,包括基矢的选取与对称性的利用等

关键步骤。其次,将问题扩展至多全同粒子情形,
介绍多体基矢的构建方法与实际计算策略。课程

内容将逐步深入至多体系统、二次量子化以及相

关前沿科学问题,实现课堂知识与科研前沿的有

机衔接,从而激发学生的学习积极性。
文章内容已成功应用于中山大学物理学院

“计算物理”本科课程的教学实践中。通过将理论

讲解、示例程序演示与上机实践操作有机结合,课
程有效提升了学生对量子力学相关内容的理解深

度与运用能力。学生不仅能够掌握数值方法的基

本原理,更能举一反三,将其灵活运用于毕业论文

课题及科研项目中,处理更为复杂的物理问题,提
升了应用能力和科学计算素养。

需要说明的是,限于篇幅,本文主要讨论一维

束缚势阱中的厄密量子力学系统,且聚焦于定态

问题的求解。

1 精确对角化方法基本框架

在量子力学中,一个系统的动力学由其所对

应的力学量算符描述,其中核心是哈密顿量算符

Ĥ。以典型的一维单粒子系统为例,其在坐标表

象下的单体哈密顿量由动能项与势能项构成,其
表达式为

Ĥ =-
 
2m

d2

dx2+V̂(x) (1)

量子体系的希尔伯特空间通常是无穷维的,但计

算机无法直接处理无穷矩阵的对角化问题。因

此,实现精确对角化的首要步骤是截断:即选取有

限个(例如l个)线性无关基矢来近似张成一个子

空间

单粒子基:φ1>,φ2>,φ3>,…
坐标表象

→

φ1(x),φ2(x),φ3(x),…

多粒子基:Ψ1>,Ψ2>,Ψ3>,…
坐标表象

→
Ψ1(x1,x2,…),Ψ2(x1,x2,…),Ψ3(x1,x2,…),…

(2)
对于单粒子问题,我们选取单粒子基;对于多体问

题,则需选取相应的多粒子基(或多体基)。在选

定基矢后,我们可将目标本征态
 

|ψn>在这组基矢

下线性展开,比如分子轨道的计算可以利用原子

轨道的线性组合来计算。若不事先选定具体表

象,该过程可统一由狄拉克符号表示

ψn>=∑
l

k=1
ck φk>,̂H ψn>=E ψn>

Ĥ∑
l

k=1
ck φk>=E∑

l

k=1
ck φk>

∑
l

k=1
ck<φk' Ĥ φk>=E∑

l

k=1
ck<φk' φk>

∑
l

k=1
Hk'kck =E∑

l

k=1
Sk'kck⇒Hc=ESc (3)

其中,H 为哈密顿量矩阵,列向量c即为所求的本

征向量,其向量元素是将本征态|ψn>按基矢组展开

时的叠加系数。若选取的基矢是正交归一的,则重

叠矩阵(S矩阵)为单位矩阵,问题简化为标准的本

征值方程;若基矢非正交,则S 矩阵即为基矢间的

重叠矩阵,此时问题转化为广义本征值方程[1]。在

此基础上,可将哈密顿量在所选基组下展开为一个

有限大小的矩阵(例如l×l维),其矩阵元可表示为
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Hmn =<φm Ĥ φn>
坐标表象

→∫φ*
m(x)̂Hφn(x)dx

Hmn =<Ψm Ĥ Ψn>
坐标表象

→

   ∫Ψ*
m(x1,x2,…)̂HΨn(x1,x2,…)dx (4)

  在完成矩阵构建后,我们便可采用 QR 方

法[2]、Lanczos算法[3]等进行对角化,以获取系统

的低能本征谱及相应的本征波函数,进而计算其

他物理量。为确保结果的精确性,需通过增大基

矢选取的数目l,通过后验误差估计方法,观察能

量与本征波函数的收敛情况,从而确定合适的截

断大小。
这种基于有限个基矢展开、并通过逐步增加

基矢数目使基态能量等收敛的方法,其理论基础

是量子力学中的变分原理。严格来说,体系的真

实波函数一般需要由无穷多个线性无关的基函数

展开,而使用有限基矢所构造的波函数则是一种

近似。根据变分原理,对于任意一个试探波函数

|ψ>,其能量期望值(称为Rayleigh-Ritz商)

E[ψ]=
<ψ Ĥ ψ>
<ψψ>

≥E0 (5)

必定不小于真实的基态能量,从而给出基态能量

的一个上界。若将试探波函数表示为一组已知线

性无关基函数的线性组合

ψ>=∑
l

k=1
ck φk> (6)

则寻找最优波函数的问题就转化为确定组合系数

{ck}的优化问题。进一步由极值条件

∂E({ck})
∂ck

=0, k=1,2,…,l (7)

可导出如式(3)所示的广义本征值方程。随着基

矢数目l的增加,该能量上界会逐渐下降,并趋于

真实的基态能量值。该方法所能达到的结果精

度,在理论上由变分原理保证,而在实际数值计算

中则受限于计算机算力与舍入误差———这也是其

被称为“精确对角化”而非“严格对角化”的原因。
那么,如何确保低能激发态的计算结果也是

“精确”的呢? 一个常用的策略是利用体系的对称

性。例如,若束缚势阱具有空间反演对称性,即可

按宇称将基矢划分为偶宇称和奇宇称两组,并分

别进行对角化。通常基态属于偶宇称(波函数在

原点无节点),第一激发态属于奇宇称(在原点有

一个节点)。由于它们分别是各自对称子空间中

能量最低的状态,其收敛性同样受到变分原理的

保证。另一种更通用的方法是采用投影正交化子

空间技术。该方法在已得到精确基态波函数的基

础上,通过施密特正交化,构造与基态正交的一组

新基矢,并在该正交子空间中进行对角化,所得的

最低能量即为第一激发态。类似地,若要计算第

k个激发态,则需在与前k-1个本征态均正交的

子空间中进行对角化。这种做法可有效避免因基

矢选择不当而遗漏低能态及简并态,但随着k 增

大,计算量也会显著增加。该思路在
 

Lanczos等

数值方法中被广泛用于计算激发态[4]。
值得注意的是,线性无关基矢的选取方式并

不唯一。即便增大l,若基矢选择不当,基态随基

矢个数l增长的收敛性也可能不理想。反之,如
果基矢选取符合低能波函数特征,不仅基态容易

收敛,低能激发态也同样可以随着基矢个数l增

大快速趋近精确。因此,如何基于物理直觉与对

称性分析来选取高效的基矢,是提升计算效率与

精度的关键。

2 精确对角化方法求解单粒子体系量子力学问题

2.1 有限宽度无限深势阱问题

我们首先以一维无限深方势阱为例进行讨

论。考虑一个位于区间[-a,a]上的有限宽度势

阱,其势能函数形式为

V(x)=
U(x), x <a
∞, x ≥a (8)

图1 有限宽度无限深势阱示例,其底部是一个线性势

当U(x)=0时,即为标准的无限深方势阱模型。通

过求解该情形下的定态薛定谔方程,我们可以解析

地得到其本征能量与本征波函数,它们分别为

En =
(n+1)2π2 2

8ma2
,

φn(x)=
1
a
sin
(n+1)π(x+a)

2a
, n=0,1,2,…

(9)
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当U(x)≠0且不为常数时,系统通常无法严格解

析求解。此时,虽可采用打靶法、有限差分法等数

值方法,但本文将重点介绍如何运用精确对角化

方法进行求解。
实现此数值求解的第一步,是选取一组合适

的线性无关基矢。一维无限深方势阱的本征波函

数本身满足无限深势阱的边界条件φn(-a)=
φn(a)=0,因而构成一组理想的正交完备基。我

们可以选取其最低的
 

l
 

个本征态作为基矢,将哈

密顿量在此基组下展开为矩阵形式,通过对角化

该矩阵即可获得近似的低能谱和波函数。通过系

统性地增大基矢个数或矩阵维度l,并观察结果的

收敛情况,便可逐步获得高精度数值解。
在进行具体数值计算前,为减少舍入误差并

提升数值稳定性,必须对薛定谔方程进行无量纲

化处理。我们选择势阱半宽a 作为长度单元,并
引入特征能量ε0= 2/(ma2)

 

作为能量单元。经

此变换,哈密顿量可化为如下无量纲形式

ĥ=-
1
2
d2

dr2
+̂u(r), r=x/a∈ [-1,1],

û(r)=Û(ar)/ε0 (10)
相应地,所选取的基矢也必须转换为以无量纲变

量表示的形式

φn(r)=sin
(n+1)π(r+1)

2
, n=0,1,2,…

(11)
除了直接采用方势阱的本征波函数作为基矢,我
们原则上也可以考虑其他基函数,例如形式简单

的多项式基{1,r,r2,r3,…}。从数学上看,正弦

函数本身可展开为泰勒级数,似乎此基矢具备一

定的表示能力。然而,这类基矢严重不满足问题

所要求的边界条件φn(±1)=0,导致其在展开真

实波函数时收敛缓慢,并非高效的选择。同样,自
由的平面波基矢也存在边界条件不匹配的问题,
除非将其组合成驻波形式,而这本质上又回归到

了方势阱的本征函数。
针对此边界条件的特点,我们还可以专门设计

满足条件的基组形式,例如ϕn(r)=rn(r-1)(r+1),
其中n=0,1,2,…[1]。这类基组在构造上即强制

满足边界条件,但其缺点在于彼此不正交,因此在

求解时需要采用广义对角化方法。为直观比较不同

基矢的效能,下文将以无限深线性底势阱U(x)=
ε0x/a(即其无量纲形式u(r)=r)为例,具体展示

并对比使用上述两种基组所得的数值结果。两组

基计算得到的哈密顿量的矩阵元公式为

Hφ
mn =∫

1

-1
φ*

m(r)̂hφn(r)dr

 =

(1+n)2π2

8
,  m=n

4
π2

1
(m+n+2)2

-
1

(m-n)2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

        m ≠n,m+n∈奇数

0,       其他

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(12)

Hϕ
mn =∫

1

-1
ϕ*

m(r)̂hϕn(r)dr

 =

2(n+2)(n+1)
(m+n+3)(m+n+1)-

2n(n-1)
(m+n+1)(m+n-1)

, m+n∈偶数

2
m+n+6-

4
m+n+4+

2
m+n+2

, m+n∈奇数

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

Sϕ
mn =∫

1

-1
ϕ*

m(r)ϕn(r)dr

 =

16
(m+n+5)(m+n+3)(m+n+1)

,

            m+n∈偶数

0,           m+n∈奇数

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(13)
对角化哈密顿量矩阵既可以得到本征能量和本征

波函数,通过系统增大截断数l并利用后验误差

估计,我们可以进一步判断能量与本征函数的收

敛情况。根据图2所示结果,可以得出以下对比

结论:一方面,采用非正交基{ϕn(r)}的收敛速度

较快,能在较小的l下获得较高精度的低能态,这
是因为基组符合低能波函数结构。数值验证表明

三个归一化后的波函数满足正交性。然而,随着l
增大,基矢之间可能越来越趋近线性相关,其重叠

矩阵S 与哈密顿矩阵H 的条件数会迅速恶化,导
致矩阵趋于奇异,使得对角化计算在l较大时无

法进行,从而难以计算更高能量的激发态。另一

方面,虽然正交基{ψn(r)}的收敛速度相对较慢,
但其数值稳定性显著更优,能够支持l>20更大

规模对角化计算而不会出现奇异问题。因此,正
交基更适合于需要计算更多能级和本征波函数的

应用场景。
2.2 谐振子类势阱问题

考虑|x|→∞,V(x)→∞这类势阱,如谐振子

8
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图2 无限深线性势阱低能本征值问题的计算与分析

(a)
 

三个低能本征波函数与对应的精确本征能量;
 

(b)
 

基于两种

不同基组计算的前三个低能态本征能量的后验绝对误差随基组

规模l的收敛特性对比

势阱

 V(x)=
1
2kx

2=
1
2mω2x2, ω=

k
m

(14)

对这类问题,其数值处理首先面临无量纲化中特

征长度不直观的问题。为此,我们可以优先选定

系统的特征能量,例如选取 ω。利用谐振子的特

征能量关系 ω= 2/(ma2),可以反解出特征长度

a=  /mω  。基于此,我们即可将哈密顿量化

为简洁的无量纲形式

Ĥ =-
1
2
d2

dr2
+
1
2r̂

2 (15)

在基矢的选取上,需满足波函数在无穷远处趋于

零的边界条件,我们可以选择形式为φn(r)=
rnexp(-αr2)的基函数,α为可调节常量。此类基

组不仅能天然满足边界条件,更关键的是,在计算

哈密顿量的矩阵元时,可以利用高斯积分进行严

格的解析计算,从而保证数值的精确性与计算的

高效性。事实上,一维谐振子的严格解波函数正

包含埃尔米特多项式 Hn(r),即

ψn(r)=
1
2nn!

1
4
π
e

-
1
2r
2

Hn(r) (16)

将埃尔米特多项式 Hn(r)展开即包含基组函数结

构,这表明我们选取的基矢形式能够精确描述此类

系统。鉴于谐振子问题已有解析解,本文将不对此

进行对角化计算,而是转而聚焦于更具复杂性与物

理内涵的双势阱问题,如图3中黑色线所示。

图3 双势阱示意图,灰色虚线表示假想的无穷势阱壁

V(x)=-β
x2

2+βλ
x4

4
(17)

参数β 和λ 的取值由所模拟的实际物理体系决

定。与谐振子情形类似,我们首先进行无量纲化:

选取 ω= 2/(ma2)= β/m 作为能量单位,并相

应地确定长度单位a=  /mω  ,从而将哈密顿

量转化为无量纲形式

 ĥ=-
1
2
d2

dr2
-
1
2r̂

2+
1
4f̂r

4, f=λa2 (18)

参数f 的取值同样依赖于具体的体系参量。为便

于演示,下文我们取f=1进行计算。在此前提

下,我们将尝试采用基组φn(r)=rnexp(-αr2)对
该体系进行精确对角化计算。在这组基矢下,哈
密顿量矩阵元及基组之间的重叠矩阵为

Hmn =∫
1

-1
φ*

m(r)̂hφn(r)dr

 =

(2α)
-
m+n+1
2  -αn(n-1)Γ

m+n-1
2  +

α(1+2n)Γ
m+n+1

2  -
α+

1
4α  Γm+n+3

2  +
1
16α2

Γm+n+5
2   , m+n∈偶数

0,         m+n∈奇数

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

9
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Smn =∫
1

-1
φ*

m(r)φn(r)dr

 =
(2α)

-
m+n+1
2 Γm+n+1

2  , m+n∈偶数

0, m+n∈奇数

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(19)
其中,Γ为伽玛函数。图4(a)展示了通过对角化

计算得到的三个最低本征能量及其对应的波函

数。而图4(b)则描绘了这三个本征能量随基矢数

目(即矩阵维度)增加的后验误差收敛情况。对比

不同参数α 的结果可以发现,当α 被调节至1.0
时(图中以空心和虚线标示),其收敛速度明显快

于α=0.5的情况(图中以实心和实线标示)。我

们也利用有限差分方法交叉验证了对角化得到的

本征能量和波函数的精确性。

图4 一维双势阱定态本征值问题的计算与分析

(a)
 

一维双势阱定态薛定谔方程的三个低能本征波函数及相应的

本征能量;
 

(b)
 

α取0.5和1.0时,三个本征能量关于基矢个数l
的后验绝对误差估计

那么,能否利用无限深方势阱的本征波函数

作为基矢来求解双势阱问题呢? 答案是肯定的。
其可行性基于以下原理:若我们将双势阱置于一

个足够宽的无限深势阱[-b,b]内部(如图3灰色

虚线所示),则该模型在数学上等效于求解一个底

部具有双势阱形式的无限深势阱问题。只要选取

的宽度b足够大(可以不断增大b),使得我们所关

心的低能本征态在边界|r|=b处已衰减至数值误

差可忽略的程度,那么此无限深底部双势阱模型下

的低能本征解就可以精确接近双势阱问题的真实

解。因此,我们可以直接采用[-b,b]区间上的无

限深方势阱本征态作为基矢,对双势阱问题执行精

确对角化计算。此时要注意能量单元依然需要选

取 ω= 2/(ma2)= β/m,相应地保持长度单元

a=  /(mω)在整个过程中不改变。这个基组做

法随l的收敛性要比φn(r)=rnexp(-αr2)基组

慢,原因和结果对比可以留给学生课后作业进一

步探讨。

3 精确对角化方法求解多粒子体系量子力学问题

3.1 无相互作用体系

我们以一维无限深方势阱中的两个无相互作

用粒子为例进行探讨。此时,确定系统的能级和

本征波函数,其核心在于如何根据粒子的全同性

原理与自旋 统计关系,将两个粒子填充到单粒子

能级上。由于粒子间无相互作用,多体波函数可

直接由单粒子波函数构造,而体系的总能量则为

各粒子占据能级能量之和。对于不同类型的粒

子,其基态波函数的构造方式如下。
(1)

 

自旋为0的玻色子

ΨB
G(x1,x2)=φ0(x1)φ0(x2) (20)

(2)
 

自旋极化(两粒子自旋平行排列)的费米子

ΨF
G(x1,x2)=

1
2

φ0(x1)φ1(x2)-φ1(x1)φ0(x2)  

=
1
2

φ0(x1) φ0(x2)

φ1(x1) φ1(x2)
(21)

(3)
 

自旋1/2的费米子

ΨF
G(x1σ1,x2σ2)

=φ0(x1)φ0(x2)􀱋
1
2

α(1)β(2)-α(2)β(1)  

=
1
2

φ0(x1)α(1) φ0(x2)α(2)

φ0(x1)β(1) φ0(x2)β(2)
(22)

基于上述构造方法,我们可以类似地写出其他激

发态的两粒子波函数。将此规则推广至多粒子体

系:对于无相互作用的费米子,其多体波函数可由

01
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单粒子波函数构成Slater行列式,以保证波函数

的反对称性;而对于玻色子,则对应地由单粒子波

函数构成对称情形

ϕi(x,σ)=φk(x)α,σ=↑,

ϕi+1(x,σ)=φk(x)β,σ=↓,

ΨF
G(x1σ1;x2σ2;…;xNσN)=

1
N!

ϕ1(x1,σ1)ϕ1(x2,σ2) … ϕ1(xN,σN)

ϕ2(x1,σ1)ϕ2(x2,σ2) … ϕ2(xN,σN)
︙ ︙ ⋱ ︙

ϕN(x1,σ1)ϕN(x2,σ2)… ϕN(xN,σN)

(23)

3.2 相互作用体系

当需要考虑粒子间的相互作用(如δ作用、库
仑作用等)时,若采用精确对角化方法求解,则需

遵循以下步骤:首先选定一组单粒子基,并在此基

础上构造多体基,然后在此多体基下将哈密顿量

写成矩阵形式,最后做对角化得到多体波函数和

本征能量。原则上单粒子基是无穷的,多体基也

是无穷的,因此也必须引入截断。

图5 两体基的构成示意图。通过确定两个电子在不同单

粒子态上的占据方式,即可定义出不同的两体基矢

我们以一维无限深势阱中的两粒子问题为

例:首先,选取前m 个方势阱本征态作为单粒子

基。其次,根据粒子在这些能级上的所有可能占

据方式,按照总能量从低到高的顺序来构造并排

序多体基。对于自旋1/2的费米子体系,我们可

以利用总自旋在Sz 轴投影算符Ŝz
1+̂Sz

2 的本征值

Mz=+1,0,-1对基矢进行分类,如图5所示。
如果选取的单粒子基个数m 确定,由此产生的多

体基总数也是确定的,计算公式为2m2-m。利

用这组有限的多体基进行对角化,便可得到近似

的低能谱与多体本征态。为逼近真实解,我们需

要系统性地增加单粒子基的数目m,直至所关心

的低能物理量(如能谱与波函数)收敛至预期的精

度为止。
若所选单粒子基矢效率低下,将直接导致多

体基子空间下能量和波函数收敛缓慢,在有限计

算资源下难以获得精确的低能物理信息。为此,
一种解决方案是直接更换为针对具体物理体系更

优的单粒子基;另一种更精妙的方案则是对现有

基矢进行幺正变换或重整化,构造出在能量或多

体纠缠意义上“最优”的基组,从而以最少的多体

基矢数目实现快速收敛。
然而,精确对角化方法存在一个根本性瓶颈:

当体系扩展至N 个粒子时,矩阵维数为CN
2m,其计

算复杂度与内存需求随粒子数及基矢个数将趋近

于指数级增长,即所谓的“指数墙”问题,这严重限

制了其处理大系统的能力。如何在这一指数大的

希尔伯特或Fock空间中,有效地识别出蕴含真实

物理(如基态和低能激发态)的微小子空间,已成

为现代计算物理的核心挑战。这也催生了密度矩

阵重整化群[5]、张量网络态[6-8]乃至机器学习[9]等

前沿数值方法。这些方法为学生提供了广阔的探

索空间,可通过后续课程及课后调研进行深入

了解。

4 结语

综上所述,在精确对角化中,基矢的选取虽具

灵活性,却直接决定了计算的效率。基于前述讨

论,我们可将其选取原则归纳为以下四个方面:

1)
 

物理 适 配 性 原 则:优 选 同 类 势 场 的 本

征态

尽可能选取与目标势场属于同一类型(尤其

是边界条件相同)的已知解析解作为基矢。例如,
对于任意有限宽度的无限深势阱,无论其底部势

形如何变化,取无限深方势阱的本征波函数作为

基矢,满足相同的边界条件。因此,该基组是展开

此类体系波函数的优良基矢。

2)
 

对称性利用原则:实现子空间对角化

应充分利用体系的对称性来构造对称化的基

矢(如具有确定宇称的基矢),从而将一个大尺度

对角化问题分解为多个子空间,这也是很多基于

对角化方法计算中提升效率的核心技巧。

11
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3)
 

计算可行性原则:保障矩阵元高效生成

所选基矢应能方便、快速地计算出哈密顿量

的矩阵元。这一点至关重要,有时甚至会与第一

条原则产生矛盾。例如,对于双势阱问题,虽然谐

振子基矢在物理上更具合理性,但其矩阵元的计

算涉及埃尔米特多项式的复杂积分,如果只是关

心低能本征态,数值效率可能反而不如φn(r)=
rnexp(-αr2)非正交基矢。当然我们也可以利用

数值积分方法来生成所需的哈密顿量矩阵元,这
样可以极大扩展基矢的选择方案。

4)
 

多体基构造的前提与基础:单体基的选定

上述原则在应用于多体问题时,其前提是首

先需要选定一组用于构造多体基的单体基或局

域基。
精确对角化方法作为计算物理教学体系中的

重要组成部分,在帮助学生贯通数值计算与量子

力学、理解前沿量子问题的复杂性与挑战性方面,
具有不可替代的作用。从当前学生的课堂听讲、
上机实践及课后反馈来看,他们普遍能够较好地

掌握相关知识内容,教学成效显著。笔者在多年

教学过程中,也逐步积累了丰富的教学经验,积极

推动教学模式创新:一方面,依托“天河二号”超算

平台,开展课堂演示与同步上机练习,实现了理论

讲授与计算实践的深度融合;另一方面,密切关注

人工智能技术的发展趋势,积极有针对性地引入

教学改革中,持续提升课程的前沿性与互动性,提
高本科生科学计算素养。
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附:审稿人意见及作者回复

审稿专家意见:

该论文讨论了精确对角化方法计算量子力学能量本

征态和本征函数,论文对大学物理量子力学教学有一定启

发,论文可以在适当修改之后发表。具体意见如下,

(1)
 

论文例子中基矢的选择有很大的任意性,看上

去基本上没有什么原则,完全根据作者的经验。而通常

的教材都是选定某个表象的本征矢量,这样基矢量正交

归一,会有更清晰的物理意义。如果任意选择,那基矢量

不正交,那描写对角化之后 的 本 征 矢 量 就 很 难 表 述 清

楚。作者应该 说 明 选 择 的 标 准 是 什 么,就 是 完 全 根 据

经验么 ?

(2)
 

我认为论文采用精确对角化的方法,是对有限维

数希尔伯特空间基矢全部对角化,这样需要基矢足够多数

目才可能对基态、第一、第二激发态由低到高的能量本征

态计算比较准确。而对于那些量子数接近于基矢数目的

量子态来说,估计误差很大。而且很消耗计算机时。为什

么不从基态开始,一个一个往上计算? 此时不用对角化,

采用变分(基矢空间撒点,或者马尔科夫链搜寻)得到能量

最小值,然后正交波函数撒点得到第一激发态,以此类推。

这样前面几个能级计算是比较准确的。估计也节省了计

算机时。越往高计算,越不准确。所以对基矢量全部对角

化,估计问题很大。因为那些不能精确计算能级影响了下

面可以精确计算的能级。

回复审稿意见

感谢审稿人抽空仔细阅读了我们的手稿,并
提出建设性意见,这些意见帮助我们进一步改进

了论文。下面我们分别针对具体意见一一回复。
(1)答:

 

基矢的选取确实并不唯一,具有一定

的任意性,我们已经将基矢的选取原则总结成四
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■

(上接第12页)

点放在手稿最后的结语里。基矢选择有点像傅里叶奇数

问题,一个方波原则需要无穷多个正弦波叠加得到,正弦

波有点像我们选的完备基组,但是由于正弦波不满足方波

(类似本征波函数)结构特点,所以需要大量基矢叠加才能

得到精确本征态。如果能选取的基矢就是类似方波结构,

只需要较少几个基矢就能叠加出精确方波形状。限于篇

幅,以及针对本科生教学特点,我们手稿里主要讨论的是

坐标表象,讨论的问题主要是束缚势阱中量子力学问题。

基矢的选择只需满足线性无关即可,不需要正交。就好比

如欧几里得二维空间中可以利用任意两个线性无关(不需

要正交)的矢量作为完备基矢(也不需要单位长度)来展开

该空间的任一个矢量。只是一般正交单位基我们更常用,

处理起来更方便。利用线性无关的基矢也是可以正确叠

加表达本征波函数的。

(2)答:
 

选择有限个线性无关的基矢,如果基矢

满足薛定谔方程(微分方程)的物理边界条件,变
分原理能够保证基态较快收敛,如果基矢同时满

足低能本征态的结构,最低的几个低能激发态也

是可以很快收敛的,我们文中展示的例子就可以

说明。虽然在一些极端情况,确实可以出现没法

直接保证激发态也收敛(甚至有时候缺失,特别是

能级简并情况),这时候我们也提出了两个解决方

案,放在新手稿里,一个是利用对称性分子空间对

角化,而是利用投影正交化子空间方法。因我们

这里主要讨论精确对角化,所以我们不讨论变分

蒙特卡罗方案。

■
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