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前沿物理与工程
从复变函数论前瞻现代物理前沿的纽结场论

卓涌荣 刘 鑫

(北京工业大学物理与光电工程学院理论物理研究所,北京 100124)

摘 要 本科“数学物理方法”课程中的一个重要部分是复变函数,其核心之一是复平面上的柯

西积分。本文旨在向学有余力的本科生或低年级研究生介绍一个新知识点,即可以对

二维 平面引进第三轴(实轴�,记作时间轴)生成(2+1)-维空间;于是 平面的柯西积

分转化为这个 ×�空间中的纽结缠绕数积分。缠绕数是纽结理论中的最低阶拓扑不

变量,可视为一个更高阶的工具———孔采维奇积分的最简单情形。更进一步,如果同

时考察含“多重关联子”的柯西积分,就可得到孔采维奇积分的一般形式(忽略后者的

群因子)。这个新工具在数学领域的纽结理论和物理学领域的量子场论研究中都有重

要意义。本文将按上述逻辑顺序介绍相关的概念和理论方法,为感兴趣的同学提供一

条从本科理论物理基础课到科研前沿的路径。
关键词 复变函数;柯西积分;纽结理论;缠绕数;孔采维奇积分
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Abstract Complex
 

analysis
 

acts
 

as
 

a
 

key
 

part
 

of
 

the
 

undergraduate
 

course,
 

Methods
 

of
 

Math-
ematical

 

Physics.
 

One
 

of
 

its
 

kernel
 

concepts
 

is
 

the
 

Cauchy
 

integral
 

defined
 

in
 

the
 

complex
 

plane
 

 .The
 

aim
 

of
 

this
 

paper
 

is
 

to
 

introduce
 

a
 

new
 

point
 

of
 

knowledge
 

to
 

undergraduate
 

students
 

and
 

junior
 

postgraduate
 

students,
 

that
 

is,
 

a
 

third
 

axis
 

(the
 

real
 

axis
 

�,
 

denoted
 

as
 

the
 

time
 

axis)
 

can
 

be
 

introduced
 

into
 

the
 

2-dimensional
 

complex
 

plane
 

 
 

to
 

form
 

a
 

(2+1)-di-
mensional

 

space,
 

 ×�,
 

such
 

that
 

the
 

Cauchy
 

integral
 

in
 

the
 

complex
 

plane
 

is
 

transformed
 

to
 

be
 

a
 

description
 

for
 

an
 

entangle
 

with
 

knot
 

winding
 

number
 

Lk=±1.
 

Winding
 

numbers
 

are
 

known
 

as
 

a
 

weak
 

topological
 

invariant
 

in
 

knot
 

theory,
 

able
 

to
 

be
 

regarded
 

as
 

the
 

simplest
 

case
 

of
 

a
 

higher-order
 

tool,
 

the
 

Kontsevich
 

integral.
 

Furthermore,
 

if
 

“multiple
 

correlators”
 

are
 

considered
 

simultaneously
 

in
 

a
 

Cauchy
 

integral,
 

it
 

means
 

obtaining
 

the
 

general
 

form
 

of
 

the
 

Kontsevich
 

integral
 

(where
 

the
 

so-called
 

group
 

factor
 

is
 

ignored).
 

This
 

new
 

tool
 

plays
 

a
 

cruci-
al

 

role
 

in
 

both
 

knot
 

theory
 

in
 

mathematics
 

and
 

quantum
 

field
 

theory
 

in
 

physics.
 

In
 

this
 

paper
 

we
 

will
 

detail
 

the
 

above
 

mentioned
 

relevant
 

concepts
 

and
 

theoretical
 

methods,
 

in
 

the
 

hope
 

of
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providing
 

for
 

the
 

interested
 

reader
 

a
 

shortcut
 

from
 

undergraduate
 

fundamental
 

courses
 

of
 

theo-
retical

 

physics
 

to
 

the
 

frontiers
 

of
 

scientific
 

research
 

in
 

modern
 

mathematics
 

and
 

physics.
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  柯西积分(Cauchy
 

integral)是数学物理方法

课程中复变函数部分的核心之一。它在后续内容

和许多高年级课程中有重要应用,例如:
 

•
 

留数(residue)的计算,及其向含奇点实积分的

解析延拓方法中的推广。未来可用于量子场

论[11]中解决奇点的发散问题。

•
 

洛朗级数(Laurent
 

series)的计算。未来可推

广到二维共形场论[7]中的算子积展开(Opera-
tor

 

Product
 

Expansion,OPE),类似于重整化

和有效场论中的威尔逊展开(Wilson
 

Expan-
sion)。

此外,后续的物理类课程中还可以学到柯西

积分的如下应用:在电磁学中用于求解麦克斯韦

方程组,分析电场与势能的关系等;在光学中用于

研究光场传播(如衍射、干涉等),以及光学元件的

设计、分析和性能优化;在流体力学中用于探讨流

体运动状态、分析判断层流 湍流、计算雷诺数等

重要参数,以及评估流体的动力学特性;在热力学

中用于建立热辐射、热传导模型,等等。
纽结是三维空间中的闭曲线;闭合方式有无

穷多种,纽结就有无穷多种。纽结理论是数学中

的拓扑学领域的重要分支,主要研究两个纽结是

否同痕等价(isotopic,即可从一方连续形变到另

一方);如果不等价,又相差多少。要解决这些问

题,都需要用到一个关键的概念即纽结拓扑不变

量。在这一方向上产生了包括数学菲尔兹奖在内

的多项重要工作[15]。同时,纽结理论与物理中的

场论相结合所形成的纽结场论,在物理和生物等

学科中都有广泛的应用———从早期宇宙的宇宙

弦,到普通流体、等离子体、量子超流体中的缠绕

涡旋管和磁通管,到几何光拓扑缺陷,到低维拓扑

新材料中的轴子(axion)绝缘体,再到粒子物理中

的夸克禁闭,以及生物病毒壳体重组中的DNA节

链,处处都有纽结的身影。
瓦西里耶夫不变量(Vassiliev

 

invariants)[5]

是一类重要的有限型纽结拓扑不变量族,而孔采

维奇积分(Kontsevich
 

integral)[9]是构造前者的

主流手段之一。而且,后者与拓扑量子场论的微

扰形式之间存在着天然的联系,因此更容易被物

理学家所接受。目前已有工作将孔采维奇积分直

接用于(2+1)-维动力系统的研究[3]。
本文的主旨是从柯西积分出发,通过引进第

三维,将二维复平面推广到(2+1)-维空间,从而

与纽结理论联系起来。

1 关键———引进第三轴:从2-维复平面 推广到

(2+1)-维空间 ×�

1.1 从2-维 推广到(2+1)-维 ×�
考虑域Ω⊂ 上的解析函数f(z)。令L 为Ω

内的任意正定向闭合回路,L 所围区域记为Σ,即
L=∂Σ。令z 为Σ 内一点,那么f 在z 处的函数

值为

f(z)=
1
2πi∳L

f(ζ)
ζ-zdζ

(1)

这就是所谓的柯西积分[8,16]①。对式(1)取特例

f(z)≡1,有
1
2πi∳L包围z

1
ζ-zd

(ζ-z)=1,

d(ζ-z)=dζ,因z为常数 (2)
式(2)最大的特点是左边的L 为任意积分回路,即

L 只要包围z,就一定能在式右得到整数1。这说

明该整数1的取值不依赖L 的具体形状,是一个

拓扑不变量。
为了更清晰地展示这个重要的事实,我们可

以用动 态 的 观 点 重 新 审 视 积 分 式(2),如 图1
所示。

(a)
 

在二维复平面中,z 为定点。式(2)左边

的d(ζ-z)意味着ζ 是跑动变量,为此可引进动

点ζ,其绕行方向为正向即逆时针。∳L
表示绕行一

个整圈L;而(ζ-z)是由z指向ζ的二维向量,可
称为“关联子”。绕行的实质是关联子(ζ-z)的指

571

① 关于柯西积分在洛朗展开、留数计算、解析延拓等方面应用的

简要回顾,参看补充材料(https://zhuanlan.zhihu.com/p/

1916946158070272230)。
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图1 用动态观点审视复平面 上的环路积分,即ζ沿L 正向绕行z一周这个行为

(a)(b)
 

在二维复 平面上;
 

(c)(d)
 

引入时间轴,路径变成了天花板和地板之间的辫子图;
  

(e)(f)
 

补全路径,形成了纽结图

向转过了+2π。
(b)

 

有鉴于此,只要保证(ζ-z)转过+2π即

可,不必限定z 必须为定点。因此一个等价的图

景是ζ和z同时为动点,互相环绕旋转,有各自的

轨迹。
(c)

 

为了更加凸显上述过程的动态特性,引入

时间t轴作为第三轴,垂直于原 平面。这样一来

空间就被扩充到(2+1)-维的  × �,也即z=
z(t),ζ=ζ(t)。而(a)中的定点z 和环路L 就被

提升为直辫子γz 和曲辫子γζ。

γz 和γζ 的下端在t=0的 面上(记为 t=0,

可称为地板);上端在t=T 的 面上(记为 t=T,
可称为天花板,T 表周期)。比较t=0和t=T,
有z(0)=z(T),ζ(0)=ζ(T),意味着z 和ζ经历

一个周期后各自又回到原位置。从而γz 和γζ 在

 t=0 上的投影即是(a)中的定点z和环路L。

在任意一个时刻t∈ 0,T  都有一个水平复

平面,记为 t,它与γz 和γζ 的横截点是z(t)和

ζ(t)。此时的(ζ-z)仍为水平向量;令t从0跑

到T,则(ζ-z)就完成一个+2π旋转,与(a)中的

情形等价。
可以清晰地看到,曲辫子γζ 通过绕行直辫子

γz 一周而与后者有了(+1)的纠缠。
(d)

 

类似地,对(b)也可以实施第三轴(时间

轴)扩充,所得形状与(c)等价。与(c)的区别在于

此时γζ 和γz 都是曲辫子,二者之间是(+1)的
纠缠。

(e)
 

纽结理论中讨论的纽结是三维空间中的

闭曲线。若不是闭曲线的,而是两端如(c)般固定

在地板和天花板之间,则可以执行标准的手续,即
在两板之外的无穷远处令上下端闭合,从而把两

辫子变为两个纽结γζ 和γz。此二者所形成的位
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型专有名称,“(正定向)霍普夫链环(Hopf
 

link)

H +”,其纠缠状态用纽结缠绕数描述是Lk(γζ,

γz)=+1。参后文3.1节的公式(6)和图5。
(f)

 

类似地,对(d)也可以执行开曲线的封闭

手续。所得形状亦为霍普夫链环。
上述讨论揭示出式(2)的拓扑本质,即式右的

整数+1实质上就对应着Lk(γζ,γz)=+1。①

为加深读者的印象,下面再给出Lk(γζ,γz)=
-1的情形以作比较。在式(2)中,若强行令L 的

环绕方向为负向即顺时针,则应有

1
2πi∲L

1
ζ-zd

(ζ-z)=-
1
2πi∳L

1
ζ-zd

(ζ-z)

=-1 (3)
式(3)的拓扑本质可仿照图1(a)和(e)给出,如
图2(a)和(b)。

图2 用动态观点审视复平面 上的环路积分:负向绕行

情形。所形成的位型为负定向的霍普夫链环,H-

1.2 辫子γz、γζ 所有定向(上、下)的组合汇总

图1(a)~(f)可用图3(a)给出,图2(a)~(b)
则以图3(b)给出。

一旦允许辫子γz、γζ 的取向可上可下,在图3
(a)、(b)的基础上就可以产生更多的可能性。
图4(a)~(f)汇总了剩余的所有可能出现的情况,
及其各自所对应的缠绕数Lk(γz,γζ)的取值。特

别值得注意的是,每种情形下Lk(γz,γζ)正负号

的计算规则。有如下规定:

图3 逆着t 轴的俯视图:用新标记重新表达图1、

图2。子图(a)等同于图1,而图(b)等同于图2。其中

☉表示γz、γζ 的指向是垂直纸面向外

A 对辫子γz,规定其符号

 sgnγz =
+1, 若γz 的定向与t轴相同

-1, 若γz 的定向与t轴相反 (4)

辫子γζ 的符号sgnγz 完全符合相同的规定。

B ζ绕行方向的符号,规定为

sgn(ζ绕行方向)

=
+1, 若ζ沿逆时针方向绕行

-1, 若ζ沿顺时针方向绕行 (5)

最后汇总A和B,将所得的sgnγz、sgnγζ、sgn(ζ绕

行方向)相乘之后即可得Lk(γz,γζ)的总正负号。
如表1所示②。

表1 图1、图2和图4(a)~(f)中各自Lk(γz,γζ)的符号

计算:sgnLk(γz,γζ)=sgnγz ×sgnγζ ×sgn(ζ绕行方向)

图1 图2 图4(a)(b)(c)(d)(e)(f)

sgnγz + + + - - + - -

sgnγζ + + - + - - + -

sgn(ζ绕行方向) + - - - + + + -

sgnLk(γz,γζ) + - + + + - - -

771

①

②

说明:后文所提到的“辫子图”是指天花板 地板之外无连线的

图,如图1(c)、(d);而所提到的“纽结图”则指两板之外有连

线、可形成完整纽结/链环的图,如图1(e)、(f)。
说明:规则A即式(4)与后文第4节涉及的孔采维奇积分的

相关文献中的规定保持一致。而规则B即式(5)在第4节中

体现为计算之后得到的结果,因为那里的情况复杂得多。在

式(5)中之所以能够直接给出结果是因为情况很简单,仅仅

用到了一个关联子(ζ-z),且绕行仅一个整圈而已。
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图4 当允许辫子γz、γζ 的定向可以向上、向下之后,就

出现超出图3(a)、(b)的更多可能性。子图(a)~(f)进行

了汇总。☉表示垂直纸面向外,􀱋表示垂直纸面向内

(a)
 

Lk=+1;(b)
 

Lk=+1;
 

(c)
 

Lk=+1;
 

(d)
 

Lk=-1;
 

(e)
 

Lk=

-1;
 

(f)
 

Lk=-1

2 缠绕数定义:3-维与(2+1)-维计算方法的等价性

  前文已提及缠绕数,它是纽结理论中一个应

用广泛的拓扑不变量工具(关于纽结不变量的简

要介绍,参看补充材料)。本节详细介绍其代数定

义、3维空间�3 中的积分定义、(2+1)-维空间 ×
�中的积分定义,以及后二者的等价性。

2.1 代数定义

通常所谓的纽结图是指纽结在某个方向上的

投影图(如图5),图中不会出现交叉点的重叠。每

个交点都只有一根上线和一根下线。每个交叉点

的代数度定义为

ε( )=+1, ε( )=-1, ε( )=0
(6)

其中 指上交叉, 指下交叉, 指不交叉。而

两个 纽 结 γA、γB 的 互 缠 绕 数(mutual
 

linking
 

number)定义为所有n 个互交叉点的度数之和的

一半

Lk(γA,γB)=
1
2∑

n

r=1
εr, (7)

其中,εr指第r个交叉点的度数,n指互交叉点的总数

图5给出了三个计算实例:(a)中有2个交叉点,

每个度数为+1,故Lk(γA,γB)=
1
2
(+1+1)=1;

(b)
 

中有2个交叉点,每个度数为-1,故Lk(γA,

γB)=
1
2
(-1-1)=-1;(c)中有4个交叉点,每个

度数为-1,故Lk(γA,γB)=
1
2
(-1-1-1-1)=

-2。

图5 缠绕数的三个计算实例,每个实例中的链环包含

两个纽结分量,γA和γB
 

(a)
 

Lk(γA,γB)=1;
 

(b)
 

Lk γA,γB  =-1;
 

(c)
 

Lk γA,γB  =

-2。每个子图中单位向量n̂=
n
|n|

,其中n=xB -xA,xA∈γA,

xB∈γB。高斯映射n̂:S1×S1→S2

2.2 几何定义:
 

3维空间�3

高斯(Johann
 

Carl
 

Friedrich
 

Gauss,1777—

871
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1855)1833年提出3维空间�3 中两个有向纽结

γA 和γB 的互缠绕数Lk(γA,γB)的几何定义,如
图5(c)[6]所示。

图6 缠绕数的(2+1)-维计算方法举例———博罗明环(Borromean
 

rings)
(a)

 

通常的博罗明环图示:用1~6标记当中的每个交叉点;
  

(b)
 

在(2+1)-维空间 ×�中用辫子图重新表达博罗明环:其中天花板和地板之

间由上至下分成了6个区,每个区中只有一个交叉点,分别对应子图(a)中的每个交叉点。积分时沿t增加方向,依次积分第6、第5、……、

第1区。需要注意,虽然全图共含三根辫子γz、γζ
、γξ
,但在每个区即每个交叉点处,参与纠缠的只有两根辫子,或{γz,γζ

},或{γz,γξ
},或

{γζ
,γξ
}

•
 

定义向量n 及其单位向量n̂
 

n=xB -xA, ̂n=
n
n

(8)

其中,xA 是γA 上的任意一点,xB 是γB 上的任

意一点。n 将γA 和γB 上的两点xA 和xB 联系

起来,也具有关联子的意义。为与前文式(2)
的(2+1)-维关联子(ζ-z)有所区别,可称此

处的n 为3维关联子。

•
 

定义积分[25]

I=∮γA∮γB

(xB -xA)·(dxA ×dxB)
‖xB -xA‖3

=∫
2π

0∫
2π

0

(xB -xA)·(̇xA ×ẋB)
‖xB -xA‖3

dtA ∧dtB

(9)
其中,tA,tB∈[0,2π)分别是xA,xB 的参数,而

ẋA=
d
dtA

xA。

高斯证明,此积分I 可用n̂ 诱导的球面积分来

表达

I=̂n* 1
4π∫S2̂

n·d̂n×d̂n  
=
1
4π∫S1×S1̂

n·(∂tÂn×∂tB̂n)dtA ∧dtB =N

(10)
其中,̂n·d̂n×d̂n 具有明晰的几何意义,即2-

球面S2 的微面元,其积分正是S2 的球面积。

n̂*是拖回映射(pull-back),其功能是将∫S2
拖

回到∫S1×S1
,所得结果是S2 面积4π的 N 倍。

它的意思是,当xA 和xB 分别跑尽γA 和γB 一

圈,̂n 将跑尽并覆盖单位球面S2 整数 N 遍。
从而N 就具有了代数意义,即 N 是映射n̂ 的

映射度。这样一来,高斯缠绕数复杂的多重积

分式(9),就简化为各交叉点代数和的一半,
即式(7)

 I=Deg(̂n)=Lk(γA,γB)=
1
2∑

n

r=1
εr (11)

2.3 几何定义:
 

(2+1)-维空间 ×�
在 ×�空间中计算缠绕数,需要执行以下程

序【以图6中的博罗明环(Borromean
 

rings)计算

为例】:

•
 

将原纽结/链环图改画为(2+1)-维的辫子图。
图中包含的总辫子数可以多于2。

•
 

要求每个交叉点必须处于不同的高度(即对应

的t值不同)。于是以t为标记,辫子图被分成

若干个区。每个区只有一个交叉点,在该处参

与纠缠的只有两根辫子。

•
 

因原图中的各纽结分量都已赋予定向,故辫子

图中每根辫子的定向也是固定好的。

•
 

每个交叉点的缠绕数依图1、图2、图4(a)~(f)
及表1的方法计算。

•
 

最后将所有交叉点的缠绕数贡献求和,即可得
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原纽结/链环的总缠绕数。
按如上程序实际操作后,可计算得到博罗明

环的总缠绕数为零。这意味着,Lk=0无法区分

博罗明环和“无相互嵌套、链接而摆放在一起的三

个平庸圆环的组合”。说明缠绕数并非一个很强

的(powerful)拓扑辨识工具。关于拓扑学基础理

论与拓扑不变量的简介,以及纽结理论基础知识

和典型的纽结不变量[12],参看补充材料。

2.4 (2+1)-维算法与3维算法的等价性

关于缠绕数,前文的3维算法和(2+1)-维算

法具有等价性。该等价性有不同的证明方法。

•
 

间接证明:
遵循路线“3维定义⇒代数定义⇒(2+1)-维定

义”。
即从3维空间到(2+1)-维空间建立投影,过程

中交叉点的符号本质上与高斯缠绕数公式中

的向量运算所确定的符号一致。直观理解是:
在(2+1)-维中通过投影图计算交叉点符号来

得到缠绕数,本质上是将3维中纽结的相互位

置在2维平面上进行记录。而缠绕数则是从

更本质的向量运算角度实施计算,二者在刻画

纽结纠缠方面达成一致。

•
 

直接证明:
严格证明需要用到微分几何和拓扑学中的一

些定理与方法,包括投影和参数变换———譬如

在图5中,对高斯映射的靶空间中的单位球面

S2 进行面积分,可以采用球坐标(r=1,θ,ϕ)。
对θ进行变换θ→ctanθ,就将球坐标换成了柱坐

标,即将球面S2 换成了无穷长圆柱面S1×�。
此代换的实质是在3维定义中的高斯球面S2

积分和(2+1)-维定义中的环路S1 积分之间

建立直接的联系。此外还会涉及同伦群等等

角度的讨论。诸多技术细节,限于篇幅无法在

本文尽叙,容后另文详述。

3 孔采维奇积分:
 

一般形式

柯西积分式(2)的关键是关联子(ζ-z)。通

过追踪关联子旋转整圈(2π)的次数,就得到缠绕

数。有鉴于缠绕数是较弱的拓扑不变量(即拓扑

辨识工具),可以自然地提出一个问题:
是否同时使用多个关联子,就可以构造出更

强的拓扑不变量工具?

孔采维奇积分的构造正是采取了这一思路,通过

同时在积分中引入多个关联子,达到构造高阶拓

扑不变量的目的。
对(2+1)-维空间中的纽结/链环 K,如图7

所示,其孔采维奇积分的一般形式写作[5,9]

Z( )=∑
∞

m=0

1
(2πi)m ∫…∫tmin<tm<…<t1<tmax,

tj非临界点

·

∑
P={zj,z'j}

(-1)↓PDP∧
m

j=1

dzj -dz'j
zj -z'j

(12)

 C

图7 在(2+1)-维空间中计算孔采维奇积分

(a)
 

几何因子:纽结/链环K 如图放置,规定好了定向。要求每个

交叉点处于不同的高度(即对应的t值不同)。图中存在临界点

A、B、C、D,意味着 K 被视为一个莫尔斯(Morse)函数。图中举

例画出5个水平关联子(从高到低,脚标依次为1、2、…、5),给出

孔采维奇积分中的∧
5

j=0

dzj-dz'j
zj-z'j

;
 

(b)
 

群因子:弦图(chord
 

diagram),当中每根弦对应(a)中的一根关联子。被弦连

结的两个生成元相互耦合,沿圆圈环行一周对应矩阵求迹

(trace)

其中每个构成元素的含义如下:

(1)
 

∑
∞

m=0

指对所有阶m 求和,m=0,1,2,…。

第m 阶意为在K 中放置m 根水平关联子,即m

根式(2)的“(ζ-z)”。每个
dzj-dz'j
zj-z'j

对应一个

式(2)中的
d(ζ-z)
ζ-z

。

(2)
 1
(2πi)m

来自m 个柯西积分的贡献。

(3)
 

∫…∫
tmin<tm<…<t1<tmax

tj非临界点

当中t1,…,tm 是m 根水
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平关联子的高度即t值,从高到低排列。固定排

序tmin<tm <…<t1<tmax 可以避免重复计数

(———可类比量子场论中的时序乘积即T 乘积来

理解)。
(4)

 

K 如图7放置,其中必含临界点(如图中

的A、B、C、D)。这意味着K 是一个莫尔斯函数。
计算时tj 只取非临界点即可;临界点所导致的发

散可以避免,方法是考虑下文中的群因子,其中因

1T-关系而必取零值,从而避免积分发散[5,10]。

(5)
 

∑
P={zj,z'j}

指每根水平关联子都对应竖直曲

线上的一对点。
(6)

 

(-1)↓P 指所有关联子贡献的总正负号。
对第j 个水平关联子而言,其两端所归属的辫子

各自有定向,上为+,下为-,如式(4)所规定(参
考图1、图2、图4(a)~(f)和表1)。于是关联子j
的符号就是(-1)↓j =sgnγzj×sgnγz'j

。进而,把
所有 关 联 子 的 贡 献 综 合 起 来 就 得 到 总 符 号

(-1)↓P =∏
j

(-1)↓j 。

(7)
 ∧

m

j=1

dzj-dz'j
zj-z'j

中的∧
m

j=1
是微分形式(即外

微分方法)中的楔积。这个几何因子是孔采维奇

积分的核心。“同时考虑m 根水平关联子”,正符

合本节初所提出的设想。
(8)

 

DP 是一个群因子①,具体计算要用到弦

图(chord
 

diagram),即图7(b)。因超出了本文拟

达到的深度,故以下只对最基本的概念作粗浅的

介绍;细节参考文献[1,2,5]。
(a)

 

设问题中的结构群为G。当考虑图7(a)
中的关联子<z1,z'1>、<z2,z'2>、…、<z5,z'5>的群结

构时,需将每个z 和z'量子化为算符,并在G 的

李代数g 的基上展开,即

ẑ1 =̂za
1Ta,  ̂z'1=̂z'􀭹a1T􀭹a

;

ẑ2 =̂zb
2Tb,  ̂z'2=̂z'􀭹b2T􀭹b

;

 ︙

ẑ5 =̂ze
5Te,  ̂z'5=̂z'􀭴e5T􀭴e.

 

(13)

其中,Ta、T􀭹a
、Tb、T􀭹b

、…、Te、T􀭴e 都是结构群G 的

生成元,即g 的基分量,且自动采取爱因斯坦求和

规则。对Ta、T􀭹a
、Tb、T􀭹b

、…、Te、T􀭴e 取统一的表

示R,在此之下每个Ta、T􀭹a
、Tb、T􀭹b

、…、Te、T􀭴e 都

是一个方阵。

(b)
 

群因子正比于“沿着纽结 K(例如图7
(a))运行一周,即z1z4z'2z'1z'3z'4z5z'5z3z2z1,后所

取的矩阵迹(Trace)”

TrR[̂z1
aTâzd

4Td̂z'
􀭹b
2T􀭹b̂z'

􀭹a
1T􀭹âz'

􀭴c
3T􀭴ĉz'

􀭹d
4T􀭹d̂z

e
5·

Têz'
􀭴e
5T􀭴êz

c
3Tĉzb

2Tb]

=̂za
1̂zd

4̂z'
􀭹b
2̂z'

􀭹a
1̂z'

􀭴c
3̂z'

􀭹d
4̂ze

5̂z'
􀭴e
5̂zc
3̂zb
2·

TrR[TaTdT􀭹bT􀭹aT􀭴cT􀭹dTeT􀭴eTcTb] (14)

  (c)
 

由于<z1,z'1>是一个关联子,所以ẑa
1̂z'􀭹a

1∝

δa􀭹a;类似的就有

ẑa
1̂z'

􀭹a
1 ∝δa􀭹a, ̂zb

2̂z'
􀭹b
2 ∝δb􀭹b, …, ̂ze

5̂z'
􀭴e
5 ∝δe􀭴e

(15)

  将式(15)代入式(14),知其中的迹就成为

TrR[TaTdTbTaTcTdTeTeTcTb] (16)
弦图7(b)正是对式(16)的图示。对式(16)的计算

依赖于群G 及其李代数g 的具体结构,包括所谓

的1T-、4T-关系等工具。
可以看出,孔采维奇积分式(12)是对m 的无

穷积分。其中m=1项退回到前文3.3节的情况,
给出缠绕数;而m>1的项则构造出更多的高阶

纽结拓扑不变量。
孔采维奇积分在数学的多个方面有重要价

值:在纽结理论中它是构造瓦西里耶夫不变量

族[14]的主流方法,有助于探究纽结的拓扑几何特

征及其相互作用;在代数几何方面,它可用于研究

代数曲线、曲面等几何对象的性质和分类,促进代

数几何与其他数学分支的融合;在同调代数与范

畴论方面,有助于引入新的函子结构。孔采维奇

积分与物理学也有重要联系:它在量子场论和数

学纽结理论之间搭建起桥梁,为量子场论中的散

射振幅计算提供新的途径。
瓦西里耶夫不变量族是强有力的纽结分类工

具,包含无穷多项不变量[14]。伯曼和林晓松(Bir-
man-Lin)指出[4],一些著名的纽结多项式(如琼

斯、考夫曼等)都可通过幂级数代换化为瓦西里耶
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① 群因子植根于规范理论。对规范场来说,除了有底流形坐标

(z∈ ,t∈�)外,还有内禀空间对称性所导致的群指标。本

科生和低年级研究生可以尝试用实例来理解内禀空间:在量子

力学中,自旋是独立于时空坐标的一种内禀对称性,用SU(2)
群来描述;粒子物理中,同时考虑同位旋和超荷对称性,则需

要使用SU(3)群来描述。一般的规范理论中的内禀对称群

记为G,于是上述的弦图实质上是关联子所连接的两个群生

成元之间的耦合。
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夫不变量,故前者是后者的特例。

4 结论

纽结理论是低维拓扑学的主要分支。它不仅

是纯数学的前沿课题,还与物理学的多个领域(如
量子场论、统计物理、流体力学等)有深刻的内在

联系。本文的主旨就是以“数学物理方法”为突破

口,沿着“复变函数中的柯西积分→纽结缠绕数【3
维和(2+1)-维】→孔采维奇积分”这一主线,为本

科生或低年级研究生提供一条从本科理论物理基

础课到科研前沿的路径。贯穿始终的核心概念是

关联 子,它 在 柯 西 积 分 当 中 表 现 为 式 (2)的

d(ζ-z)
ζ-z

;在3维缠绕数中表现为式(8)的n=

xB-xA;而在孔采维奇积分式(8)中则被推广到

m 个关联子的情形,∧
m

j=1

dzj-dz'j
zj-z'j

。

读者可以本文为基础,逐步建立和发展拓扑

学的思维方式。在后续的学习和研究中应特别关

注那些对具体积分路径不敏感且特征物理量取值

离散化、量子化的现象。它们或许就是潜在的拓

扑物理新现象。
本文的补充材料详见https://zhuanlan.zhihu.

com/p/1916946158070272230。
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