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顶竿杂技表演中的动力学分析

杜名阳 蔡 林

(华中科技大学,湖北
 

武汉 430074)

摘 要 在本研究中,我们采用了系统化的方法深入分析了顶竿杂技表演中的动力学原理。通过对表演

者和竿的物理特性进行精确测量与分析,我们建立了一个综合考虑质量分布、转动惯量、重力影

响以及力学规律的动力学模型。该模型量化了关键的运动学参数,如角速度和角加速度,并设

定了细致的初始条件和边界条件。利用数学建模和物理分析方法,我们求解了描述顶竿运动的

微分方程,获取了竿的倾斜角度、角速度和角加速度等关键运动参数。这些参数不仅为我们提

供了对顶竿表演力学行为的定量描述,也为表演者提供了预测动作影响和制定补偿策略的科学

工具。研究结果表明,通过精确控制和调整,可以显著提高顶竿表演的安全性和艺术性,为相关

领域的研究和实践提供了新的视角和理论支持。
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  在杂技艺术的舞台上,顶竿表演以其惊险刺

激、技艺高超而著称。这项表演不仅考验着演员

的体力与平衡能力,更蕴含着丰富的物理原理和

力学计算。
在顶竿表演里,演员用头、额、鼻或肩,甚至口

衔棍棒顶着长竿,而且长竿顶端还有演员进行表

演,巧妙掌握物体的平衡维持稳定不倒。演员在

顶端的表演五花八门,但所有的顶竿表演都归结

为同一个力学模型,即一个以动点为支点的倒置

的复摆。所蕴含的力学问题是:复摆的不稳定直

立状态是如何依靠支点的运 动 转 化 为 稳 定 的

(图1)。尽管目前已有研究开始关注顶竿杂技表

演中的力学问题,但这些研究在力学模型的构建

上往往较为简单,通常只考虑了长竿本身的物理

特性,而未能充分纳入顶端演员的动态影响及其

与竿的相互作用。此外,对于顶竿表演中稳定性

的深入分析以及下方演员采取的移动策略研究仍

然相对欠缺,这限制了我们对表演过程中复杂力

学互动及其稳定性控制机制的全面理解。因此,
本研究旨在填补这一空白,通过建立更为精细和

全面的动力学模型,并探索演员的补偿策略,为提

高顶竿表演的安全性和艺术表现提供更深入的科

学见解。
为了填补这一空白,本文旨在通过科学的方

法,解析顶竿杂技表演中的力学原理,并探讨如何

通过精确的计算来确保表演的安全性和稳定性。
我们深入分析了在轻微扰动发生时,竿的稳定性

与各因素之间的关系,并探讨了通过位移补偿、速
度补偿和加速度补偿来维持竿的平衡,维持稳定

状态的可能性。
本文的创新点在于:

•
 

建立了一个基于质心定理和转动惯量的动力

学模型,用于分析顶竿表演中的力学问题。

•
 

提出了位移补偿、速度补偿和加速度补偿

策略,并通过仿真计算验证了这些策略的

有效性。

•
 

分析了初始稳定性和运动稳定性,探讨了

竿模型倾斜角度对系统稳定性的影响。

•
 

研究了补偿同时性和补偿瞬时性对稳定

性的影响,为实际表演中的稳定性控制提

供了指导。

通过本研究,我们不仅为顶竿杂技表演提供

了科学的稳定性分析方法,还为演员在实际表演

中提供了实用的补偿策略,为提高顶竿表演的安

全性和稳定性做出了贡献。

图1 物理抽象模型

1 抽象模型与计算

假设人的质量为 M,竿的质量为m,竿高 H,
组合重心h,所有力矩计算均以底部表演者头部

支点即系统转动中心为参考点。
在理想模型中,我们简化上方表演者为质量

为M 的点质量,集中作用于竿顶,从而便于对系

统重心位置与力矩进行建模与分析。根据质心定

理,系统的组合质心高度h 近似为
 

h≈
2M +m  H
2M +m  

(1)

转动角度为θ时,力矩为

τ=(M +m)ghsinθ (2)
需要指出的是,在实际顶竿表演中,上方表演者并

非理想点质量,而是具有空间尺寸的三维结构体。
尤其在动态表演过程中,如挥臂、转体或跳跃等动

作,会引起其质心高度上升,并偏离竿的中心轴

线。此类偏心质心将引入横向力矩分量,从而对

系统稳定性造成显著影响。
为了定量表达这一扰动,现引入质心横向偏

移量Xc,其带来的附加扰动力矩为

τ'=MgXc
因此,对理想模型中的力矩表达式(式2)进行修正

后,可得

τ= M +m  ghsinθ+MgXc
在常规动作幅度下,人体横向偏移量Xc相较于主

力矩项通常较小,可作为微扰处理。因此在后续

分析中,若无大动作扰动,可近似取Xc→0。则系

统的转动惯量为
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I≈
1
3m+M  H2 (3)

由式(2)与式(3),
 

根据角动量定理,可得,角加速

度β为

β=gsinθ
2H  2+

1
3M
m +1 (4)

  在分析顶竿杂技表演的动力学模型时,我们

发现角加速度是一个关键参数,它直接影响到系

统稳定性的动态表现。由式(4)可知,角加速度与

竿长成反比,与人和竿模型的质量比成反比。根

据式(4),角加速度与竿的长度 H 成反比,同时与

人和竿模型的质量比
3M+m

m
也成反比。这意味

着,当竿的长度增加时,同样的重力矩会产生更小

的角加速度,带来更好的不稳定性。同样,当人与

竿的质量比增大时,即人的重量相对于竿的重量

增加时,同样的重力矩会产生更小的角加速度,带
来更好的不稳定性。

  记k= g
2H

2+
1

3M
m +1  ,由式(4)与θ=ωt

可知

β=ksin(ωt) (5)
将式(5)化为微分形式即为

dω
dt=ksin(ωt)

将dt移至等式右边,化为可积形式为

dω=ksin(ωt)dt
进行泰勒展开后,化简为

dω
dt ≈kωt-

ω3t3

6 +o(ω4t4)  dt
因为顶竿杂技表演中时间t较小,所以可以约去

高次项,化简为

dω
dt ≈kωtdt

即

dω
ω =ktdt (6)

对式(6)两边同时进行积分,得到

lnω=
kt2

2 +C

即

ω=Ce
kt2

2 (7)

将式(7)换为微分形式,得到

dθ
dt=Ce

kt2

2

将dt移至右边,两边同时进行积分

∫dθ=∫Ce
kt2

2dt

得到关于t的表达式

θ=C π
2e

kerf(t)+C2 (8)

记式(8)为θ(t),当dt→0时,由位置关系得到

dx=dHsinθ  =Hcosθdθ
dy=d(H -Hcosθ)=Hsinθdθ

则竿在水平与竖直方向的位移为

x=Hsinθ (9)

y=H -Hcosθ (10)
则竿在水平与竖直方向的速度为

vx =
dx
dt=

Hcosθdθ
dt =Hωcosθ (11)

vy =
dy
dt=

Hsinθdθ
dt =Hωsinθ (12)

竿在水平与竖直方向的加速度为

ax =
dvx

dt =
Hcosθdθ
dt =Hβcosθ+Hωsinθ (13)

ay =
dvy

dt =
Hsinθdθ
dt =Hβsinθ+Hωcosθ (14)

  由式(9)至式(14)可知,当竿发生轻微偏移

时,下方表演者为保持竿不倾倒,需要对其进行位

置补偿,具体可分为位移补偿、速度补偿、加速度

补偿。当采用唯一补偿时,水平方向和竖直方向

的位移补偿表达式为

水平方向位移补偿:x=Hsinθ;
竖直方向位移补偿:y=H-Hcosθ
水平方向和竖直方向的速度补偿表达式为

水平方向速度补偿:vx=Hωcosθ
竖直方向速度补偿:vy=Hωsinθ
水平方向和竖直方向的加速度补偿表达式为

水平方向加速度补偿:ax=Hβcosθ+Hωsinθ
竖直方向加速度补偿:ay=Hβsinθ+Hωcosθ

2 动态模型建立与计算验证

2.1 实验内容

在动态仿真实验中,我们旨在探究不同质量
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和高度参数下物理系统的动态稳定性,特别是模

拟人与竿组成的系统在受到扰动后的响应行为。
实验采用了Python编程语言,利用NumPy、Mat-
plotlib和SciPy等库进行数据处理和图形绘制。
实验通过构建数学模型,假设竿的质量为5kg,人
的质量分别为60kg与100kg,竿的高度分别为

5m、10m和20m等,并加入了随机扰动,运用数值

计算方法如欧拉积分法,对系统的角加速度、角速

度和倾斜角度等物理量进行 仿 真 计 算 和 对 照

实验。

2.2 实验结果与分析

2.2.1 倾斜角度随时间变化分析

我们通过分析不同质量 高度组合下的动力

学数据,研究了倾斜角度随时间的变化关系。利

用数学建模和仿真技术,我们得到了倾斜角度与

时间的动态关系。如图
 

2
 

与图
 

5(a)
 

所示,结果显

示倾斜角度随时间的变化图像(Tilt
 

Angle
 

over
 

Time)清晰地揭示了不同组合下系统的行为。观

察结果表明,随着时间的推移,所有测试案例的倾

斜角度都经历了从初始状态的变化,但变化的幅

度和趋势因组合而异。特别是,
 

“60kg-5m”
 

和

“100kg-10m”
 

组合的数据显示出较小的波动,这
表明系统在质量较大或高度较高时,稳定性得到

了增强,并且高度是对稳定性起作用的关键因素。
图中的曲线进一步揭示了系统在达到新的平衡状

态之前所经历的过渡期,这一现象对于理解系统

动态特性至关重要。

图2 倾斜角度随时间变化曲线

2.2.2 角速度随时间变化分析

我们采用了数值模拟方法来分析不同质量

高度组合下系统的角速度变化。如图3与图5(b)

图3 角速度随时间变化曲线

所示,我们观察到系统从静止状态开始,角速度随

时间t的增加而逐渐增加,直至达到一个稳定值。
特别是,“60kg-5m”组合的角速度增加速度较快,

但最终稳定在一个较高的水平,这可能表明在较

轻的质量或较小的高度条件下,系统需要更短的

时间来达到动态平衡。相比之下,“100kg-10m”组
合的角速度增长较慢,稳定后的角速度也较低,这
表明较大的质量和较高的高度有助于降低系统的

动态响应速度,从而可能提高稳定性。这些观察

结果进一步证实了质量和高度参数对系统动态响

应的重要影响。
值得指出的是,人的尺寸变化(如体形较高者

质心较高)将改变系统总质心的位置,从而影响力

矩大小和系统响应的角加速度。体形高大或动作

幅度大的上方表演者,在相同质量下,其质心更

高,会加大系统的不稳定性。这一现象在模拟中

表现为相同质量下更快的角度偏离速率。因此,
在实际训练中应综合考虑演员体形与竿长的匹配

关系,以实现更优的稳定控制。

2.2.3 角速度与角度关系分析

我们通过深入分析角速度(omega)与角度

(theta)之间的动态关系,探讨了不同质量 高度组

合下系统的行为。如图4所示,我们发现角速度

与角度之间的关系并非简单的线性关系,而是呈

现出一定的非线性特征。通过对比不同组合的曲

线,我们观察到“60kg-5m”组合在较小的角度下达

到了相对较高的角速度,但随着角度的进一步增

加,角速度开始下降。这表明在角度接近垂直位

置时,系统可能受到更大的动态阻力或其他外部

因素的影响,导致角速度的减缓。这种关系对
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图5 关系图像

(a)
 

倾斜角度随时间的变化的关系图像;
  

(b)
 

角速度随时间的变化的关系图像;
  

(c)
 

角加速度随时间的变化的关系图像;
 

(d)
 

水平位移随时间

的变化的关系图像;
 

(e)
 

竖直位移随时间的变化的关系图像;
 

(f)
 

水平速度随时间的变化的关系图像;
 

(g)
 

竖直速度随时间的变化的关系

图像;
 

(h)
 

水平加速度随时间的变化的关系图像;
 

(i)
 

竖直加速度随时间的变化的关系图像

图4 角度与角加速度关系曲线

于理解系统在不同倾斜状态下的动态特性至关重

要,有助于我们进一步优化顶竿表演的稳定性和

安全性。
2.2.4 位移与速度分析

我们详细考察了系统在空间中水平与垂直位

移的变化情况,以及这些位移如何随时间而变化。
如图5(d)和图5(e)所示,水平与垂直位移随时间

的变化曲线揭示了系统位置变化的动态特性。位

移曲线的非线性表现指出,在不同时间段内,系统

受到的动态力作用具有显著的复杂性,这可能涉

及多种力的相互作用和转换。
进一步地,图5(f)和图5(g)所示的水平与垂

直速度变化曲线,为我们提供了系统运动状态转
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换的直接证据。速度曲线的正负交替变化,不仅

指示了系统运动方向的改变,而且反映了系统在

维持动态平衡过程中所进行的连续调整。特别是

在速度曲线的转折点,系统可能经历了由加速到

减速的过渡,这一现象可能与系统内部质量重新

分配或外部阻力的增加有关。
综合分析位移与速度的变化趋势,我们可以

推断出系统在动态平衡过程 中 展 现 出 的 调 整

能力。

2.2.5 加速度分析

我们通过动态仿真实验,研究了系统在受到

扰动时水平与垂直加速度的变化情况。通过测量

不同质量与高度参数下的加速度响应,我们得到

了系统速度变化速率与这些参数之间的关系。如

图5(h)和图5(i)所示,结果显示加速度曲线的波动

性,这为我们理解系统动态响应提供了直观信息。
我们观察到,在不同质量与不同高度的参数

组合下,加速度曲线呈现出不同程度的波动。特

别是,较重的质量或较大的高度组合,如“100kg-
10m”,其加速度波动较小,表明这些条件下系统

对扰动的响应更为稳健。这一现象与我们对系统

稳定性的预期分析相一致,即较大的质量和高度

有助于减少速度变化的剧烈程度,从而提高系统

的稳定性。
这些发现对于优化顶竿表演的安全性和艺术

性具有重要意义。通过精确控制表演者和竿的质

量与高度,可以显著提高表演的稳定性,减少因速

度变化过快而导致的潜在风险。此外,这些结果

也为我们提供了调整和优化系统设计的理论依

据,以实现更好的动态性能。

2.2.6 补偿策略分析

在本研究的实验阶段,我们通过动态仿真方

法对速度补偿、位移补偿和加速度补偿三种策略

进行了深入的效果测试。通过细致的数据分析,
我们揭示了每种策略的独特优势与潜在局限。

位移补偿效果如图6所示,位移补偿策略因

其直接针对竿的倾斜进行调整,能够立即响应位

置偏差,对于小幅度的位置偏差能够迅速将系统

调整回期望位置,从而显示出快速且直接的效果。
这种策略简单易行,易于理解和实施,不需要复杂

的动力学模型或计算。然而,位移补偿策略可能

忽略了竿的速度和加速度等动态特性,这在处理

快速或大幅度运动时可能导致无法维持长期稳定

图6 位移补偿误差曲线

性。此外,如果补偿幅度控制不当,可能会引起过

补偿,从而影响系统稳定性。
速度补偿效果如图7所示,速度补偿策略通

过调整速度来减少竿的动态波动,有效维持系统

的动态平衡。这种策略在需要平滑调整速度以维

持平衡的场景中表现良好,特别是在持续受到外

部扰动的情况下,能够提供持续的稳定性支持。
速度补偿策略在响应初期的位移变化时可能不够

迅速,因此在需要快速恢复平衡的场景中,初期效

果可能不如位移补偿策略明显。此外,实施这种

策略需要对系统的动态特性有更深入的理解,可
能需要更复杂的控制算法。

图7 速度补偿误差曲线

加速度补偿效果如图8所示,加速度补偿策

略通过预测和响应竿的加速度变化,展现了其在

控制快速变化运动状态方面的优势。这种策略特

别适合于动态变化剧烈或需要精确控制的场景,
能够提供更精细的调整,以应对即将发生的运动
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图8 加速度补偿误差曲线

状态变化。然而,加速度补偿策略的实施需要依

赖于精确的动力学模型和及时的反馈机制。如果

模型预测存在偏差,可能会引起补偿过度或不足

的问题,从而影响系统稳定性。
选择合适的补偿策略需要根据实际的表演需

求和竿的动态特性来决定。可能需要综合考虑这

三种补偿策略,以达到最佳的控制效果。在仿真

实验中我们发现,在发生小角度偏转时进行补偿

误差远小于角度偏转比较大时进行补偿,所以及

时性的补偿或能达到更佳的补偿效果。未来的

研究将进一步探索这些策略在实际操作中的适

用性和效果,以实现更高效、更精确的动态平衡

控制。

2.2.7 拟合误差分析

在探讨受到扰动后的顶竿系统控制效果时,
我们引入了一个关键的性能指标———损失(loss),
它量化了模型预测值与实际观测值之间的偏差。
这种差异的度量对于评估位移补偿、速度补偿和

加速度补偿策略的有效性至关重要。通过持续监

控这一指标,我们可以确保对顶竿在受到扰动后

进行的控制措施进行精确评估,从而优化补偿策

略,提高系统恢复稳定状态的能力。在图9所示

的模型补偿损失曲线中,损失被控制在极低水平,
一直保持在0.1%以下。这表明模型在处理小角

度偏移时具有较高的准确性和可靠性。
实验中采用的补偿策略旨在通过位移补偿来

调整模型,以响应累积的微小角度偏移。这种策

略避免了速度补偿与加速度补偿,从而减少了模

型系统损失。我们通过插值法得到了loss函数,

kx 与ksin(x)的关系图像,如图10所示,误差来

源主要是sin(x)与x 的数值误差。

图9 模型补偿损失曲线

注:损失之所以在范围内一直保持在0.1%以下,是因为模型倾斜

角度虽然呈递增曲线,但是每次倾斜只有极其微小的扰动,这里

的2准确的理解应该为累积倾斜角度,而非单次倾斜最大角度,

在模型中大角度偏移后,进行的是Python自带积分计算之后的

位移补偿,而非自计算速度补偿,所以并未经历模型系统损失,故

模型误差也极小,本模型仍然满足只适用于微小角度的偏移的模

型假设

图10 ksin(x)、kx 与loss(x)的函数拟合曲线

2.3 实验结论

对比实验结果表明,系统稳定性与质量和高

度参数密切相关。在竿模型较大的高度或上方物

体较大的质量条件下,系统展现出更好的稳定性

和更快的稳定时间,并且高度是对系统稳定性起

作用的关键因素。
此外,实验还发现,系统在经历初始扰动后,

能够通过自身的动力学反馈机制迅速调整至稳定

状态,这一点在角加速度的快速衰减中得到了

体现。

3 结语

在对物理模型进行深入的推导和仿真计算
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后,我们得出了以下一系列结论。首先,我们发现

当竿模型的高度增加,以及人与竿之间的质量比

提高时,系统在面对轻微扰动时的角加速度会相

应减小。这表明,随着这些因素的优化,系统展现

出了更强的抗倾覆能力,它更不容易因为小的干

扰而倒下。其次,随着竿模型的倾斜角度的增大,
系统的稳定性会逐渐降低。这意味着,为了维持

平衡,表演者需要付出更大的努力,并且系统也更

容易失去平衡。另外,我们还提出了补偿同时性

原则,即当下方的表演者能够与竿保持同步的运

动状态时,可以有效地保持上方表演者和竿的稳

定,避免发生倾倒。此外,我们根据实验结果还提

出了补偿瞬时性原则,即下方表演者在恢复竿的

平衡状态时,其反应速度必须迅速。补偿动作越

快,系统的稳定性越高。最后,为保持系统高稳定

性,建议在实际演出中控制上方表演者动作幅度,
减少偏心动态;并在训练时结合实时质心轨迹监

测系统,对质心横向漂移设定预警阈值,以实现稳

定性的可视化反馈与动作优化。这些结论为我们

提供了对系统稳定性的深入理解,并为实际应用

中的平衡控制提供了重要的指导。
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