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蒙特卡罗方法模拟理想气体速率分布及其应用

陆雨航 胡振芃

(南开大学物理科学学院,天津 300071)

摘 要 麦克斯韦 玻尔兹曼分布是统计力学中对应经典粒子很重要的分布形式。理想气体作为经典粒

子的代表,为研究上述分布提供了基础。然而大部分研究仅证明麦克斯韦 玻尔兹曼分布的合理

性,很少研究经典理想气体向热平衡的演化,并且未能将演化过程与实际应用结合。因此本文在

质心系弹性碰撞的基础上,通过蒙特卡罗方法模拟理想气体达到热平衡的过程,提出一种概率密

度函数误差的计算方案,实现误差定量化,并探究模拟过程中误差随体系中粒子数目及碰撞次数

的变化规律,探讨不同速度初始化方法实现热平衡的收敛速率,给出小计算量下高精度模拟的方

案。最后,将研究结果应用于单粒子布朗运动的模拟和小孔泻流模拟,获得与理论相符的结果。
关键词 麦克斯韦 玻尔兹曼分布;蒙特卡罗方法;理想气体;布朗运动模拟;小孔泻流
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  理想气体速率满足麦克斯韦分布。从气体碰

撞理论可以得知,理想气体分子通过碰撞从非平

衡趋向于热平衡。采用蒙特卡罗方法模拟这个过

程[1-2]是常见的方法之一,有助于加深对弛豫过程

以及分布函数的理解。
采用碰撞理论的蒙特卡罗方法基于能量和动

量守恒,文献中对粒子的速度有以下两种处理方

式。一种是在笛卡尔坐标系中直接交换两个粒子

对应速度分量[1],但是所得结果不甚理想。另一

种是在质心系中将粒子的相对速度做任意方向投

影[2],能够得出较好的结果,其统计直方图与麦克

斯韦分布符合较好,并且给出了模拟结果中速率

的平均值与理论值较为符合。
稍加思考不难发现:数学上,简单的粒子速度

分量交换[1]不能改变体系内部速度分量的分布,
体系速率分布具有极大的初始条件依赖性。即便

允许任意速度分量的交换,可改变体系各个方向

的速度分布,但其速率分布一般也不是麦克斯韦

分布。物理上,简单的交换速度分量也限制了最

大速率:碰撞后,粒子所具有的最大速率平方不可

能超过三个方向速率最大值的平方和。因此,简
单的粒子速度分量交换[1]并不适于此类模拟。

将碰撞粒子放到质心系中处理[2]是一种较好

的模拟方案。不过使用统计直方图与理论概率密

度曲线对比只能定性观察二者的区别,无法给出

定量的衡量。同时,参与模拟的粒子数目和模拟

碰撞的次数直接决定模拟的计算量,而计算量与

模拟精度之间的关联则是以往研究忽略的问题之

一。弄清这些问题,就能够实现小计算量下的高

精度模拟,为科普演示等应用场景提供便利。解

决以上问题的关键在于给出概率密度函数误差的

计算方案。
本文在文献[2]模拟方法的基础上,提出一种

概率密度函数误差的计算方案,进而定量分析模

拟结果与麦克斯韦分布函数的误差,以及误差同

参与模拟的粒子数目、碰撞次数的关系,给出小计

算量下高精度模拟的方案。依据此方案进行单粒

子布朗运动的模拟和小孔泻流模拟,获得与理论

相符的结果。

1 碰撞原理

1.1 投影法

在质心系下研究粒子1和2的碰撞,计算其

质心系速度VC 为

VC =
V1+V2

2
(1)

  质心相对于粒子2的速度VCR
 简称为相对质

心系速度

VCR =
V1-V2

2
(2)

其中,V1
 、V2

 分别表示固定参考系中粒子1和2的

速度;V'CR表示末态相对质心系速度。
弹性碰撞要求相对质心系速度大小不变,对

相对质心系速度的变换可按照投影方法[2],将相

对质心系速度大小乘球面上均匀分布的单位矢

量,得到变换后的相对质心系速度矢量。
V'CR=VCR e (3)

其中,e为单位矢量。
根据式(3),且有V'C=VC,算出在固定参考系

中粒子1和2末态的速度为

V'1=V'C+V'CR

V'2=V'C-V'CR (4)
1.2 动量、动能守恒证明

动量守恒证明(粒子质量相等)
V'1+V'2=2VC

=V1+V2 (5)
  动能守恒证明

2T
m =V'21+V'22

=2V'2C +2V'2CR
=2V2

C +2V2
CR

=V2
1+V2

2 (6)

2 模拟方法

模拟包括粒子初始化、碰撞、统计检验三个

部分。
2.1 粒子初始化

在球坐标系下,生成均匀分布于0~2π的φ,
对于θ采用cosθ均匀分布于-1~1,并确定一个

初始速率值v0。此初始速率值与温度相关,温度

不变,则系统的方均根速率保持不变,即
1
2mv2

0=
3
2kT=

1
2mv2

rms (7)

  然后将速度用直角坐标表示出来

vxi

vyi

vzi  = v0sinθisinφi

v0sinθicosφi

v0cosθi  (8)
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其中,i表示第个i粒子的对应,得到大量粒子速

度在直角坐标下表示。

2.2 碰撞

(1)
 

随机在众多粒子中挑出两个,记为i、j;
(2)

 

根据式(1)和式(2)计算出质心系速度和

相对质心系速度;
(3)

 

生成均匀分布于0~2π、-1~1的φ 和

cosθ,计算球面上单位向量e;
(4)

 

根据式(3),得到末态相对质心系速度;
(5)

 

根 据 式(4),得 到 两 个 粒 子 碰 撞 后 的

速度。

2.3 统计检验

利用麦克斯韦分布进行速率分布检验,利用

玻尔兹曼分布进行速度分布检验。在检验过程

中,将模拟结果的统计值与相应分布的理论值比

较,并计算误差。
概率密度函数误差的具体计算方法为:取横

轴范围0~Vmax 的1/n 为一个区间,该区间每次

向右移动区间长度的1/m,直到区间右边界移至

Vmax(共m n-1  +1
 

次移动)。如图1所示,区
间中点为横坐标xl(用l表示移动次数,则横坐标

为xl=
Vmax

n
l
m+

1
2  ),落在区间内的速率数量除

以总数作为纵坐标。将纵坐标yi 作为观测值,将
横坐标对应的标准分布fideal 的纵坐标fideal(xl)
作为理论值,按照统计的方法算出标准差,即为

误差

error= ∑
m(n-1)

l=0
yl -fideal xl    2

m n-1  +1  
1/2

(9)

其中,本文选择Vmax=3Vrms,n=50,m=5。

图1 误差计算示意图

对于平衡时的速率分布检验,标准分布fideal

取麦克斯韦分布

fMaxwellv  =4π
m
2πkT  

3
2

v2e
-
mv2

2kT (10)

  对于平衡时各方向的速度检验,标准分布

fideal 取玻尔兹曼分布

fBoltzmannvi  =
m
2πkT  

1
2

e
-
mv2i
2kT, i=x,y,z

(11)

  计算出速率的方均根与平均速率

vrms =
3kT
m

(12)

vmean =
8kT
πm

(13)

3 模拟结果与讨论

3.1 碰撞模拟

在模拟中不妨考虑稀薄的氮气,根据式(12)可
以算出300K对应的方均根速率约为516.82m/s。
选取粒子数N=1×105,碰撞次数I=1×106,所
得速率分布与速度分布分别如图2和图3所示。
可以看出理论分布曲线与实际分布误差较小。

图2 速率分布与麦克斯韦分布比较

图3 x 方向速度分布与玻尔兹曼分布比较

根据式(13)算得其平均速率为476.16m/s,根
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据模拟结果求得速率平均值为475.99m/s,误差

仅为0.36‰。根据式(9)算出速率分布曲线的误

差为1.8×10-5,而运行此代码的时间仅需16.8s
(处理器为Intel(R)

 

Core(TM)
 

i5-8250U)。
为了对误差有一直观的认识,选择粒子数N=

1×105,分别碰撞3×105 次和5×105 次,得到不同

碰撞次数对应的分布曲线与麦克斯韦分布的比较

(图4)。碰撞3×105 次时模拟分布的误差为6.1×
10-5,而碰撞5×105 次时误差减小为2.2×10-5。
这表明随模拟次数增加,模拟误差有一定的减小,
与物理直觉相符。并且,从图2和图4的数据可

知,当误差在2×10-5 量级时,模拟所得的速率分

布函数曲线与麦克斯韦分布符合较好。

图4 与麦克斯韦分布不同误差时曲线偏差

3.2 误差随碰撞次数与粒子数的变化

从物理直觉可知,参与模拟的粒子数越大,模
拟碰撞的次数越多,则模拟获得的速率分布与麦

克斯韦分布的误差越小。图4中的数据也部分验

证了这一想法。不过,模拟中粒子数增大、碰撞次

数增多意味着计算规模的增大、计算时间的延长。
在课堂、科普演示等应用场景需要短时间得到结

果,因此有必要研究模拟误差和粒子数、碰撞次数

的定量关系,确定小计算量下高精度模拟的参数。
图5给出了不同粒子数体系中误差随碰撞次数变

化的曲线,符合物理直觉。
从图5的数据可以得到几条规律:
(1)

 

随着碰撞次数增加,误差先逐渐减小,到
达某一平衡时,误差开始振荡;

(2)
 

粒子数少的体系会较快到达平衡,但是

粒子数多的体系平衡时所能达到的最小误差会

更小;
(3)

 

粒子数越大的体系达到平衡时,误差的

振荡范围更小(需注意图中为对数坐标)。
进一步,使用碰撞次数与粒子数的商作为约

图5 不同粒子数下误差随碰撞次数变化

化横坐标,得到图6,可直观看出碰撞次数对粒子

数的倍数,与误差之间的关系。

图6 归化横坐标后的误差与粒子数及碰撞次数的关系

从图6可知,粒子体系在碰撞次数达到粒子

数6倍时误差基本收敛,达到8倍时误差已经围

绕某一特定值振荡。为了方便讨论,我们将这一

特定值称为最小误差阈值。
从图6可以看到,粒子数多的体系所能达到

的最小误差阈值会更小,不难想到最小误差阈值

与粒子数相关。为探究最小误差阈值与体系粒子

数的关系,使具有不同粒子数的体系都碰撞粒子

数的8倍(粒子数从5×104 到4×105,隔2×104

取值),然后每隔3×104 次碰撞记录一次误差,共
记录20次,误差取平均并记录最大、最小值,认为

其中平均值为最小误差阈值,最大值与最小值为

最小误差阈值的波动范围。从最小误差阈值与粒

子数的关系图(图7)可以看出,随粒子数增加,整
体呈下降趋势,但是呈现类指数衰减关系,粒子数

达到某一值后误差减小不明显。
在实际应用场景中,粒子体系要求小计算量

下实现高精度模拟,即理论和模拟足够接近且时

间要短。从图4和图7可以看出,最小误差在2×
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图7 最小误差阈值与粒子数关系

10-5 附近可以认为体系分布与理论分布吻合较

好,从图7可以看到,粒子数大于5×104 时即可

满足上述要求。
总结本节内容可以得到,粒子数超过5×104,

碰撞次数超过体系粒子数8倍即可以认为体系收

敛至平衡。

3.3 不同初始速率分布函数的收敛速度比较

在之前的模拟中,所有粒子的初始速率均为

方均根速率(即初始速率分布为delta分布)。除

了这种delta分布初始化速率的方式,还有一些其

他的初始化速率的方法使用:一种是使速率为一

个均匀分布;另一种是使速率为正态分布。为了

能在实际应用场景中更快的完成粒子体系速率分

布的模拟,需要考虑不同初始化方法的优劣。对

这三种初始化的方法进行收敛速度的比较,为满

足上节平衡要求,令粒子数为N=1×105,碰撞次

数都为I=1×106,delta分布速率为516.82m/s,
均匀分布为490~543.64m/s,正态分布中心值为

516.82m/s,σ=20m/s,比较误差变化。

图8 不同初始化方法收敛速度比较

从图8可以看到,delta分布在初始时与麦克

斯韦分布之间误差很大,但是误差下降速度是最

快的;也就是说初始时速率分布具有尖锐的峰可

以达到最快的收敛效果,这是在模拟中非常值得

注意的。此外,图8也表明合理的模拟算法能够

将不同初始速率分布的体系演化达到平衡,与物

理直觉相符。

4 投影法应用

4.1 单粒子在平衡体系中的布朗运动

布朗运动是反映粒子及所处环境性质的重要

标志,在理想气体模拟的基础上可以进一步对布

朗运动的性质进行模拟。具体方法为:先使得一

个粒子体系达到平衡,将一个标记的同种粒子注

入该体系,使标记粒子与其他粒子按照质心系投

影的办法进行碰撞,并重复多次,记录每一次该粒

子碰撞后的速度。按照参考文献所述,布朗运动

的粒子速度分布与原体系分布相同[3]。
按照前文所述平衡要求,选择体系粒子数为6×

104,初始速率为516.82m/s,碰撞次数为6×105

次,标记粒子初始速率为100m/s(标记粒子的速

率的初始值选择对体系不产生明显影响),与体系

粒子逐个碰撞两遍后,画出其速率分布并与麦克

斯韦分布对比如图9和图10所示。直观观察,模
拟曲线和理论分布曲线吻合度较高。

图9 单个粒子布朗运动速率分布

图10 单个粒子布朗运动速度分布

经计算得到理论平均速率为476.16m/s,模
拟分布平均速率为476.59m/s,误差为1.4×10-5

56



物理与工程 Vol.35 No.5 2025

符合上文中提到的误差要求,证明布朗运动的速

率分布与体系的速率分布相同。
4.2 小孔出射粒子速率统计———实验模拟

在玻尔兹曼提出理想气体速率分布后,从实

验上很难直接对该分布———即玻尔兹曼分布进行

验证。一种间接的验证方法为:通过在器壁上产

生小孔,对从小孔出射粒子(称为小孔泻流)的速率

进行探究。由于小孔的存在对出射的粒子位置以

及速度方向大小都有要求,通过小孔出射粒子的速

率分布可以间接检验玻尔兹曼分布的正确性。
理论计算表明,小孔泻流中粒子速率满足[4]

fv  =
m2

2kT  2
v3e

-
mv2

2kT (14)

  实验证明该结果正确。通过计算得到小孔泻

流的平均速率与方均根速率分别满足[4]

􀭵v=
9πkT
8m

(15)

v2=2
kT
m

(16)

  可在理想气体模拟达到平衡的基础上对小孔

泻流检验。以往研究小孔泻流的实验中,采用铯

原子蒸汽和450K的条件[5-6],根据式(12)可以计

算得到铯原子的方均根速率为289.38m/s。通过

前文的经验,使粒子数为3×105 的铯原子体系按

照质心系投影的碰撞方法碰撞2.4×106 次后达

到平衡。假设有一个长度为1m 的正方体盒子,
其侧壁上开有边长为10cm的正方形孔,将之前已

经达到平衡的粒子均匀弥散进盒子中,在0.001s
内统计能从小孔出射的粒子。经过计算可以得

到,能从小孔中出射的粒子数满足[7]

ΔN =
1
4nvmeanΔSΔt (17)

其中,vmean
 满足式(13)。

由于单次统计出射粒子数量较小,所以模拟中

进行1000次平行采样,统计所有出射的粒子,模拟

结果共得到200243个出射粒子,而根据理论公式

计算得到应出射199958个粒子,误差约为1.4‰。
小孔泻流的速率分布和模拟结果分布如图11

所示,直观上两条曲线极为接近。
通过定量分析可以发现:理论和实际的小孔泻

流平均速率分别为314.09m/s、314.61m/s;理论和

实际的小孔泻流方均根速率分别为334.15m/s、
334.51m/s,误差分别为1.7‰、1.1‰,说明理论

与模拟符合很好。

图11 小孔泻流速率分布(理论曲线非麦克斯韦分布)

5 结语

在前人研究的基础上,使用蒙特卡罗方法进

行粒子体系碰撞的模拟,给出了模拟的步骤,在少

粒子短时间内就达到了非常好的模拟效果,证明

弹性碰撞可以使得体系趋于平衡。
提出衡量模拟结果与理论分布之间误差的一

种计算方法,并据此探究这一误差随粒子数及模

拟碰撞次数的变化规律。发现粒子数越多,模拟

所能达到的最小误差越小;随模拟碰撞次数增加,
误差先减小到特定阈值,然后开始振荡。对不同

模拟初始速率分布进行收敛性研究,发现delta分

布收敛较快。
给出少粒子高精度模拟的最低要求,即:粒子

数超过5×104,碰撞次数超过体系粒子数8倍。
对单个粒子的布朗运动和小孔泻流实验进行

模拟,获得理想结果,拓展模拟方法的应用场景,
并进一步验证其可靠性。
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后,我们得出了以下一系列结论。首先,我们发现

当竿模型的高度增加,以及人与竿之间的质量比

提高时,系统在面对轻微扰动时的角加速度会相

应减小。这表明,随着这些因素的优化,系统展现

出了更强的抗倾覆能力,它更不容易因为小的干

扰而倒下。其次,随着竿模型的倾斜角度的增大,
系统的稳定性会逐渐降低。这意味着,为了维持

平衡,表演者需要付出更大的努力,并且系统也更

容易失去平衡。另外,我们还提出了补偿同时性

原则,即当下方的表演者能够与竿保持同步的运

动状态时,可以有效地保持上方表演者和竿的稳

定,避免发生倾倒。此外,我们根据实验结果还提

出了补偿瞬时性原则,即下方表演者在恢复竿的

平衡状态时,其反应速度必须迅速。补偿动作越

快,系统的稳定性越高。最后,为保持系统高稳定

性,建议在实际演出中控制上方表演者动作幅度,
减少偏心动态;并在训练时结合实时质心轨迹监

测系统,对质心横向漂移设定预警阈值,以实现稳

定性的可视化反馈与动作优化。这些结论为我们

提供了对系统稳定性的深入理解,并为实际应用

中的平衡控制提供了重要的指导。
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