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气体输运过程微观机制的“2λ问题”:
 

一个教学方案

赵 可

(西南交通大学物理科学与技术学院,四川
 

成都 611756)

摘 要 推导气体的输运性质相关系数的微观机制中的“2λ”问题(穿过分界面的分子该段自由

程平均值为2倍平均自由程),是“热学”教学中一个常见的疑点。本文首先系统性梳

理中外教材和国内教学论文关于该问题的处理方法,包括立体角积分、一维运动简化

模型等。然后本文提出了一个用线段表示分子自由程的图形化的课堂教学方案,并且

对相关的一些关键问题进行了讨论。该方案可以在不使用积分计算的情况下,用很短

的课堂教学时间让学生定性地了解和接受“2λ”相关的结论。
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Abstract The
 

“2λ
 

problem”
 

(the
 

mean
 

free
 

path
 

of
 

a
 

molecule
 

crossing
 

a
 

boundary
 

is
 

twice
 

the
 

mean
 

free
 

path
 

in
 

the
 

gas
 

molecules)
 

in
 

deriving
 

the
 

microscopic
 

mechanism
 

of
 

transport
 

coefficients
 

for
 

gases
 

is
 

a
 

common
 

point
 

of
 

confusion
 

in
 

thermal
 

physics
 

teaching.
 

This
 

paper
 

first
 

systematically
 

reviews
 

the
 

treatment
 

of
 

this
 

problem
 

in
 

domestic
 

and
 

foreign
 

textbooks
 

and
 

domestic
 

teaching
 

papers,
 

including
 

solid
 

angle
 

integration
 

and
 

one-dimensional
 

motion
 

simplified
 

models.
 

Then,
 

a
 

classroom
 

teaching
 

scheme
 

using
 

line
 

segments
 

to
 

represent
 

mo-
lecular

 

free
 

paths
 

is
 

proposed,
 

and
 

some
 

key
 

issues
 

related
 

to
 

it
 

are
 

discussed.
 

This
 

scheme
 

al-
lows

 

students
 

to
 

qualitatively
 

understand
 

and
 

accept
 

the
 

conclusions
 

related
 

to
 

“2λ”
 

in
 

a
 

short
 

class
 

time
 

without
 

the
 

need
 

for
 

integral
 

calculations.
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  在“热学”课程的教学中,解释和推导气体的

输运性质相关系数的微观表达时有一个容易引起

学生疑问的论断:“通过界面的气体分子在之前之

后两次碰撞间的平均距离为2倍λ”。这里λ是气

体的平均自由程,这也被称为2λ问题。其核心疑

点就是为什么有这个系数2,而不是平均距离等于

平均自由程本身。在国内教学研究领域,这个问

题曾经引起过热烈的讨论,有多篇论文用不同的

模型推导出了这一结果[1-10]。但是这些推导一般

涉及多重积分以及对立体角的处理,可能不适合
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用在对一年级本科生的课堂教学中。本文将首先

总结一些常见热学教材和教学论文对这一问题的

论述,然后设计一个适用于当代多媒体、信息化教

学环境的教学方案,再进行一些关键问题的讨论,
以期能够用相对少的课堂时间简明地向学生解释

这一问题。

1 2λ问题的各种不同处理方法

热学教材中2λ问题的一个常见等效表述是:
“我们可以认为在z=z0 处与相对部分的粒子发

生碰撞的粒子分别来自z=z0+λ,z=z0-λ
 

处”[11]。于是二者的平均位置差就是2λ。这个系

数2乘以一维运动简化模型(本文1.2节将讨论)
中的系数后,就得到输运系数(如黏性系数、导热

系数、扩散系数)的微观表达式中的系数[11]。如

果不使用前述
 

“2λ”假设,通过直接计算也可以得

到相同的输运系数微观表达式结果。

1.1 立体角积分法

对输运问题进行微观解释时,有时使用一个

相对接近真实情况的模型———满足理想气体速率

分布律和自由程分布的气体分子各向同性地做三

维运动。在该模型中讨论穿过分界面的气体分子

时需要计入各个不同方向运动分子的贡献,涉及

对速率、自由程、径向位置以及立体角的积分。有

的教学论文[1]用这种方法直接计算黏性系数微观

表达式,得到了与使用“2λ”假设相同的结果。另

外一些讨论输运过程的教学论文[2-5]以及一些欧

美的热学教材[12-14]也使用了三维运动模型。值得

注意的是,其中部分的推导过程并没有对分子穿

过界面前的自由程进行积分[3-5,12,14],自然也没有

涉及分子随自由程分布的具体形式,而是直接假

设了“能越过dS 面的所有分子,在越过dS 面之

前最后一次碰撞的位置,到dS 间的直线距离,平
均地讲都为λ。对此可作严格证明,但为简单起见,
在普通物理热学研究中作为假定提出”[4]。这实际

上也 产 生 了 “2λ 问 题”。Concepts
 

in
 

Thermal
 

Physics
 

一 书 也 简 单 说“Then
 

molecules
 

which
 

cross
 

a
 

plane
 

of
 

constant
 

z
 

will
 

have
 

travelled
 

on
 

average
 

a
 

distance
 

λ
 

since
 

their
 

last
 

collision”[12],
并未加以进一步说明。经典的热学教材———C.
Kittel编写的Thermal

 

Physics中也使用了类似

的办法推导扩散系数[14]。

在理想气体三维运动模型中证明
 

“2λ”假设

的思路可以简要表述为:考虑位置(r,θ,φ)处的一

个体积元dV(如图1所示),其包含的分子数为

n·dV,其中n 是分子数密度。这些分子中自由

程介于λ→λ+dλ之间的数量是

 dN r,θ,φ,λ  =
1
􀭵λ
ne

-
λ
􀭵λ·r2sinθdθdφdrdλ (1)

图1 分界面ΔS 和体积元dV 示意图

  这里λ表示某个分子当前段自由程的长度,􀭵λ
表示全体分子的平均自由程,后续公式中也都使

用此表示方式。如果上述分子能够不经碰撞穿过

位于原点处平行于x-y 平面的分界面ΔS,需要同

时满足两个条件:(1)自由程大于r;(2)朝原点运

动且运动方向在一个大小为ΔS/r2·cosθ的立体

角内。根据第(2)点可以把运动方向指向分界面

的分子数写为

dN'r,θ,φ,λ  =
1
4π􀭵λ

nΔSe
-

λ
􀭵λsinθcosθdθdφdrdλ

(2)

  接下来在z>0的空间内对dN'进行积分,以
求出能“向下”穿过分界面的分子总数。对自由程

的积分区间是r→∞,以排除自由程不足的分子。

∫dN'=
1
4π􀭵λ

nΔS∫
2π

0
dφ∫

π
2

0
sinθcosθdθ∫

∞

0
dr∫

∞

r
e

-
λ
􀭵λdλ

(3)

  上式从右向左逐项积分后,得到能穿过分界

面的分子总数为

∫dN'=
1
4n
􀭵λΔS (4)

  然后在同样的范围内对λ·dN'进行积分,以
求出这些分子的自由程总和

∫λdN'=
1
4π􀭵λ

nΔS∫
2π

0
dφ∫

π
2

0
sinθcosθdθ∫

∞

0
dr∫

∞

r
e

-
λ
􀭵λλdλ

(5)

  上式从右向左逐项积分后,得到能穿过分界

面的分子自由程总和为
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∫λdN'=
1
2n
􀭵λ2ΔS (6)

  最终得到向下穿过分界面的分子的当前段自

由程平均值􀭵λ穿(式(7))。考虑到对称性,向上穿

过分界面的分子的当前段自由程平均值也有相同

数值。值得注意的是,这个结果仅是某一时刻的

全体分子中能够自由运动到分界面的一部分分子

的平均值。但是因为所讨论的问题是准平衡态

的,具有时间和空间的平移对称性,所以任意时间

段内穿过分界面的分子的自由程平均值必然与此

相同,为2􀭵λ,即

􀭵λ穿 =∫λdN'
∫dN'

=2􀭵λ (7)

  通过上述推导以及前述文献中的各种推导方

法,可以看出
 

“2λ”这一假定实质上是对分子穿过

界面前的自由程进行积分的结果。系数“2”作为

积分结果的一部分,其产生依赖于分子随自由程

分布为指数衰减分布这一特定形式。一些论文和

教材为了简化积分计算,就把该结果作为默认前

提使用了。事实上不论是否涉及“2λ 问题”,对立

体角积分这种推导在国内的教材中很少使用,常
见教材中仅李洪芳编著的《热学》采用[15]。这可

能是因为国内物理专业一般在第一、二学期讲授

“热学”,多重积分和对立体角的处理等较为复杂

的计算对刚刚接触高等数学的学生而言难度偏

大,并且也会占用过多的课堂时间。欧美大学的

thermal
 

physics一般是高年级课程,所以有时会

在教材中涉及立体角积分[12-14]。
也有个别教材通过与实验结果比较或者直接

引用严密的理论计算结果的办法来确定输运系数

的微 观 表 达 式。比 如 包 科 达 编 著 的 《热 学 教

程》[16]中先在输运系数表达式中设了一个待定的

比例系数,然后直接给出严密的理论计算得出的

系数值。An
 

Introduction
 

to
 

Thermal
 

Physics中

干脆认为分子穿过界面前的平均碰撞位置是1/2
 

λ
处[17],亦即去掉了“2λ”的系数2。不过同时也忽

略了分子的三维运动,视分子只在一个方向上运

动。这样一出一入,最终推导出的热导率微观表

达式却和其他教材中的相差不远,然后再与实验

值对比,展示了相关物理量之间的定性关系。

1.2 简化的一维运动模型

大多数国内《热学》教材在从微观角度讨论输

运系数时采用简化的一维运动模型,即“分子分6
组都以平均速率朝6个方向运动”[11,18-25]。西方

常用教材也有Baierlein编写的Thermal
 

Physics
采用了相同的方法[26]。一维运动模型中,分子数

密度为n 的气体在dt时间内通过dS 面积元界面

两侧交换分子对的数量为

dN =
1
6n􀭵vdSdt

(8)

  该模型推导出的输运系数和根据分子三维运

动计算的结果是相同的,也便于大一学生更方便、
更直观地理解微观的分子运动和宏观的输运行为

间的关联。使用这种模型的教材大都直接采用了

“2λ假设”:
 

“越过界面之前最后一次碰撞的位置,
平均为距界面λ”,以及对称性必然导致的

 

“分子

越过界面前后两次碰撞间的距离,平均为2λ”。为

了证明一维运动模型中“2λ 假设”的合理性,可以

对分子沿运动方向分层,对每一层分子按其自由

程分布来计算对“穿过界面”的贡献,然后对各层

积分来得到穿过界面的分子的平均自由程。例

如,考虑距离界面在r→r+dr之间的薄层内的气

体分子,自由程在λ→λ+dλ之间的分子数为

dN λ  =
1
􀭵λ
n+e

-
λ
􀭵λdSdrdλ (9)

其中,􀭵λ为所有分子的平均自由程;n+为朝该方向

运动的分子数密度,等于n 的六分之一。积分计

算所有穿过界面的分子总数以及它们的自由程总

和,然后得到它们的自由程平均值􀭵λ穿(式(10))。
因为只有自由程大于r 的分子才能穿过界面,所
以在计算时对dλ的积分区间是r→∞。结果显示

这些分子的平均自由程的确是所有分子平均自由

程的2倍。

􀭵λ穿 =

1
􀭵λ∫

∞

0
dr∫

∞

r
λn+e

-
λ
􀭵λdλ·dS

1
􀭵λ∫

∞

0
dr∫

∞

r
n+e

-
λ
􀭵λdλ·dS

=
2􀭵λ2n+dS
􀭵λn+dS

=2􀭵λ

(10)

  一些教学论文采取了同样的办法计算论证了

“2λ 假设”[6-9]。这个推导也被常树人编著的《热
学》教材采用[25]。但是热学课一般面向大一学

生,甚至是高等数学基础薄弱的大一上学期的新

生,并且该部分内容在整个课程中的重要性相对

较低,分配到的教学时间很短,所以往往在教学实

践中并不采用积分计算的办法论证“2λ 问题”。
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前述的绝大多数教材也没有采用积分计算,而是

直接给出了这一结论。这样就造成了部分学生在

此处产生疑问:“为什么穿过界面的分子的自由程

平均值不是λ而是2λ?”由此,如何用简单直观的

方式在较短的课堂教学时间内向学生进行定性的

说明呢? 本文设计了一种适合当代课堂教学使用

多媒体、数字化的特点的教学方案,下面将用文字

和插图对该教学方案进行简化展示。

图2 用线段表示分子的自由程

(a)
 

“集体长跑”模型中分子自由程的分段和穿过分界面的情况;
 

(b)
 

从分界面开始重新计算第一段平均长度;
 

(c)
 

分界面左侧部分根据对

称性也有相同平均长度

2 直观化的教学方案

首先,前述使用一维运动模型的教材在讨论

气体分子自由程的分布时大都采用了类似于选手

不断退出的集体长跑模型:“一组分子在以后的运

动中将与组外的其他分子相碰,每发生一次碰撞,
这组分子就减少一个。”[18]一维的输运问题可以

方便地借用该模型,不过区别是分子经受碰撞以

后并不“退出”,而是继续按原有的统一速率朝原

方向运动,仅在此处把自由程进行了分段。此外

碰撞时分子获得碰撞位置处的“输运属性”(如黏

性现象中的定向运动速度等)。这样规定是符合

准平衡态下各处气体性质相同的假设的,因为在

任何地方总是有相同数量的分子在以“统一速率”
朝同一方向运动,“退出”的分子必然被“加入”的
分子替代,所以可以等效于分子不再因碰撞而

退出。
然后向学生展示将若干分子的“自由程段”顺

序排列的图形,如图2(a)所示。图中长短不一的
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线段代表了自由程的随机分布。本文的方案采用

了类似讨论气体分子自由程的分布时的做法,令
所有分子的“起点”为同一位置。这样可以直观地

看到每个分子的“第一段”的长度平均值为λ。同

时也可以向学生指出,对于完全相互独立的随机

事件而言,多个相同对象的一次试验结果的统计

平均期望值,与单个对象的多次重复试验结果的

统计平均期望值是相等的。所以图2(a)中,任一

分子对应的一列的线段长度平均值也是λ,而所有

分子的“第N 段”长度平均值同样也是λ。
接下来解释图2(a)中穿过“分界线”的线段长

度平均值为什么是2λ,而不是λ。这里应该向学

生强调:从起点开始计数,穿过分界线的线段的序

号对于各个分子而言并不是相同的,所以不能根

据前述论断来认为这些线段的长度平均值是λ。
事实上,以“被分界线穿过”为标准对线段进行采

样,并非等概率随机采样。因为长的线段被采样

的概率更大,所以可以预计平均值会大于λ。这一

点在早期的教科书,如1938年的 Kinetic
 

theory
 

of
 

gases中就已讨论[27],并证明了采样的平均值

为2λ。
即使不进行积分计算,教师也可以通过图2

(b)直观展示这一结果。如果把分界线看作新的

起点,那么阴影线段被分界线切割后的右侧部分

就等价于图2(a)最左侧的第一段———所有分子从

“起点”位置出发,直到随机发生第一次碰撞时的

自由运动距离。所以分界线右侧阴影部分的长度

平均值也应该是λ。再考虑到随机性和对称性,阴
影线段对于分界线左右两侧而言是平等的,所以

分界线左侧的阴影部分长度平均值也是λ,如图2
(c)所示。二者相加,于是图2(a)中穿过分界线的

线段长度平均值就是2λ。

3 关于该方案的讨论

可以进一步向学生说明:“分界线”与原先最左

边的“起跑线”等价的合理性在于气体分子发生碰

撞的随机性。即不论从什么位置开始看,不论已经

自由运动了多远,一个气体分子接下来单位时间内

发生碰撞的概率是不变的。因此图2(a)中任一条

竖线都与最左侧的“起点”在上述讨论中是等价的。
如果课堂时间充裕,或者部分学生有课后进

行推导的兴趣,可以介绍或者引导学生用积分来

证明式(10)。在此基础上,可以进一步向学生指

出:“穿过分界线的线段长度平均值为2λ”这一结

果是依赖“自由程分布为指数衰减分布”这一性质

的。如果自由程分布是其他性质的分布,则计算

结果一般不是2λ。比如 Kinetic
 

theory
 

of
 

gases
中用一道例题展示了均匀分布会导致另外一个系

数[27]。而“自由程分布为指数衰减分布”则是“气
体分子发生碰撞完全随机”(与位置和当前行程无

关)这一根本性前提的结果。如果学生明确了这三

点之间的因果关系(图3),就可以更好地理解为什

么在前述的图形表示中,任一条竖线都能将若干线

段分割成平均长度均为λ的左右两部分。

图3 三个论断之间的因果逻辑关系

4 结语

本文设计的教学方案在实际教学中可以做成

动图,高亮显示需要学生注意的部分,这样就能把

图2的(a)、(b)和(c)整合在一起。还可以在此基

础上制作一个模拟实验,选择特定的自由程的分

布率,然后统计若干分子某一编号线段的平均值,
与预期平均自由程做比较;再用分界线进行采样,
统计穿过分界线的线段平均值。这样可以使学生

对随机、概率、统计分布等概念产生更加深刻的印

象。如果不进行积分的推导、只用图形展示的方

式讲述上述内容,在课堂上所耗时间一般只有几

分钟,但是可以让学生对统计的基本原理和随机

分布产生非常直观的体会,并且能定性地接受

“2λ”这个结论。即使是少数对此结果仍然抱有疑

惑的学生,该教学方案也能使他们比较容易地找

到计算验证的入手点。
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