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追击问题的力学解法

袁庆新 邵 立 段向阳

(郑州航空工业管理学院材料学院,河南
 

郑州 450046)

摘 要 运用相对运动分析,对狗兔追击问题,提出了一种简单、直观的方法确定猎狗追捕野兔

的临界范围,同时,也可方便地求得追击的时间、路程及相对运动方程等。
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Abstract By
 

analyzing
 

relative
 

motion,
 

this
 

paper
 

offers
 

a
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and
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way
 

to
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time,
 

distance,
 

and
 

motion
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  关于追击问题,微积分与数学分析领域已开

展大量研究[1-6],但从基本物理角度,尤其是对猎

狗追捕野兔临界范围的讨论却较为匮乏[7-12]。野

兔被捕获或逃脱的条件究竟如何? 据我们所知,
这一问题最初由

 

Alfred
 

J
 

Lotka通过微分方程和

积分推导解决。他提出了追击曲线族的等时线为

椭圆这一重要性质,并探讨了其在生物捕食场景

中的应用[13];随后,进一步拓展模型,综合考虑地

形特征、避难所分布及物种间的相互观测能力,构
建了更全面的捕获条件理论框架[14]。本文从力

学视角出发,基于相对运动分析方法,以参考系、
速度和运动方程等直观的物理概念为基础,构建

并求解追击问题;通过微积分方程对椭圆临界范

围的确定提供一个简单的力学推导和物理理解,
简化了传统数学方法,还可便捷地求解追击时间、
路程及相对运动方程等,这可能对运动学及大学

物理教学具有一点参考价值。

在经典运动学框架下,考虑如下追击问题:如
图1所示,初始时刻,速度大小恒定(􀱆1)的野兔跑

至R 点时,察觉到速度大小恒定(􀱆2)的猎狗位于

D 点,此后时刻野兔沿直线奔向洞穴O,而猎狗也

立即追向野兔(速度方向始终指向野兔,且v2>
v1),

 

问:猎狗要想在野兔到达洞穴之前捕获它,

  

图1 猎狗追击野兔
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其初始位置D 需要满足什么条件? 其追击的时

间、路程及轨迹又如何?

1 以地面为参考系

选地面为参考系,建立以R 为极点,以RO 为

极轴的平面极坐标系(见图1),在追击的过程中,
假设某一时刻t,猎狗跑至P2,其位置矢量为r2,
野兔跑 至 P1,位 置 矢 量 为r1,依 矢 量 三 角 形

RP2P1,有

r1-r2=kt  􀱆2 (1)
其中,kt  是一个依赖时间的函数。易知该函数

满足的边界条件为

k0  =ρ
v2
, k T  =0 (2)

其中,ρ为猎狗与野兔的初始距离,T 为猎狗追上

野兔的时间。
式(1)两边对时间求导,得二者速度关系

􀱆1-􀱆2=
dkt  
dt 􀱆2+kt  

d􀱆2
dt

(3)

又dv2
2  /dt=0,即􀱆2· d􀱆2/dt  =0,说明猎狗

速度与其加速度垂直;于是式(3)两边同时点乘

􀱆2,有

v1v2cosα-v2
2=
dkt  
dt v2

2 (4)

式(4)在时间 0~T  区域上积分,可得其位置

关系

∫
T

0
v1v2cosαdt-∫

T

0
v2
2dt=v2

2∫
k(T)

k(0)
dkt  

即

e∫
T

0
v2cosαdt-v2T=-ρ (5)

其中,e=v1/v2,又

∫
T

0
v2cosαdt=v1T-ρcosθ

则式(5)可化为

ev1T-ρcosθ  -v2T=-ρ (6)

假设v1T=RO 一定,由式(6)可得猎狗恰好于O
点捕获野兔时,其初始位置D ρ,θ  满足

ρ=
1-e2  RO

e1-ecosθ  
(7)

显然,此初始位置构成一个椭圆(O 是中心点,R
为一焦点,e为离心率),就是说,猎狗可以从椭圆

上任一点出发追击,均可在O 点处捕获野兔,每次

追击路线虽不同,但所需时间T 均相等,它们具

有追击的等时性,此椭圆也称为追击等时线。换

言之,初始时刻,如果猎狗处于椭圆内部,则野兔

在到达洞穴O 之前就会被捕获,相反,猎狗在椭圆

外部时,野兔则可成功避险。
从式(6)可求得追击时间

T=ρ1-ecosθ  
v2-ev1

(8)

特殊情况,例如θ=π/2时,追击的时间T=ρv2/

v2
2-v2

1  ,与文献[8]中的结果一致。
猎狗的追击路程(追线长度)为

s=v2T=ρ1-ecosθ  v2

v2-ev1
=ρ1-ecosθ  

1-e2

(9)

  接下来求解猎狗的运动方程,对式(4)速度关

系在时间 0~t  区域上积分,可得

∫
t

0
v2cosαdt=

v2

e kt  +t-ρ
v2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=r2cosφ-ρcosθ
于是

kt  =
v1

v2
2
r2cosφ-ρcosθ  +ρ

v2
-t (10)

则式(1)可表达为

r1-r2=
v1

v2
2
r2cosφ-ρcosθ  +ρ

v2
-t􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 􀱆2

(11)
此即猎狗对野兔的相对运动方程(地面参考系)。

2 以野兔为参考系

以野兔为参考系,如图1所示,设某一时刻t,

猎狗相对野兔的位置矢量为r(P1→P2),有r=
r2-r1,两边对时间求导,得猎狗相对野兔的速度

􀱆=􀱆2-􀱆1,速度􀱆在径向和横向上的分量可表

示为

vr =
dr
dt=-v2-v1cosϕ (12)

vϕ =rdϕdt=v1sinϕ (13)

式(12)两边在时间 0~T  区域上积分,得二者的

位置关系
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∫
T

0
vrdt=-∫

T

0
v2dt-

v1

v2∫
T

0
v2cosϕdt

化简得

-ρ=-v2T-
v1

v2
ρcosθ-v1T  

此即前面的式(6),余不赘述。
野兔参考系下,猎狗的相对运动轨迹可方便

地求出,具体如下。
由式(12)、式(13)可得

1
r
dr
dϕ

=-
v2+v1cosϕ

v1sinϕ
(14)

两边积分,有

∫
r

ρ

1
rdr=-∫

ϕ

θ

v2+v1cosϕ
v1sinϕ

dϕ

即

lnr
ρ

=∫
ϕ

θ

v2/v1+cosϕ
1+cosϕ  1-cosϕ  dcosϕ

=ln
1+cosϕ
1+cosθ  

1
2(v2/v1-1)1-cosθ

1-cosϕ  
1
2(v2/v1+1)

所以

r=ρ
sinθ
sinϕ

tanϕ/2  
tanθ/2  
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 v1/v2
(15)

当θ=π/2时,r= tanϕ/2    
v1/v2ρ/sinϕ,与文

献[8]中的结果一致。
如果猎狗和野兔的速度大小相等,它们之间

的最小距离将是多少呢? 当v2=v1 时,式(12)、
式(13)可化为

vr =-v1 1+cosϕ  (16)

vϕ =v1sinϕ (17)
由于

d
dtr-rcosϕ  =

dr
dt1-cosϕ  +rdϕdtsinϕ

=vr 1-cosϕ  +vϕsinϕ=0
所以

r-rcosϕ=常量 (18)
由初始条件,可知

r-rcosϕ=ρ-ρcosθ (19)
于是,在野兔参考系下,二者的最小距离为

rmin=lim
ϕ→π

ρ-ρcosθ
1-cosϕ

=ρ
2 1-cosθ  (20)

3 结语

综上所述,我们从力学角度,基于相对运动分

析,以直观的物理概念方便地求出了猎狗追捕野

兔的临界范围、追击时间、路程及相对运动方程

等,前述的方法和思路可拓展到多体追击、军事拦

截、游戏策略等相关问题中[15-18]。
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基础练习和复习。该预警系统不仅帮助教师进行

自我调整,也为教育管理者提供了支持,确保及时

干预并提供必要的指导。
教学质量反馈 采用聚类分析,将不同班级

的教学效果分为三个类别:优秀、良好和待改进。
通过将每个班级的平均能力值进行聚类,能够为教

师和教育管理者提供更精准的教学档案,并为后续

的教学改进措施提供科学依据。对于教学效果不

佳的班级,可以加强对教师的指导和培训,调整教

学方法,以提升整体教学质量。反之,对于表现优

秀的班级,可以总结并推广其有效的教学实践。
教学管理者支持 分析结果为教学管理者提

供了重要的决策支持,帮助其识别教学中的强项

和弱项。基于数据的分析使得教学资源能够更加

合理地分配,并优化教学策略。此外,定期的教学

效果分析为管理者提供了持续改进教学质量的依

据,促进了教育创新和教师专业成长。

4 结语

本研究通过对教学数据的深入分析,揭示了

过程性评价与终结性评价之间的关系,识别了教

学中的薄弱环节,并提供了改进措施。通过多维

项目反应理论与教育数据挖掘的结合,教学管理

者能够更有效地进行数据驱动的决策,优化教学

方法和资源分配。最终,这些分析结果不仅能够

帮助教师提升教学质量,还能为教育管理者提供

制定更具针对性的改革策略的依据,从而促进教

育质量的持续提升。
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