
物理与工程 Vol.35 No.5 2025

一些关于厄米算符的结论至非厄米情形的扩展

娄欣岚 徐大智 吴 宁

(北京理工大学物理学院量子技术研究中心,北京 100081)

摘 要 本文将量子力学中关于厄米算符的一些熟知结论推广至非厄米算符情形。具体地,
(1)给出了满足代数方程的非厄米算符的本征值结构;(2)针对一类可对角化的非厄米算

符,
 

阐明了对易性、简并子空间,以及块对角化之间的关系,给出了其可视化的图像;(3)以
四格点自旋 1/2海森堡XXZ链为例具体说明了这些扩展结果的物理内涵和应用。
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  狄拉克在其经典著作《量子力学原理》[1]中证

明了若干关于厄米算符的重要定理。例如,在数

学上严格判断一个厄米算符是否为一个可观测量

通常是困难的,这涉及算符本征态集合的完备性

问题。但狄拉克在[1]的第二章(“动力学变量和

可观测量”,32-34页)中证明了:
满足有限次代数方程的厄米算符是一个可观

测量,其本征值由该方程的实根给出。 (Ⅰ)
该结论很有用。例如,泡利算符σi 和投影算符P

分别满足二次方程σ2i-1=0和P2-P=0,故都

是可观测量。
问题1:能否将结论

 

I
 

(或其部分)推广至非厄

米算符情形?
 

同在[1]的第二章(49-50页)中,狄拉克对最

普遍的情况严格证明了熟知的结论:
 

两个相互对易的可观测量具有完备的共同本

征态集合,即二者可被同时对角化。 (Ⅱ)
该结论是量子力学教科书中的标准内容[见Saku-
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rai等人所著《现代量子力学》1.4节(27-28页)[2],
或曾谨言所著《量子力学(卷Ⅰ)》4.3.3节(140-
141页)[3]],其重要性不言而喻。考虑某一可观测

量ξ的对角化问题,若能直接通过算符对易子运

算找到与之对易的可观测量η,且后者的对角化

过程较前者来的容易,则可有效地实现ξ 的块对

角化(见下)甚至完全对角化。例如,Sakurai等人

在[2]的4.3节(“晶格平移作为一种离散对称

性”,266页)讨论周期性晶格中的单粒子问题时,
便利用了以下事实:由于晶格平移算符和系统的

哈密顿量对易,故二者可被同时对角化。然而,读
者应注意该例中的晶格平移算符是一个幺正的非

厄米算符,故结论Ⅱ原则上不可直接应用于此。
问题2:为何结论Ⅱ对非厄米的晶格平移算符

依然成立?
 

何种类型的非厄米算符可保持该结论

成立?
对易可观测量与所谓的“简并解除”现象密切

相关,这在[1]的第三章(“表象”,56-57页)中有详

细阐述(亦见[2,3]):
 

若可观测量ξ 的某一本征值ξ'存在简并,则
可寻找与ξ对易的另一可观测量η,以借助二者共

同本征态|ξ',η'>中的本征值η'来解除(或部分解

除)与ξ'相关的简并。 (Ⅲ)
大多数量子力学教材在讨论简并解除这一重要概

念时往往选择对易角动量算符对(L2,Lz)的共同

本征态|lm>作为典型例子,以说明

Lz 解除了L2 的本征值简并。
诚然,这是氢原子薛定谔方程解中的常规内容。
然而,对初次学习量子力学的学生来说,该例子或

许不是理解简并解除的最佳选择。我们注意到,
狄拉克在叙述结论Ⅲ时并没有提及任何具体的实

例[1];Sakurai等人在[2]的第一章中引用该例子

时写道(28页):“虽然本书到第三章才会对轨道

角动量进行完整的讨论,但读者应能从其在基本

波动力学接受的早期训练中意识到L2 和Lz 的本

征值分别为ll+1   2 和m ”;曾谨言则在讨论结

论Ⅲ前写道:“在讲述求两个力学量共同本征态的

一般原 则 之 前,先 讨 论 一 下 轨 道 角 动 量 的 本 征

态”,并事先完整求解了L2 和Lz 的本征值问题[3]

(4.3.2节,138-140页)。上述几处略显突兀的讲

述方式的出现并非偶然,主要归因于合适实例的

缺乏。
问题3:除了(L2,Lz)的例子,是否存在可用

来理解简并解除现象的其他物理实例呢? 其在数

学上应简单(例如,不借助特殊函数),在物理上应

明晰(例如,从矩阵力学而非波动力学的角度)。
一般量子力学教材对于对易可观测量的讨论

大多集中在结论Ⅱ和Ⅲ上,但对与之相关的另一

重要概念,即 块 对 角 化 的讨论较少。再以(L2,

Lz)为例,l的简并性蕴含了Lz 在L2 对角的表象

中是块对角的,即Lz 在具有不同l值的角动量态

之间的矩阵元为零:<lm|Lz|l'm'>=0(l≠l')。
我们可以说

L2 实现了Lz 的块对角化。
 

可见Lz 的块对角化与L2 本征值的简并性密切

相关。
块对角化的概念亦具有重要的实用价值,可

有效降低系统的希尔伯特空间维数。考虑某一多

体哈密顿量 H 的本征值问题,人们常寻找与之对

易的可观测量η 以实现H 的块对角化或完全对

角化。如前所述,η 的对角化手续往往比H 来的

简单,这导致其本征值可能存在大量简并,从而形

成 H 的块对角结构。在实际问题中,寻找此类对

易可观测量并非易事,有时需借助非厄米的可对

易算符(如[2]中的单粒子平移算符)。
问题4:与哈密顿量 H 对易的何种类型的非

厄米算符可用来实现其块对角化?
本文的主要目的有三:
(a)

 

将结论Ⅰ~Ⅲ推广至非厄米算符情形,从
而回答上述的问题1~4;(b)

 

通过对易性算符在

不同表象中表示矩阵的图形结构演化来实现简并

性和块对角化关系的可视化;(c)
 

为阐述简并解除

和块对角化等概念提供物理内容更为丰富、更易

理解 的 简 单 实 例,即 四 格 点 自 旋 1/2海 森 堡

XXZ链。
为简单起见,本文仅讨论离散本征值和有限

维希尔伯特空间的情形。

1 满足代数方程的线性算符

狄拉克在[1](32页)中证明了关于厄米算符

的一个重要定理:
定理1 设厄米线性算符 A 满足n 次代数

方程

f A  =An +cn-1An-1+…+c1A+c0=0
即f A  作用于任意非零态矢都得到零态矢,其
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中ci 是复系数。若该方程是A 所满足的最简方

程,则有

ⅰ)
 

A 有n 个 相 异 的 本 征 值,对 应 方 程

fz  =0的n 个实根。

ⅱ)
 

任意态矢都可由A 的本征态展开,即A
是一个可观测量。

该定理的证明可参见[1]。为完整起见,我们

在附录A中也给出了其详细证明。现对定理1做

如下说明:

a)
 

定理中的“最简”二字必不可少,其最直接

的含义是A 不满足次数低于n 的代数方程。例

如,泡利算符σi 也满足三次方程σ3i-σi=0,但其

显然不是最简的。

b)
 

定理1表明若某一厄米算符满足一个最

简的代数方程,则该方程无重根。但这并不意味

着A 的本征谱不存在简并。例如,d 维希尔伯特

空间中的单位算符显然满足一次方程A-1=0,
但其有d 个简并的本征值

 

1。

c)
 

若一个非厄米算符满足一个最简代数方

程,则该方程可能存在重根。例如,自旋 1/2降

算符S- 满足 S-  2=0,但其本身显然不是零

算符。
作为对问题1的回答,我们将定理1.1的结

论
 

i
 

推广至非厄米算符情形。与厄米算符不同,
非厄米算符的本征值一般为复数,需区分左右本

征值和左右本征态[4]。
定理2 设非厄米线性算符A 满足最简代数

方程

f A  =An +cn-1An-1+…+c1A+c0

=∏
l

i=1
A-ai  

mi =0

其中,mi≥1且∑
l

i=1
mi=n,则A 有l个互不相同

的右本征值{a1,a2,…,al}。
证明:对任一1≤j≤l,记

 

f A  ≡ A-aj  ·

gj A  ,其中gj A  ≡ A-aj  
mj-1

∏
l

i(≠j)
A-ai  

mi。

由于f A  =0为 A 满足的最简代数方程,故

gj A  ≠0。于是必存在某一非零态矢|χ>使得

gj A  |χ>≠0。而 A-aj  gj A  |χ>=0,因此

gj A  |χ>≠0是 A 的右本征值为aj 的右本

征态。
另外,设a'是A 的任一右本征值:

 

A|a'>=

a'|a'>,其中|a'>为非零态矢。则有0=f A  |
a'>=fa'  |a'>,即a'是f z  =0的根,故必在

集合{a1,a2,…,al}中。证毕。
由定理2可知S-具有两个零本征值,但相应

的非平庸本征态却只有一个,即自旋下态|↓>。
这意味着非厄米算符S-不可被对角化。然而,存
在一类可通过幺正变换对角化的特殊非厄米算

符,我们称之为 类非厄米算符。
定义1 如果一个非厄米算符满足以下两条

性质:

ⅰ)
 

A 可通过幺正变换对角化,即其所有的

右本征态集合{|a'>}形成正交归一的完备基矢。

ⅱ)
 

若A|a'>=a'|a'>,则有<a'|A=<a'|a',
即A 的左右本征值集合相同,且相应的左右本征

态互为厄米共轭,则称该非厄米算符为一个 类

非厄米算符。
类非厄米算符的一个明显例子是算符iF,

 

其中F 是某一厄米算符,其在最近颇受关注的非

厄米物理研究中较为常见[4]。iF 满足的左右本征

方程分别为<f'|if'  =<f'|(iF)和 iF  |f'>=
if'  |f'>,其中f'是实数,即iF 的左右本征值相

等,且相应的左本征态和右本征态互为厄米共轭。
定理3 任意幺正算符都是一个 类非厄米

算符。
证明:任意幺正算符U 都可写为U=eiF 的形

式,其中F 为厄米算符。由于F 可通过幺正变换

对角化,故U 也可以。此外,由U|f'>=eif'|f'>,

U†|f'>=e-if'|f'>可知<f'|U=<f'|eif'。证毕。

2 四格点自旋 1/2海森堡XXZ链

我们选取在统计物理和凝聚态物理中具有重

要地位的自旋 1/2海森堡XXZ链作为贯穿全文的

实例,其哈密顿量在文献中通常写为
 

(令 =1)[5]

 HXXZ=
1
2∑

N

i=1

(σx
iσx

i+1+σy
iσy

i+1+Δσz
iσz

i+1) (1)

其中,N 为总格点数,σi=(σx
i,σy

i,σz
i)是格点i上

的泡利算符,Δ≠0是各向异性参数。为简单起

见,我们采用无量纲的能量单位并使用周期性边

界条件
 

σN+1=σ1。在本文中我们考虑 N=4的

短链[见图1(a)]。
顺便指出,二能级系统是能够反映量子力学

线性代数特性的最简单的非平庸例子,其理应在
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图1 
(a)

  

四格点自旋 1/2
 

XXZ链的示意图;
 

(b)
 

两个最大极化态|↑

↑↑↑>和|↓↓↓↓>;
 

(c)
  

C14=4个“1-磁振子”态可通过将平移

算符T 连续作用于|↓↑↑↑>得到;
 

(d)
 

C24=6
 

个“2-磁振子”态可

分为两类:|↓↓↑↑>
 

在T 的作用下会生成3个态|↑↓↓↑>,

|↑↑↓↓>,|↓↑↑↓>;则|↓↑↓↑>在T 的作用下只生成一

个态|↑↓↑↓>;
 

(e)
 

4个“3-磁振子”态(与1-磁振子类似)

量子力学课程的初期就被引入(例如,通过对光子

偏振或斯特恩 盖拉赫实验的讨论———正如狄拉

克[1]和Sakurai[2]所做的那样),尽管大多数国内

的教材并没有这样做。任何熟悉二能级系统的学

生都可结合复合希尔空间的知识而方便地理解自

旋 1/2
 

XXZ链的物理内容。
四格点XXZ链的实空间完备基矢态为24=

16个所谓伊辛构型|τ1τ2τ3τ4>≡|τ1>1􀱋|τ2>2􀱋
|τ3>3􀱋|τ4>4,其中τi=↑,↓。我们在图1(b)~
(e)中列出了这16个态。总磁矩算符定义为Sz =
1
2∑j σz

j。 容易验证Sz 与HXXZ 对易

HXXZ,Sz  =0 (2)

  显然所有的伊辛构型都是Sz 的本征态。Sz

的本征值sz 是C
2-sz
4 =

4!
2+sz  ! 2-sz  !

重简并

的:所有具有2-sz 个下自旋的伊辛构型都是属

于本征值sz 的本征态[见图1(b)~(e)]。
与[2]中的单粒子晶格平移算符类似,我们引

入晶格平移算符T,其满足关系式T|τ1τ2τ3τ4>=
|τ4τ1τ2τ3>或TσjT-1=σj+1。T 是一个幺正算

符,故属于 类非厄米算符。然而,与T=eiF 对应

的厄米算符F 并不容易利用自旋算符显式地写

出①。周 期 性 边 界 条 件 意 味 着 对 任 意j 都 有

T4σj T-1  4=σj,即T 满足最简代数方程
 

T4=
1。由定理2可知

 

T 的本征值为4个单位根

t1=1,t2=i,t3=-1,t4=-i (3)

由于系统是平移不变的,故有

HXXZ,T  =0 (4)
此外,易见总磁矩Sz

 也与T 对易:

T,Sz  =0 (5)

  在下一节中,我们将利用方程(2)~方程(5)
来讨论 HXXZ 的块对角化。

3 对易性算符:共同本征态、简并解除和块对角化

对易可观测量与简并解除、守恒量、共同本征

态和块对角化等重要概念密切相关。在本节中,
我们将前述的结论Ⅱ和Ⅲ推广至 类非厄米算符

的情形,并借助四格点XXZ链说明其应用。我们

从简单的无简并情形出发。
定理4 设A 是一本征值不存在简并的可观

测量或 类非厄米算符,B 是任一与A 对易的线

性算符,
 

则B 在A 为对角的表象下也是对角的。
证明:对A 的任意两个本征值为a'和a″的本征

态|a'>和|a″>,由 A,B  =0可得
 

0=<a″|AB-
BA|a'>=(a″-a')<a″|B|a'>,其中利用了厄米

或 类非厄米算符A 的性质<a″|a″=<a″|A 和

A|a'>=a'|a'>。故对a″≠a'必有<a″|B|a'>=
0,即B 在A 对角的表象下也是对角的。证毕。

定理4表明A 和B 具有共同本征态|a',b'>,
其中b'≡<a'|B|a'>。注意B 的本征值集合{b'}
可能存在简并,但互异的{a'}足以区分任意两个

共同本征态。
更为微妙的是A 的本征值集合{a'}存在简并

的情况,此时有以下定理:
定理5 设A 是一个可观测量或 类非厄米

算符,B 是任一与A 对易的线性算符。若A 的本

征值集合存在一个或多个简并子空间,则B 在A
为对角的表象下是块对角的。具体地,设A 存在某

一属于本征值
 

􀭹a 的n 维简并子空间(n≥2),相应

的简并本征态集合为 |􀭹a1>,|􀭹a2>,…,|􀭹an>  ,则B
的表示矩阵在这n个基矢态下形成一个n×n的块。

证明:设a'≠􀭹a,即本征态|a'>不在􀭹a-简并子

空间中。由于对任意1≤i≤n 有<􀭹ai|A=<􀭹ai|􀭹a,
对易条件 A,B  =0给出

 

0=<􀭹ai|AB-BA|a'>=
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① 本例中的F 为晶格动量算符,可通过将自旋链费米子化后在

费米子模型的动量空间中写出,但这超出了本文的讨论范围。
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(􀭹a-a')<􀭹ai|B|a'>,得到<􀭹ai|B|a'>=0,即简并

块内 与 块 外 的 态 不 通 过 算 符 B 相 联 系。另

外,对子空间内的任意两个简并态|􀭹ai>和|􀭹aj>,有

0=<􀭹ai|AB-BA|􀭹aj>= 􀭹a-􀭹a  <􀭹ai|B|􀭹aj>=0×
<􀭹ai|B|􀭹aj>,故无法断定<􀭹ai|B|􀭹aj>=0。证毕。

为了形象地理解该块对角化结构,我们给出

A 和B 在A 表象下的表示矩阵形式

(6)

(7)

其中,下标A 代表在A 表象下的表示矩阵。
现将定理5应用于HXXZ 的初步块对角化。在

定理5中取A=Sz 和B=HXXZ,可知HXXZ 在具有

固定总磁矩的子空间中成块。特别地,sz=±2的

两个子空间非简并,故|↑↑↑↑>和|↓↓↓↓>
本身都是 HXXZ 的本征态[图1(b)]。类似的分析

可应用于对易的算符对Sz 和T。在定理5取

A=Sz 和B=T,可知T 在具有固定总磁矩的子

空间中也成块。
作为对问题2的回答,我们有以下推论:
推论1 设A 和B 是对易的可观测量或 类

非厄米算符,则无论A 的本征值是否存在简并,
二者总可以被同时对角化。

证明:由于B 是可观测量或 类非厄米算符,

故存在幺正变换 􀭹bi>=∑
n

j=1
cij 􀭹aj>将式(7)中的

n×n 块对角化:B|􀭹bi>=􀭹bi|􀭹bi>。另外,显然|􀭹bi>
都是A 的本征值为􀭹a 的本征态。故A 和B 在块

内具有共同本征态|􀭹a,􀭹bi>,在新基 |􀭹bi>  下都是

对角的:

A=diag …,􀭹a,…,􀭹a,…  B,

B=diag …,􀭹b1,…,􀭹bn,…  B

证毕。
如果􀭹bi 各不相同,则可利用它们来区分A 的

这n 个简并本征态。例如,考察上述 A=Sz 和

B=T 在sz=1的4维“1-磁振子”子空间[图1
(c)]中的同时对角化。为了找到T 的本征态,可
仿照[2]中的单粒子问题,将图1(c)中的4个伊辛

构型做线性叠加来构造4个由波数k 标记的1-磁
振子布洛赫态

ξk  >=
1
2
(↓↑↑↑>+eik ↑↓↑↑>+

ei2k ↑↑↓↑>+ei3k ↑↑↑↓>)
我们要求|ξk  >是平移算符T 的本征态:

Tξk  >=e-ik ξk  >

给出ei4k=1,即k 应取4个离散值k=-π,-
π
2
,

0,
π
2
,从而T 的本征值由式(3)中4个单位根t1,…,

t4 给出。我们看到,布洛赫态|ξk  >即为Sz 和

T 在sz=1子空间的共同本征态,sz 的4重简并

可由T 的4个相异本征值完全解除。4维的3-磁
振子子空间[图1(e)]可做类似分析。

然而,一般情况下,将A 和B 同时对角化后

􀭹bi  中可能仍然存在简并,例如􀭹b1=􀭹b2=…=
􀭹bm≡􀭹b,其中m≤n

 

(我们总可以把简并的􀭹bi 对应

的 态 顺 序 排 列)。此 时 需 寻 找 第 三 个 满 足

A,C  = B,C  =0的算符 C 以 进 一 步 解 除

􀭹bi  中的简并。
作为例子,考察四格点XXZ链具有零磁矩sz=

0的C2
4=6维“2-磁振子”子空间。T 的4个相异

本征值显然无法完全解除sz 在此子空间的6重

简并。注意到该子空间的6个伊辛构型可分为两

类:两下自旋间距为1的4个态|↓↓↑↑>,

|↑↓↓↑>,|↑↑↓↓>,|↓↑↑↓>[图1(d)第一

行],以及两下自旋间距为2的两个态|↓↑↓↑>
和|↑↓↑↓>[图1(d)第二行]。这提示我们构造

以下两类2-磁振子布洛赫态[6,7]

ξ1k  >=
1
2
(↓↓↑↑>+eik ↑↓↓↑>+

ei2k|↑↑↓↓>+ei3k|↓↑↑↓>)

ξ2k  >=
1
2
(↓↑↓↑>+eik ↑↓↑↓>)

83



物理与工程 Vol.35 No.5 2025

其中态的下标代表两下自旋的间距。我们同样要

求|ξ1k  >和|ξ2k  >均应是T 的本征态

Tξ1k  >=e-ik ξ1k  > (8)

Tξ2k  >=e-ik ξ2k  > (9)

与1-磁振子布洛赫态|ξk  >类似,k=-π,-
π
2
,

0,
π
2

可保证式(8)成立。然而,注意到

Tξ2k  >=
1
2 ↑↓↑↓>+eik ↓↑↓↑>  

=e-ik
1
2 e

ik ↑↓↑↓>+ei2k ↓↑↓↑>  

这意味着只有当ei2k=1时式(9)才能成立,故|ξ2k  >
只对k=-π和0有定义,得到

ξ2 -π  >=
1
2
(↓↑↓↑>- ↑↓↑↓>)

ξ2 0  >=
1
2
(↓↑↓↑>+ ↑↓↑↓>)

以下6个顺序排列的2-磁振子布洛赫态

{ξ1 -π  >,ξ2 -π  >,ξ1 0  >,ξ2 0  >,

ξ1 -π/2  >,ξ1 π/2  >} (10)
便实现了T 的完全对角化,表示矩阵为

T=diag-1,-1,1,1,i,-i  T (11)
可见,对易 类非厄米算符T 的引入并未完全消

除sz 的6重简并,仍存在两个分别与本征值t1=
1和t3=-1对应的2维简并子空间。

为了进一步解除式(11)中的简并,需寻找与

Sz 和T 都对易的算符。式(2)和式(4)提示我们

哈密顿量 HXXZ 或可实现该任务。
一般地,我们有:
定理6 设A 和B 是对易的可观测量或 类

非厄米算符,C 是任一与A 和B 都对易的线性算

符。若A 的本征值存在某个维数为n 的简并子空

间,且将A 和B
 

在推论1的意义下同时对角化

后,B 在A 的简并子空间中仍存在m≤n 重简并,
则

 

C 在A 和B 共同对角的表象中形成一个m×
m 的块。

证明:对条件 A,C  =0应用定理5,可知C
在A 和B 共同对角的表象中形成一个n×n 的

块。再对条件 B,C  =0应用定理5,则C 在n×
n 的块中进一步形成一个m×m 的块,如下图

所示:

证毕。
类似地,当C 为一可观测量或 类非厄米算

符时,可找到|􀭴b1>,…,|􀭴bm>的线性组合将C 对

角化,从而实现在此C 表象中A,B 和C 的同时

对角化。若对角化后C 在m×m 块中的本征值

仍存在简并,可继续寻找第四个与A,B,C 均对

易的线性算符D(前提是A,B,C 都是可观测量

或 类非厄米算符),重复以上操作直至简并完

全解除。
现在回到XXZ链的例子。我们在定理6中

取A=Sz,B=T,C=HXXZ。首先注意到4个1-
磁振子布洛赫态{|ξk  >}已实现了Sz 和T 在1-
磁振子子空间中的同时对角化,且Sz 的简并已经

被T 的本征值完全解除(即 m=1)。由定理6,

HXXZ 在{|ξk  >}下自动对角,即{|ξk  >}都是

HXXZ 的本征态。值得强调,我们无须具体计算

HXXZ 对态|ξk  >的作用(具体计算见附录B),利
用定理6可立得此结论。

对于sz=0的2-磁振子子空间,由式(11)可
知哈密顿量 HXXZ 在布洛赫基式(10)下会形成两

个2×2的块矩阵,分别占据1、2行列和3、4行

列。此外,由于T 的本征值i和-i在布洛赫基下

非简并,我们无须计算便可立刻断言|ξ1 ±π/2  >
都是 HXXZ 的本征态。附录B中的具体计算给出

HXXZ 在式(10)下的如下表示矩阵

(12)
至此,我们已利用与 HXXZ 均对易的厄米算符

Sz 和 类非厄米算符T 实现了 HXXZ 的块对角
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化。如所期待的,|ξ1 -π/2  >和|ξ1 π/2  >都是

HXXZ 的本征值为零的简并本征态(但可利用T 的

本征值i和-i加以区分)。两个2×2的块矩阵已

被圈出,其中第一个块因矩阵元<ξ1 -π  |HXXZ|

ξ2 -π  >=0而已经具有对角形式。将表示矩阵

(11)进一步对角化,我们最终得到算符Sz,T 和

HXXZ 的对角表示

Sz =diag0,0,0,0,0,0  HXXZ

T=diag-1,-1,1,1,i,-i  HXXZ

HXXZ=2diag0,-Δ,h+,h-,0,0  HXXZ

其中,h±=
1
2 -Δ± Δ2+8  。

从另一个角度看,我们也利用与Sz 均对易的

类非厄米算符T 和厄米算符HXXZ 完全解除了

Sz 在零磁矩空间的6重简并(对Δ≠0)。需要指

出的是,HXXZ 并不是能实现该简并解除的唯一选

择。事 实 上,HXXZ 中 的 伊 辛 耦 合 部 分 HZ =

1
2∑

N

i=1
Δσz

iσz
i+1 足以实现该目的。容易验证式(10)

中的布洛赫基态都是 HZ 的本征态,给出 HZ 在

T 表象中的表示

HZ=diag0,-2Δ,0,-2Δ,0,0  T (13)

这同时也意味着以 HZ 为例来说明块对角化这一

概念是平庸的。
以上关于块对角化的分析同样可扩展至任意

偶数N 的情形。对于N 格点自旋 1/2
 

XXZ链,
其C2

N=N N-1  /2维的2-磁振子子空间可借

助平移算符T 进一步分割成维数为
 N
2

或
 N
2-1

 

的小块,这大大简化了对大尺度XXZ链中2-磁振

子问题的数值和解析处理,详见笔者最近关于高

自旋铁磁链中2-磁振子束缚态的工作[6,7]。
以上通过寻找可对易力学量的完全集来解除

简并的手续是量子力学教材中的标准内容[2,3]。
这里,我们结合块对角化的概念将该过程可视化,
使其便于理解。我们认为以上对四格点XXZ链

块对角化的讨论为理解简并解除这一重要概念提

供了比(L2,Lz)更为简单(本例不涉及球谐函数

等复杂数学知识,学生只需熟悉泡利算符的基本

对易关系和简单的线性代数知识)、物理内容更丰

富的实例。至此我们回答了问题3和问题4。

4 结论

本文将量子力学中关于厄米算符的一些熟知

结论推广至非厄米算符情形,并借助凝聚态物理

中的海森堡XXZ自旋链以具象地理解这些扩展

结论。
我们首先给出了满足代数方程的一般非厄米

算符的本征值结构,由此得到了周期性晶格中平

移算符T 的本征值。受平移算符的启发,引入了

一类可对角化的特殊非厄米算符并证明了幺正算

符隶属其中。我们将一般量子力学教材中关于对

易性可观测量同时对角化和简并解除的标准内容

推广至此类非厄米算符。特别地,我们详细阐述

了块对角化这一与对易性密切相关但却较少被讨

论的重要概念,利用表示矩阵的图形将其与简并

解除的关系可视化。
本文中的每个一般性结论都可以通过对四格

点自旋 1/2
 

XXZ链的分析得到清楚地理解,这也

建立起了连接量子力学课堂内容和凝聚态物理或

统计物理研究的桥梁。

附录A 定理1的证明[1]

证明:由代数基本定理,n 次多项式f A  总

可在复数域分解为f A  =∏
l

i=1
A-ai  

mi,其中

mi≥1且 ∑
l

i=1
mi =n。对 某 一 个 特 定 的j,将

f A  写为f A  = A-aj  gj A  ,其中gj A  =

A-aj  
mj-1

∏
l

i=1,i(≠j)
A-ai  

mi。f A  =0是A

满足的最简代数方程意味着gj A  ≠0,于是必存

在某一非零态矢|χ>使得 gj A  |χ>≠0。将

f A  =0两边作用于|χ>便得A[gj A  |χ>]=
aj[gj A  |χ>],即因子aj 是厄米算符A 的本征

值,从而必为实数。此外,易见 A 的任一本征值

a'必在集合{a1,a2,…,al}中:令A|a'>=a'|a'>,
则有0=f(A)|a'>=f(a')|a'>,给出fa'  =

∏
l

i=1
a'-ai  

mi =0,即a'∈{a1,a2,…,al}。

下面证明对任意i 都有mi=1,从而l=n。
为此需利用狄拉克在[1]中证明的如下引理:
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[引理] 若A 是一个满足方程Am|ϕ>=0的线

性厄米算符,其中m 为正整数,|ϕ>为某一个特殊态

矢,则亦有A|ϕ>=0。
该引理可利用递推法或数学归纳法证明[1],此

处从略。现假设存在某一mj≥2。由于对任意态矢

|ψ>都有0=f A  ψ>= A-aj  
mj ∏

l

i=1,i(≠j)
(A-

ai)
mi ψ>,且注意到A-aj 是一个厄米算符(以

上已证明aj 是实的),故由引理有 (A -aj)·

∏
l

i=1,i(≠j)
A-ai  

mi ψ>=0。由于|ψ>是任意态矢,

于是有算符方程 A-aj  ∏
l

i=1,i(≠j)
(A-ai)

mi =0,

但这与f A  =0是A 满足的最简代数方程相矛

盾,故方程f A  =0无重根。
定理的第二部分可通过构造法证明。令f(A)=

A-aj  gj A  ,其中gj A  = ∏
n

i=1,i(≠j)
(A-ai)。

由于本征值集合{a1,a2,…,an}的元素两两不同,
显然有 gj aj  ≠0。另外,对任意k≠j 都 有

gj ak  =0。现构造n-1次多项式

F A  ≡∑
j

gj A  
gj aj  -1

对任意k,有F ak  =∑
j

gj ak  
gj aj  -1=

gk ak  
gk ak  +

∑
j(≠k)

gj ak  
gj aj  -1=0,即F A  =0有n 个实根。

若一个n-1次多项式有n 个根,则该多项式必恒

为零,即∑
j

gj A  
gj aj  =1。将该式作用于任意态矢

|ψ>,得

ψ>=∑j

1
gj aj  gj A  ψ>

然而,前面已证明若gj A  |ψ>≠0则其为A 的

本征态,故任意态矢|ψ>都可以利用A 的本征态

展开,即A 的所有本征态形成完备集,A 是一个

可观测量。

附录B HXXZ 在2-磁振子布洛赫基矢态式(10)下
表示矩阵(12)的推导

  利用熟知的关系式σx
iσx

i+1+σy
iσy

i+1=2(σ+
iσ-

i+1+
σ-

iσ+
i+1)[这里σ±

i =(σx
i+iσy

i)/2],可将 HXXZ 改

写为

HXXZ=HXX+HZ

其中

HXX= σ+
1σ-

2 +σ-
1σ+

2  + σ+
2σ-

3 +σ-
2σ+

3  +

   σ+
3σ-

4 +σ-
3σ+

4  + σ+
4σ-

1 +σ-
4σ+

1  

Hz =
1
2Δ
(σz
1σz
2+σz

2σz
3+σz

3σz
4+σz

4σz
1)

  我们首先验证1-磁振子布洛赫态|ξk  >是
HXXZ 的本征态。将 HXX 作用于|ξk  >可得(利
用σ+

i|↑>i=0和σ+
i|↓>i=|↑>i)

 HXX ξk  >

=
1
2
(σ+
1σ-

2 ↓↑↑↑>+σ-
4σ+

1 ↓↑↑↑>+

 eikσ-
1σ+

2 ↑↓↑↑>+eikσ+
2σ-

3 ↑↓↑↑>+

 ei2kσ-
2σ+

3 ↑↑↓↑>+ei2kσ+
3σ-

4 ↑↑↓↑>+

 ei3kσ-
3σ+

4 ↑↑↑↓>+ei3kσ+
4σ-

1 ↑↑↑↓>)

=
1
2
(↑↓↑↑>+ei4k ↑↑↑↓>+

 eik ↓↑↑↑>+eik ↑↑↓↑>+
 ei2k ↑↓↑↑>+ei2k ↑↑↑↓>+
 ei3k ↑↑↓↑>+e-ik ↓↑↑↑>)

=2coskξk  >
其中利用了ei4k=1。此外,易见有 Hz|ξk  >=0,
故 HXXZ|ξk  >=2cosk|ξ(k)>,即|ξ(k)>为 HXXZ

的本征值为2cosk的本征态。
现在我们来推导 HXXZ 在2-磁振子子空间中

的表示矩阵。容易验证式(10)中的6个布洛赫态

都是 Hz的本征态,其在布洛赫基的表示矩阵由

式(13)给出。将 HXX 作用于|ξ1k  >可得

 HXX ξ1k  >

=
1
2
(σ+
2σ-

3 ↓↓↑↑>+σ-
4σ+

1 ↓↓↑↑>+

 eikσ-
1σ+

2 ↑↓↓↑>+eikσ+
3σ-

4 ↑↓↓↑>+

 ei2kσ-
2σ+

3 ↑↑↓↓>+ei2kσ+
4σ-

1 ↑↑↓↓>+

 ei3kσ+
1σ-

2 ↓↑↑↓>+ei3kσ-
3σ+

4 ↓↑↑↓>)

=
1
2
(↓↑↓↑>+ ↑↓↑↓>+

 eik ↓↑↓↑>+eik ↑↓↑↓>+
 ei2k ↑↓↑↓>+ei2k ↓↑↓↑>+
 ei3k ↑↓↑↓>+ei3k ↓↑↓↑>)

=
1
2 1+eik +ei2k +ei3k  (↓↑↓↑>+

 ↑↓↑↓>)
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上式括号中的因子仅对k=0才不为零,于是

得到

HXX ξ1 0  >=22ξ2 0  >

HXX ξ1 -π,±π/2  >=0
可见|ξ1 -π,±π/2  >都是 HXX 的本征值为零的

本征态。类似地可计算

 HXX ξ2k  >

=
1
2
(↑↓↓↑>+ ↓↓↑↑>+ ↓↑↑↓>+

 ↑↑↓↓>+eik ↓↑↑↓>+eik ↑↑↓↓>+
 eik ↑↓↓↑>+eik ↓↓↑↑>)

=
1
2
1+eik  (↑↑↓↓>+ ↓↑↑↓>+

 ↓↓↑↑>+ ↑↓↓↑>)
得到

HXX ξ2 0  >=22ξ1 0  >

HXX ξ2 -π  >=0
计及 所 有 的 非 零 矩 阵 元 便 可 得 到 正 文 中 的

式(11)。
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