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小球脱离光滑半球面时间的分析和讨论
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摘 要 本文主要处理小球滑落光滑半球面的时间问题。小球的运动学方程以及滑落时间可

以借助Python的数值计算功能和可视化技术求解牛顿第二定律得到数值的结果,也
可以运用功能原理直接解析得到滑落时间;结果表明数值计算和解析解完全等价。对

于小球而言,半球顶点是不稳定平衡位置,当小球受到微扰,初始位置偏离半球顶点或

小球从顶点缓慢下滑,小球滑落球面时的速度和位置都趋于定值,但是随着微扰的增

强滑落时间以指数的速度减小,是因为小球在球面上所受的和外力是非线性的。
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Abstract This
 

paper
 

primarily
 

addresses
 

the
 

time
 

of
 

a
 

small
 

ball
 

sliding
 

off
 

a
 

smooth
 

hemi-
spherical

 

surface.
 

The
 

kinematic
 

equations
 

and
 

sliding
 

time
 

of
 

the
 

ball
 

are
 

obtained
 

through
 

Newton􀆳s
 

second
 

law
 

with
 

Python􀆳s
 

numerical
 

and
 

visualization
 

associate.
 

At
 

the
 

same
 

time,
 

the
 

sliding
 

time
 

can
 

be
 

directly
 

derived
 

analytically
 

using
 

the
 

work-energy
 

principle.
 

The
 

re-
sults

 

show
 

that
 

the
 

numerical
 

calculations
 

and
 

analytical
 

solutions
 

are
 

completely
 

equivalent.
 

For
 

the
 

ball,
 

the
 

top
 

of
 

the
 

hemisphere
 

is
 

an
 

unstable
 

equilibrium
 

position.
 

When
 

the
 

ball
 

is
 

subjected
 

to
 

a
 

slight
 

perturbation,
 

whether
 

the
 

initial
 

position
 

deviates
 

from
 

the
 

top
 

of
 

the
 

hemisphere
 

or
 

the
 

ball
 

slowly
 

slides
 

down
 

from
 

the
 

top,
 

the
 

velocity
 

and
 

position
 

of
 

the
 

ball
 

when
 

it
 

slides
 

down
 

the
 

surface
 

tend
 

towards
 

constant
 

values.
 

However,
 

as
 

the
 

perturbation
 

increases,
 

the
 

sliding
 

time
 

decreases
 

exponentially,
 

which
 

is
 

due
 

to
 

the
 

non-linear
 

nature
 

of
 

the
 

net
 

external
 

force
 

acting
 

on
 

the
 

ball
 

on
 

the
 

hemispherical
 

surface.
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  小球在半球面上的运动是《大学物理》力学

中的一个经典问题[1],先前的文献对这个问题进

行了一些讨论,但是关注的主要是小球在何处脱

离球面和摩擦力对下落过程的影响[2-5],但是在这

些研究中大家都没有考虑半球顶点附近初始条件

对于滑落过程的影响。本文从研究小球滑落半球

面的时间出发,通过功能原理得到滑落时间的解

析解,也可以借助Python数值求解牛顿第二定律

得到运动方程和滑落时间的数值解,结果表明半

球顶点是一个不稳定平衡位置;当小球受到微扰,
偏离顶点位置或从顶点处缓慢下滑时,小球滑落

的位置和速度趋于恒定值,并且滑落时间为有限

值且随着扰动的增强而减小。因为球面上的小球

所受和外力是非线性的,初始条件的微小改变就

会导致滑落时间的重大差异。

1 功能原理

如图1所示,小球质量为m,半径为r,半球的

半径为R≫r,重力加速度为g,小球受到的球面

支撑力为N,小球位置和竖直方向的夹角为θ时,
运动速度为v。

图1 小球在光滑半球面上的运动示意图

小球在球面上下滑ds重力做功:

dA=mgsinθds=mgsinθRdθ (1)

假设小球从θ0 处出发,且速度为v0,到达θ处,重
力做功为A,速度为v,运用动能定理可以得到

A=∫
θ

θ0
dA=mgR(cosθ0-cosθ)

=
1
2mv2-

1
2mv2

0 (2)

小球下滑到θ处的速率为

v= 2gR(cosθ0-cosθ)+v2
0 (3)

下滑的时间T 为

T=∫
θ

θ0

ds
v =∫

θ

θ0

Rdθ
v

=∫
θ

θ0

Rdθ
2gR(cosθ0-cosθ)+v2

0

(4)

对于小球滑落球面时,位置夹角为θn,速度为vn,
此时球面对小球的支撑力N=0,可以得到

mgcosθn =m
v2

n

R
(5)

联立(3)(5)两式可以得到滑落球面时的夹角θn

和速度vn 分别为

θn =arccos23cosθ0+
v2
0

3gR  
vn =

2gR
3 cosθ0+

v2
0

3
(6)

代入式(4)得到滑落时间T
T=t(θn)-t(θ0) (7)

其中,t(θ)为

t(θ)=
R
g

2
χE1

θ
2
,-
2
χ  (8)

这里χ=cosθ0-1+v2
0/2gR,E1(x,m)是第一类

椭圆积分[6]。
当θ0→0,v0→0时,小球滑落球面时的夹角

θn、速度vn 和初始条件的关系式(6)可以展开为

θn ≈θm +
5θ20
5 -

5v2
0

5gR

vn ≈vm 1-
θ20
4+

v2
0

4gR  (9)

其中,θm=arccos
2
3  ,vm=

2gR
3
。这表明小球

滑落球面时的速度vn ≈vm、夹角θn ≈θm 为恒

定值。

当初始条件满足v0= 2gR(1-cosθ0)时,代
入式(4)中,滑落时间T 为

T=∫
θn

θ0

R
g

dθ
2(1-cosθ)

=
R
g
ln
tan(θn/4)
tan(θ0/4)

(10)

当小球趋于半球面的顶点时θ0→0,此时小球的

初速度v0= 2gR(1-cosθ0)≈ gRθ0,滑落时

间式(10)中tan(θ0/4)≈θ0/4,lntan(θn/4)≈

-1.54448,此时小球滑落时间T 为
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T=
R
g
ln4θ0

-1.54448  (11)

因此滑落时间T 随着初始位置趋于顶点而对数

发散,即T=∞,说明顶点位置对于静止的小球是

一个不稳定的平衡位置。
小球受到微扰,当θ0≠0,v0=0,即小球的初

始位置偏离半球顶点,或从顶点缓慢下滑,θ0=0,

v0≠0,由式(9)可以得到此两类情况中式(7)中滑

落时的位置相同θn≈θm,初始条件对应的χ~v2
0/

2gR(-θ20/2)均正比于初始值的平方项,因此两

种情况下小球滑落时间T 接近,如图2所示。图

中曲线表示小球滑落时间tm=T/ R/g 随初始

条件的变化。图中实线tm(θ0)和虚线tm(v0)分
别表示运用功能原理处理两类微扰得到的解析结

果式(7),而浅色点tm(θ0)和深色点tm(v0)分别

对应于图3、图4中的数值计算的结果,两者十分

吻合。

图2 小球脱离半球面的时间tm 和初始条件的关系

实线为初始位置偏离顶点θ0 的滑落时间曲线,虚线为顶点处初

速度v0 对于滑落时间的影响,浅色点和深色点为相应初始条件

下数值求解运动方程的结果。随着小球越来越靠近顶点,滑落时

间不断增加

2 数值求解牛顿第二定律

对小球受力分析,可知

mgsinθ=maτ =mdvdt

mgcosθ-N =man =mv2

R
(12)

其中,aτ,an 分别为切向、法向加速度,小球脱离

球面时N=0,所用时间为T。对速度和时间做如

下变换:

v=v'vm

t=t'
R
g

(13)

将式(13)代入式(12),可以得到无量纲化的速度

v'和位置θ,下文为了简便省略',

dv
dt=

3
2sinθ

dθ
dt=

2
3v

v2 ≤
3
2cosθ

(14)

其中,第一行是小球切向加速度,第二行是自然坐

标系中小球速度和位移的关系,第三行是小球在

球面滑动时N>0,小球速度的约束条件。我们采

用欧拉迭代法求解式(14),选取时间间隔为Δt=
10-4,在t=iΔt(i=0,1,2,3…)时刻,小球的速度

vi 和位置夹角为θi:

vi+1=vi+
3
2sinθiΔt

θi+1=θi+
2
3viΔt

v2
i ≤

3
2cosθi (15)

  欧拉迭代法的精度为 (Δt),为了提高数值

计算的精度可以选择减小时间间隔,或用4阶龙

格 库塔法[ (Δt4)]求解式(15)。其中,小球滑落

的时间为tm=imaxΔt,i=imax+1,v2
i>1.5cosθi。

其中,v0,θ0 分别为初始时的速度和位置角度。
小球从半球顶点处无初速度滑下时,v0=0,

θ0=0。小球的速度v 恒为零,路程s也恒为零,
这说明小球静止不动,半球顶点是小球的平衡

位置。
小球受到微扰,初始位置偏离顶点处,假设此

时夹角为θ0=10-n,下落过程中的速度v 和角度

θ随时间的变化如图3所示。由图3可知,微小的

偏移都会导致小球开始运动,因此半球顶点是小

球的一个不稳定平衡点;对于不同的微小偏移量

θ0,小球脱离球面时的速度v=vm,位置夹角θ=
θm,这也验证了功能原理中的式(9),与之前的研

究结果一致[3-5]。当n=3,4,5时,滑落时间分别

为tm=7.443,9.745,12.0479,可以发现初始位

置微小的差异,下落时间就会有很大的差异,同时

越靠近顶点,下落时间越长。
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图3 数值计算结果(一)
小球受到微扰,偏离半球的顶点处,小球开始下滑。当偏离的角

度θ0=10
-n 时,tm=7.443(n=3),9.745(n=4),12.0479(n=5),

随着小球越来越靠近顶点,滑落时间不断增加

当小球从顶点缓慢下滑时,对于初速度为v0=
10-n,此时下落过程中的速度v 和角度θ 随时间

的变化如图4所示。由图4可知,微小初速度也

会导致小球开始滑落;
 

对于不同的初速度v0,小
球脱离球面时的速度v=vm,夹角θ=θm,与偏离

顶点出发的结果一样,再次印证了功能原理中的

式(9),也说明了两种微扰对于小球滑落时间是等

效的。当n=3,4,5时,滑落时间分别为tm =
7.649,9.952,12.2567,与偏角的情况一样,初速

度的微小差异,滑落时间就会有很大的差异,同时

随着速度减小,滑落时间增加,速度趋于零,时间

无限长。

图4 数值计算结果(二)

小球从顶点处缓慢滑落,初速度v0=10
-n 时,tm=7.649(n=

3),9.952(n=4),12.2567(n=5),随着小球初速度减小,滑落时

间不断增加

通过数值求解牛顿第二定律可以得到小球的

运动方程和滑落时间,对运动方程可视化后我们发

现小球滑落球面的位置和速度是恒定的,如图3、
图4中的水平线段所示,进而可以印证功能原理

中的式(9)。这也充分说明了牛顿定律和功能原

理的等价性。

3 结论

半球顶点作为一个平衡点,小球在此位置的

和外力为零,数值求解牛顿定律发现静止的小球

速度始终为零,而功能原理得到滑落时间为无穷

大。两者从不同的方面印证了惯性定律。
小球受到微扰,偏离平衡位置或平衡位置时

的初速度不为零,滑落时间是有限值,且随着微扰

的增大而减小,如图3、图4所示,而功能原理中得

到的式(7),积分收敛。微扰下,小球滑落球面时

的速度
 

v≈vm,夹角
 

θ≈θm,和先前的研究结果一

致。有微小偏角时χ=-θ20/2和微小速度时χ=
v2
0/2gR,滑落时间近似相等,说明了两种微扰对

于小球运动是等效的。对于数值求解牛顿定理得

到的时间和功能原理求得的解析结果,两者完全

一致,如图2所示。
小球所受的和外力mgsinθ是非线性的,从而

导致小球的运动方程Rd2θ/dt2-gsinθ=0的解

严格依赖初始条件的选取[7]。我们发现,对于小

球初始条件的微小改变θ0=10-n 或v0=10-n,就
会造成滑落时间的差异,如图2所示。

通过分析小球的滑落时间,我们发现数值求

解牛顿第二定律和功能原理的解析解,两者完全

等价。这说明了数值计算可以作为物理学研究的

重要方法和手段。
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养的目标,“有心瞄准、无意击发”,有意栽花、无心

插柳。
第四,要注重发挥团队优势。注重分工合作、

优势互补,相互砥砺、共同提高。理论课教师,要
发挥理论功底扎实,善于理性思考的优势,着重解

决实验需要的理论问题;实验课教师,要发挥动手

能力强,操作规范,熟悉仪器设备性能的优势,带
领学生开阔实验思路,创新方式方法,解决实验中

遇到的问题;领衔(参与)项目研究的教师(如我校

等离子体、凝聚态物理)要发挥专业特长,引领学

生紧跟时代前沿,围绕科研子项目进行有针对性

研究。

4 结语

就全局而言,开展竞赛活动的根本目的是促

进教学水平提升、促进创新型人才的选拔与培养,
竞赛只是一个平台、一种形式、一种鞭策,开放性

题目研究是实现目标的良好载体。
通过开放性实验(研究探索),能在物质某种

运动规律上有新发现(新观点,理论建树)当然最

好;能找到或发现某个过程(路径、方法、条件…)
与现象、结果相应的关系,或者建构某种解决问题

的新思路、新技术(新方法),就很了不起;能制作

出某种(个)实用的新工具,或对原有工具进行新

的开发和提升,也是非常有意义、有价值的。
面对激烈竞争的发展环境,培养适应新时代

国家现代化建设的新型人才,必须把创新能力培

养放在首要位置。要抓住学生参加物理实验竞赛

(创新)的良好机遇,明确方向、理清思路,积极进

取,大力促进实验教学改革和质量提升,并以此促

进学生科技素养和创新能力提升。我们将不断努

力、继续前行。
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