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摘 要 光学是物理学的重要分支学科,是高校物理类、光学工程类及光电信息类等专业的必

修基础课程。斯涅耳定律和菲涅耳公式是光学教学的重要知识点,但是近期研究发现

非均匀界面存在异常折反射现象,传统的斯涅耳定律不再适用。虽然研究者采用费马

原理推导了广义斯涅尔定律,可计算非均匀分界面的折反射角度,但是用于计算折反

射系数的广义菲涅耳公式尚未进行探索。本文利用麦克斯韦方程和边界条件,推导

出广义斯涅尔定律和菲涅耳公式,同时适用于均匀界面/非均匀界面的折反射角度

关系的描述以及折反射效率的计算,推导的理论公式与仿真结果一致,证明了广义

斯涅尔定律和菲涅耳公式的正确性。本文为高校光学教学内容的创新提供一种有

益尝试。
关键词 物理;光学;斯涅尔定律;菲涅耳公式;折反射
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Abstract Optics
 

is
 

an
 

important
 

branch
 

of
 

physics
 

and
 

a
 

required
 

foundational
 

course
 

for
 

students
 

majoring
 

in
 

physics,
 

optical
 

engineering,
 

and
 

optoelectronics,
 

among
 

others.
 

Snell􀆳s
 

law
 

and
 

Fresnel􀆳s
 

formulas
 

are
 

crucial
 

topics
 

in
 

optical
 

teaching,
 

but
 

recent
 

research
 

has
 

re-
vealed

 

anomalous
 

reflection
 

and
 

refraction
 

phenomena
 

at
 

non-uniform
 

interfaces,
 

rendering
 

traditional
 

Snell􀆳s
 

law
 

obsolete.
 

While
 

researchers
 

have
 

derived
 

the
 

generalized
 

Snell􀆳s
 

law
 

using
 

Fermat􀆳s
 

principle
 

to
 

calculate
 

reflection
 

and
 

refraction
 

angles
 

at
 

non-uniform
 

interfaces,
 

the
 

generalized
 

Fresnel
 

formula
 

for
 

calculating
 

the
 

reflection
 

coefficients
 

has
 

remained
 

unex-
plored.

 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

derive
 

the
 

generalized
 

Snell􀆳s
 

law
 

and
 

Fresnel􀆳s
 

formulas
 

using
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Maxwell􀆳s
 

equations
 

and
 

boundary
 

conditions,
 

providing
 

a
 

comprehensive
 

framework
 

for
 

de-
scribing

 

the
 

relationships
 

between
 

reflection
 

and
 

refraction
 

angles
 

at
 

both
 

uniform
 

and
 

non-
uniform

 

interfaces,
 

as
 

well
 

as
 

calculating
 

the
 

efficiency
 

of
 

reflection
 

and
 

refraction.
 

The
 

theo-
retical

 

formulas
 

derived
 

align
 

with
 

simulation
 

results,
 

confirming
 

the
 

correctness
 

of
 

the
 

gener-
alized

 

Snell􀆳s
 

law
 

and
 

Fresnel􀆳s
 

formulas.
 

This
 

work
 

presents
 

a
 

valuable
 

attempt
 

at
 

innovating
 

the
 

teaching
 

content
 

of
 

optics
 

in
 

universities.
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  光学是高校物理类、光学工程类及光电信息

类等专业的必修基础课程。虽然经过了几百年的

发展,光学的发展依然方兴未艾。2023年诺贝尔

物理学奖颁发给为阿秒激光研究作出突出贡献的

光学科学家。从2012年至今有5届诺贝尔物理

学奖获奖内容主要涉及光学基础及应用研究。21
世纪光学的蓬勃发展,迫切需要高校教材适应新

形势的要求,不断创新教学内容,以满足光学基础

前沿与变革性技术的发展需求。光学基础课程的

教学质量直接关系到国家光学创新人才的高度,
以及相关产业的发展。本文试从光学前沿发展的

角度,提出高校光学专业基础课教学的创新思路;
以光学教学重要内容斯涅耳折反射定律和菲涅耳

公式为例,结合麦克斯韦方程和边界条件,推导出

广义斯涅尔定律和菲涅耳公式。这不仅适用于传

统光学教学中均匀界面的情形,也适用于现代光

学需要处理光在非均匀界面的折反射问题。
在光学教学中,对描述平面光在均匀分界面

上透射/反射现象的斯涅尔定律做了讲述,在该定

律中,两半无限材料被一均匀界面分开,当平面光

以一定角度入射该分界面时,依据麦克斯韦方程

与电磁场边界条件,可推导出描述折/反射角度与

入射角度关系的斯涅耳折反射定律,以及描述折/
反射振幅与入射振幅关系的菲涅耳公式。斯涅耳

折反射定律和菲涅耳公式适用均匀界面折反射问

题。近年来,光学研究发现,在非均匀界面,即引

入梯度相位,光的折反射不再遵循斯涅耳折反射

定律和菲涅耳公式。2011年和2012年,美国哈佛

大学和复旦大学光学研究团队先后在Science 和

Nature
 

Materials 发现,在界面处引入相位变化

的梯度,折反射角度与入射角的关系不再遵循传

统的斯涅耳折反射定律,而是受到相位梯度的影

响[1,2],他们建立了广义斯涅尔定律,用于描述折

反射角度与入射角度的关系。物理的推导是基于

费马原理,并没有使用传统光学教材中推导斯涅

耳折反射定律的麦克斯韦方程和电磁场边界条

件。广义斯涅尔定律为近年来有了长足发展的超

构表面光子器件的设计提供了重要的理论支持,
基于该定律研究者们发明了异常折反射超构表

面[2-5]、超构透镜[6-8]、隐身[9]、结构色[10]等。但是

广义斯涅尔定律不能计算在非均匀界面情形下,
光的透射系数与反射系数(菲涅耳公式),也就是

无法理论计算光的折/反射振幅与入射振幅的比

值关系。麦克斯韦方程组作为描述电磁场波动性

质的核心,同样应当可以推导出广义斯涅尔定律

和菲涅耳公式。
本文将从电磁理论出发,基于麦克斯韦方程推

导出非均匀界面的折/反射角度,即广义斯涅尔定

律,并利用电磁场边界条件推导出在平面波入射

下,分界面两侧的透射/反射系数,即广义菲涅耳公

式。最后设置任意的不均匀界面,理论计算的透反

射系数与仿真计算结果完全一致。推导的公式有

利于分析各种不同形式的相位突变对透射/反射造

成的影响。广义斯涅耳折反射定律和菲涅耳公式

同样适用于均匀界面的情形,即现行高校光学教材

的斯涅耳折反射定律和菲涅耳公式是我们推导的

广义斯涅耳折反射定律和菲涅耳公式的一个特例。

1 研究方法

图1 s波入射至非均匀分界面上的透射与反射

1.1 s波入射

如图1所示,假设入射面为xz 平面,分界面

为平面z=0,入射平面光以入射角θi 从z<0的
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一侧入射至分界面上。Φr(x)与Φt(x)分别为反

射与透射过程中的界面相位突变。
首先分析s 波的反射与透射,此情形下的电

磁场分量只含有 Hx,Ey,Hz。在分界面两侧的

磁导率μ
 

≈
 

μ0 的条件下,入射、反射、透射场的切

向电磁场分量表达式分别为

Hxi x,z  =-
nicosθi

Z0
e
inik0(xsinθi+zcosθi)

Eyi x,z  =e
inik0(xsinθi+zcosθi)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (1)

Hxr x,z  =∫
+∞

-∞

n2
ik20-k2x
k0Z0

rs kx  

e
ikxx-i n2ik

2
0-k

2
xz
dkx

Eyr x,z  =∫
+∞

-∞
rs kx  e

ikxx-i n2ik
2
0-k

2
xz
dkx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

Hxt x,z  =-∫
+∞

-∞

n2
tk20-k2x
k0Z0

ts kx  

e
ikxx+i n2tk

2
0-k

2
xz
dkx

Eyt x,z  =∫
+∞

-∞
ts kx  e

ikxx+i n2tk
2
0-k

2
xz
dkx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

式(1)~式(3)分别描述了入射、反射与透射场。i为

虚数单位,这里将反射场与透射场皆表示为无数

沿不同方向传播的平面波的加权之和,kx 即为这

些平面波沿x 方向的波矢分量,rs(kx)与ts(kx)
则分别和反射场与透射场中这些平面波的权重相

关,ni 和nt 分别为z<0与z>0一侧区域内的材

料折射率且皆为实数,Z0= μ0/ε0 ≈376.73Ω为

真空波阻抗,k0=2π/λ0 为真空波数。
在构建分界面两侧的电磁场后,将引文[1]中

分界面上的相位突变翻译为如下关系

Eyi x,0  e
iΦr(x)=Eyr x,0  

Eyi x,0  e
iΦt(x)=Eyt x,0   (4)

则

rs kx  =
1
2π∫

+∞

-∞
e
i(nik0xsinθi+Φr(x)-kxx)dx

ts kx  =
1
2π∫

+∞

-∞
e
i(nik0xsinθi+Φt(x)-kxx)dx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)

1.1.1 s波入射下广义斯涅尔定律的推导

当Φr(x)或Φt(x)满足下式中的第一式或第

二式时

Φr x  =Φr(0)+x
dΦr x  
dx

Φt x  =Φt(0)+x
dΦt x  
dx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(6)

将式(6)代入式(5)可得,rs(kx)或ts(kx)为下式

中的第一式或第二式

rs kx  =e
iΦr(0)δkx -

dΦr x  
dx -nik0sinθi  

ts kx  =e
iΦt(0)δkx -

dΦt x  
dx -nik0sinθi  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(7)
其中,δ(kx)为单位冲击函数,在kx

 ≠0时δ(kx)=0

且∫
+∞

-∞
δkx  dkx =1。 此时反射场或透射场只存

在x 方向波矢分量分别为
dΦr x  
dx +nik0sinθi 或

dΦt x  
dx +nik0sinθi 的成分,它们与反射角θr 或折

射角θt 的关系分别为

dΦr x  
dx +nik0sinθi=nik0sinθr

dΦt x  
dx +nik0sinθi=ntk0sinθt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

,

即

sinθr -sinθi=
λ0
2πni

dΦr x  
dx

ntsinθt-nisinθi=
λ0
2π
dΦt x  
dx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(8)

式(8)即为引文[1]中的广义斯涅尔定律,它描述了

当分界面上存在相位突变时,透反射场的出射角

度与入射角度的关系。
当Φr(x)与Φt(x)分别为常数Φr(0)与Φt(0)

时,代入式(5)可得

rs kx  =e
iΦr(0)δkx -nik0sinθi  

ts kx  =e
iΦt(0)δkx -nik0sinθi   (9)

此时反射场或透射场都只存在x 方向波矢分量为

nik0sinθi 的成分,它们与反射角θr 或折射角θt 的

关系分别为
nik0sinθi=nik0sinθr

nik0sinθi=ntk0sinθt ,即

sinθr =sinθi

ntsinθt=nisinθi (10)

式(10)即为现行高校物理类光学教材中的斯涅尔

折反射定律(狭义),描述了均匀分界面两侧反/折

射角与入射角的关系。

1.1.2 s波入射下非周期性分界面上广义菲涅尔

反/透射系数

  下面针对广义菲涅尔反/折射系数进行进一

步的讨论。考虑分界面两侧的切向电场强度连
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续,应有Eyi(x,0)+Eyr(x,0)=Eyt(x,0),代入

式(4)可得

1+e
iΦr(x)=e

iΦt(x) (11)
将式(5)代入式(11)可得

ts kx  -rs kx  =δkx -nik0sinθi  (12)
假设Φr(x)或Φt(x)满足下式中第一式或第二式

的线性相位

Φr x  =xark0+br +icr

Φt x  =xatk0+bt+ict (13)

其中,ar,at,br,bt,cr 和ct 皆为实数。
当式(13)仅第一式成立时,代入式(7)第一

式有

rs kx  =e
ibr-crδkx -nik0sinθi-ark0  

(14)
将式(14)代入式(12)可得

ts kx  =δkx -nik0sinθi  +

e
ibr-crδkx -nik0sinθi-ark0    (15)

当Φr(x)为常数e
ibr-cr 时,式(14)与式(15)变

换为

rs kx  =e
ibr-crδkx -nik0sinθi  

ts kx  = 1+e
ibr-cr  δkx -nik0sinθi   

(16)
此时

Eyr x,0  
Eyi x,0  =e

ibr-cr

Eyt x,0  
Eyi x,0  =1+e

ibr-cr

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(17)

此时同时考虑分界面两侧的切向磁场连续,应有

Hxi(x,0)+Hxr(x,0)=Hxt(x,0),结合式(1)~
式(3)与式(10)可得

δ(0)-rs nik0sinθi  
ts nik0sinθi  =

ntcosθt

nicosθi
(18)

将式(16)代入式(18)可得

e
ibr-cc =

nicosθi-ntcosθt

nicosθi+ntcosθt
(19)

此时式(17)等价于

Eyr x,0  
Eyi x,0  =

nicosθi-ntcosθt

nicosθi+ntcosθt

Eyt x,0  
Eyi x,0  =

2nicosθi

nicosθi+ntcosθt

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(20)

式(20)为现行高校物理类光学教材中s波入射下

的菲涅尔反/透射系数(狭义)。

类似的,可以讨论当式(13)仅第二式成立时,
代入式(7)第二式有

ts kx  =e
ibt-ctδkx -atk0+nik0sinθi   

(21)
将式(21)代入式(12)可得

rs kx  =-δkx -nik0sinθi  +

e
ibt-ctδkx -nik0sinθi-atk0    (22)

当Φt(x)为常数e
ibt-ct 时,式(21)与式(22)变

换为

rs kx  = e
ibt-ct -1  δkx -nik0sinθi  

ts kx  =e
ibt-ctδkx -nik0sinθi   

(23)
此时

Eyr x,0  
Eyi x,0  =e

ibt-ct -1

Eyt x,0  
Eyi x,0  =e

ibt-ct

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(24)

此时同时考虑分界面两侧的切向磁场连续,将
式(23)代入式(18)可得

e
ibt-ct =

2nicosθi

nicosθi+ntcosθt
(25)

此时式(24)同样等价于式(20),为现行高校物理

类光学教材中s波入射下的菲涅尔反/透射系数

(狭义)。

1.1.3 s波入射下非周期性分界面上反射率与透

射率

  反射效率ηr 与透射效率ηt 分别为

ηr =
Re∫

+∞

-∞
Eyr x,z  H *

xr x,z  dx  
-Re∫

+∞

-∞
Eyi x,z  H *

xi x,z  dx  
ηt=

Re∫
+∞

-∞
Eyt x,z  H *

xt x,z  dx  
Re∫

+∞

-∞
Eyi x,z  H *

xi x,z  dx  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

将式(1)~式(3)代入得

ηr =
Re∫

+nik0

-nik0
n2

ik20-k2x rs kx  2dkx  
nik0δ(0)cosθi

ηt=
Re∫

+ntk0

-ntk0
n2

tk20-k2x ts kx  2dkx  
nik0δ(0)cosθi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(26)
当式(13)仅第一式成立时,将式(14)与式(15)代
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入式(26)得

ηr =
e

-2crRe n2
i -nisinθi+ar  2  
nicosθi

ηt=
e

-2crRe n2
t -nisinθi+ar  2  
nicosθi

+

Re n2
t -nisinθi  2  
nicosθi

1+2e
-crδark0  

δ(0)cosbr
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(27)

当Φr(x)为常数e
ibr-cr 时,式(27)变换为

ηr=e
-2cr

ηt=
Re n2t -nisinθi  2  

nicosθi
1+e

-2cr+2e
-crcosbr  

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,

结合式(10)与式(19)可得

ηr =
nicosθi-ntcosθt

nicosθi+ntcosθt  
2

ηt=
ntcosθt

nicosθi

2nicosθi

nicosθi+ntcosθt  
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(28)

式(28)中第一式与第二式分别为现行高校物理类

光学教材中s 波入射下的菲涅尔反/透射率(狭
义)。

当ar≠0时,在ηr
 +ηt

 ≤1的条件下,若ηr
 =

1,则应有ni
 >|nisinθi+ar|>nt,nt<|nisinθi|,

e
-2cr n2

i- nisinθi+ar  2

nicosθi
=1。

类似地,可以讨论当式(13)仅第二式成立时,
将式(21)与式(22)代入式(26)得反射与透射效率

分别为

ηr =1-2e
-ctδatk0  

δ(0)cosbt+

e
-2ctRe n2

i -nisinθi+at  2  
nicosθi

ηt=
e

-2ctRe n2
t -nisinθi+at  2  
nicosθi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

(29)

当 Φt (x)为 常 数 e
ibt-ct 时,式 (29)变 换 为

ηr=1+e
-2ct-2e

-ctcosbt

ηt=
e
-2ctRe n2

t- nisinθi  2  
nicosθi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,结合式(10)与

式(25)同样可得式(28),为现行高校物理类光学

教材中s波入射下的反/透射率(狭义)。
当at≠0时,在ηr

 +ηt
 ≤1的条件下,仅存在

ηr
 =1。此时ct

 =+∞或|nisinθi+at|≥ni,nt。
即,即使存在完美的透射梯度相位也无法实现异

常折射,相反会形成全反射。

1.1.4 s波入射下周期性分界面上广义菲涅尔

反/透射系数

  上述讨论皆在式(13)中某一式成立,即反射

或透射的相位突变为完美线性函数的条件下进

行。若仅仅假设Φr(x)与Φt(x)皆为周期为L 的

函数,即
Φr x+L  =Φr x  
Φt x+L  =Φt x   ,则反射场与透射场

可以记为

Hxr x,z  = ∑
+∞

N= -∞

n2
i -nisinθi+N

λ0
L  

2

Z0

  rs N  e
ix nik0sinθi+N2πL  e

-iz n2ik
2
0- nik0sinθi+N2πL  2

Eyr x,z  = ∑
+∞

N= -∞
rs N  e

ix nik0sinθi+N2πL  

  e
-iz n2ik

2
0- nik0sinθi+N2πL  2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(30)

Hxt x,z  =- ∑
+∞

N= -∞

n2
t -nisinθi+N

λ0
L  

2

Z0

  ts N  e
ix nik0sinθi+N2πL  e

iz n2tk
2
0- nik0sinθi+N2πL  2

Eyt x,z  = ∑
+∞

N= -∞
ts N  e

ix nik0sinθi+N2πL  

  e
iz n2tk

2
0- nik0sinθi+N2πL  2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(31)
这里同样是将反射场与透射场表示为无数沿不同

方向传播的平面波的加权之和,由于这里相位突

变为周期函数,这些平面波沿x 方向的波矢分量

为分立值nik0sinθi+N
2π
L
,其中 N 为整数,表示

这些平面波所对应的衍射级次。rs(N)与ts(N)
则分别和反射场与透射场中这些平面波的权重

相关。
结合式(1)、式(4)、式(30)、式(31)可得

rs N  =
1
L∫

+L/2

-L/2
e
i Φr(x)-N2πLx  dx

ts N  =
1
L∫

+L/2

-L/2
e
i Φt(x)-N2πLx  dx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(32)

63



物理与工程 Vol.34 No.6 2024

结合式(11)与式(32)可得

ts N  -rs N  =
1 N =0  
0 N ≠0   (33)

1.1.5 s波入射下周期性分界面上反射率与透

射率

  反射效率ηr 与透射效率ηt 分别为

ηr=
Re∫

+L/2

-L/2
Eyr x,z  H *

xr x,z  dx  
-Re∫

+L/2

-L/2
Eyi x,z  H *

xi x,z  dx  
ηt=

Re∫
+L/2

-L/2
Eyt x,z  H*

xt x,z  dx  
Re∫

+L/2

-L/2
Eyi x,z  H*

xi x,z  dx  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

将式(1)、式(30)、式(31)代入得

ηr = ∑
+∞

N= -∞
ηsr N  

= ∑
+∞

N= -∞

Re n2i -nisinθi+N
λ0
L  

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 rs N  2

nicosθi

ηt= ∑
+∞

N= -∞
ηst N  

= ∑
+∞

N= -∞

Re n2t -nisinθi+N
λ0
L  

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ts N  2

nicosθi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(34)
其中,ηsr(N)与ηst(N)即分别为第N 级反射与透

射衍射级次的效率。同样在ηr
 +

 

ηt
 ≤1的条件

下,若有且仅有一个非零值 N=Nr 满足ni>

nisinθi+Nr
λ0
L

 

且 使 得 ηsr Nr  =1,结 合

式(33)可知,应有nt< nisinθi+Nr
λ0
L
。同时

注意到此时rs(0)=0,ts(0)=1,因此还需满足

nt<nisinθi。
若有且仅有一个非零值 N=Nt 满足nt>

nisinθi+Nt
λ0
L

且使得ηst Nt  =1,结合式(33)

可知,应有ni< nisinθi+Nt
λ0
L
。注意到此时

ts(0)=0,rs(0)=-1,ηr
 =1,与ηr+ηt≤1的条

件矛盾,即无法实现完美的异常折射。

1.2 p 波入射

类似的,对于p 波的反射与透射,如图2所

示,此情形下的电磁场分量只含有Ex,Hy,Ez。

图2 p 波入射至非均匀分界面上的透射与反射

在分界面两侧的磁导率μ≈μ0 的条件下,我们可

以写出入射、反射、透射场的切向电磁场分量表达

式分别为

Exi x,z  =
Z0cosθi

ni
e
inik0(xsinθi+zcosθi)

Hyi x,z  =e
inik0(xsinθi+zcosθi)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (35)

Exr x,z  =∫
+∞

-∞

Z0 n2
ik20-k2x

n2
ik0

rp kx  

e
ikxx-i n2ik

2
0-k

2
xz
dkx

Hyr x,z  =-∫
+∞

-∞
rp kx  e

ikxx-i n2ik
2
0-k

2
xz
dkx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(36)

Ext x,z  =∫
+∞

-∞

Z0 n2
tk20-k2x

n2
tk0

tp kx  

e
ikxx+i n2tk

2
0-k

2
xz
dkx

Hyt x,z  =∫
+∞

-∞
tp kx  e

ikxx+i n2tk
2
0-k

2
xz
dkx

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(37)

式(35)~式(37)分别描述了入射、反射与透射场。
rp(kx)与tp(kx)分别和反射场与透射场中沿不同

方向传播的平面波的权重相关。此时我们将引

文[1]中分界面上的相位突变翻译为如下关系

Exi x,0  e
iΦr(x)=Exr x,0  

Exi x,0  e
iΦt(x)=Ext x,0   (38)

则

rp kx  =
nik0cosθi∫

+∞

-∞
e
i(nik0xsinθi+Φr(x)-kxx)dx

2π n2
ik20-k2x

tp kx  =
n2

tk0cosθi∫
+∞

-∞
e
i(nik0xsinθi+Φt(x)-kxx)dx

2πni n2
tk20-k2x

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(39)

1.2.1 p 波入射下广义斯涅尔定律的推导

当Φr(x)或Φt(x)满足式(6)中的第一式或第

二式时,将式(6)代入式(39)可得反射系数rp(kx)
或透射系数tp(kx)为下式中的第一式或第二式
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rp kx  =
nik0e

iΦr(0)cosθi

n2
ik20-k2x

δkx -
dΦr x  
dx +nik0sinθi  

tp kx  =
n2

tk0e
iΦt(0)cosθi

ni n2
tk20-k2x

δkx -
dΦt x  
dx +nik0sinθi  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(40)
由式(40)同样可推导出式(8),广义斯涅尔定律。
当Φr(x)与Φt(x)分别为常数Φr(0)与Φt(0)时,
则同样可推导出式(10),现行高校物理类光学教

材中的斯涅尔折反射定律(狭义)。
1.2.2 p 波入射下非周期性分界面上广义菲涅

尔反/透射系数

  下面针对广义菲涅尔反/折射系数进行进一

步的讨论。考虑分界面两侧的切向电场强度连

续,同样可得到式(11),将式(39)代入式(11)可得

n2
tk20-k2x
n2

tk0
tp kx  -

n2
ik20-k2x
n2

ik0
rp kx  

=
cosθi

ni
δkx -nik0sinθi  (41)

  当式(13)仅第一式成立时,代入式(39)第一

式有

rp kx  =
e
ibr-crnik0cosθi

n2
ik20-k2x

δkx -ark0-nik0sinθi  (42)
将式(42)代入式(41)可得

tp kx  =
e
ibr-crn2

tcosθiδkx -nik0sinθi-ark0  

ni n2
t -nisinθi+ar  2

+

n2
tcosθi

ni n2
t -n2

isin2θi

δkx -nik0sinθi  

(43)

当Φr(x)为常数e
ibr-cr 时,式(42)与式(43)变

换为

rp kx  =
e
ibr-crnik0cosθi

n2
ik20-k2x

δkx -nik0sinθi  

tp kx  =
1+e

ibr-cr  n2
tcosθi

ni n2
t -n2

isin2θi

δkx -nik0sinθi  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(44)

此时

-Hyr x,0  
Hyi x,0  =e

ibr-cr

niHxt x,0  
ntHxi x,0  =

1+e
ibr-cr  ntcosθi

n2
t -n2

isin2θi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(45)

此时同时考虑分界面两侧的切向磁场连续,应有

Hyi(x,0)+Hyr (x,0)=Hyt (x,0),结 合

式(35)~式(37)可得

δ(0)-rp nik0sinθi  =tp nik0sinθi   
(46)

结合式(10)、式(44)与式(46)可得

e
ibr-cc =

nicosθt-ntcosθi

nicosθt+ntcosθi
(47)

此时式(45)等价于

-Hyr x,0  
Hyi x,0  =

nicosθt-ntcosθi

nicosθt+ntcosθi

niHxt x,0  
ntHxi x,0  =

2nicosθi

nicosθt+ntcosθi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(48)

式(48)中第一式与第二式分别为现行高校物理类光

学教材中p波入射下的菲涅尔反/透射系数(狭义)。
类似的可以讨论当式(13)仅第二式成立时,

代入式(39)第二式有

tp kx  =
e
ibt-ccn2

tk0cosθi

ni n2
tk20-k2x

δkx -atk0+nik0sinθi  (49)
将式(49)代入式(41)可得

rp kx  =-δkx -nik0sinθi  +

e
ibt-ctnicosθiδkx -nik0sinθi-atk0  

n2
i -nisinθi+at  2

(50)

当Φt(x)为常数e
ibt-ct 时,式(49)与式(50)变

换为

rp kx  = e
ibt-cc -1  δkx -nik0sinθi  

tp kx  =
e
ibt-ccn2

tk0cosθi

ni n2
tk20-k2x

δkx -nik0sinθi  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(51)
此时

-Hyr x,0  
Hyi x,0  =e

ibt-ct -1

niHxt x,0  
ntHxi x,0  =

e
ibt-ccntcosθi

n2
t -n2

isin2θi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(52)

结合式(10)、式(46)与式(51)可得
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e
ibt-ct =

2nicosθt

nicosθt+ntcosθi
(53)

此时式(52)同样等价于式(48),得到现行高校物

理类光学教材中p 波入射下的菲涅尔反/透射系

数(狭义)。

1.2.3 p 波入射下非周期性分界面上反射率与

透射率

  反射效率ηr 与透射效率ηt 分别为

ηr =
-Re∫

+∞

-∞
Exr x,z  H *

yr x,z  dx  
Re∫

+∞

-∞
Exi x,z  H *

yi x,z  dx  
ηt=

Re∫
+∞

-∞
Ext x,z  H *

yt x,z  dx  
Re∫

+∞

-∞
Exi x,z  H *

yi x,z  dx  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

将式(35)~式(37)代入得

ηr =
Re∫

+nik0

-nik0
n2

ik20-k2x rp kx  2dkx  
nik0δ(0)cosθi

ηt=
Re∫

+ntk0

-ntk0
ni n2

tk20-k2x tp kx  2dkx  
n2

tk0δ(0)cosθi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(54)
当式(13)仅第一式成立时,将式(42)与式(43)代
入式(54)得

ηr =Re
e

-2crcosθi

1-sinθi+ar/ni  2
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

ηt=Re
e

-2crn2
tcosθi

ni n2
t -nisinθi+ar  2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +

Re
n2

tcosθi

ni n2
t -n2

isin2θi

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

1+2e
-crδark0  

δ(0)cosbr
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(55)

当Φr(x)为常数e
ibr-cr 时,式(55)变换为

ηr =e
-2cr

ηt=
n2

t 1+e
-2cr +2e

-crδark0  
δ(0)cosbr

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 cosθi

ni n2
t -n2

isin2θi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

结合式(10)与式(47)可得

ηr =
nicosθt-ntcosθi

nicosθt+ntcosθi  
2

ηt=
ntcosθt

nicosθi

2nicosθi

nicosθt+ntcosθi  
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(56)

式(56)中第一式与第二式分别为现行高校物理类

光学教材中p 波入射下的菲涅尔反/透射率(狭
义)。

当ar≠0时,在ηr+ηt≤1的条件下,若ηr=
1,则应有ni>|nisinθi+ar|>nt,nt<|nisinθi|,

e
-2crcosθi= 1- sinθi+ar/ni  2。

类似地,可以讨论当式(13)仅第二式成立时,
将式(49)与式(50)代入式(54)可得反射与透射效

率分别为

ηr =1-2e
-ctcosbt+Re

e
-2ctcosθi

1-sinθi+at/ni  2
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

ηt=Re
e

-2ctn2
tcosθi

ni n2
t -nisinθi+ar  2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(57)

当 Φt (x)为 常 数 e
ibt-ct 时,式 (57)变 换 为

ηr=1+e
-2ct-2e

-ctcosbt

ηt=Re
e
-2ctn2

tcosθi

ni n2
t- nisinθi  2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,结 合 式 (10)与

式(53)同样可得式(56),得到现行高校物理类光

学教材中p 波入射下的菲涅尔反/透射率(狭义)。
当at≠0时,在ηr

 +ηt
 ≤1的条件下,仅存在

ηr
 =1。ct=+∞或|nisinθi+at|≥ni,nt。即,即

使存在完美的透射梯度相位也无法实现异常折

射,相反会形成全反射。

1.2.4 p 波入射下周期性分界面上广义菲涅尔

反/折射系数

  上述讨论皆在式(13)中某一式成立,即反射

或透射的相位突变为完美线性函数的条件下进

行。若仅仅假设Φr(x)与Φt(x)皆为周期L 的函

数,即
Φr x+L  =Φr x  
Φt x+L  =Φt x   。则反射场与透射场

可以记为

Exr x,z  = ∑
+∞

N= -∞

Z0 n2
i -nisinθi+N

λ0
L  

2

n2
i

  rp N  e
ix nik0sinθi+N2πL  e

-iz n2ik
2
0- nik0sinθi+N2πL  2

Hyr x,z  =- ∑
+∞

N= -∞
rp N  e

ix nik0sinθi+N2πL  

  e
-iz n2ik

2
0- nik0sinθi+N2πL  2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(58)
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Ext x,z  = ∑
+∞

N= -∞

Z0 n2
t -nisinθi+N

λ0
L  

2

n2
t

  tp N  e
ix nik0sinθi+N2πL  e

iz n2tk
2
0- nik0sinθi+N2πL  2

Hyt x,z  = ∑
+∞

N= -∞
tp N  e

ix nik0sinθi+N2πL  

  e
iz n2tk

2
0- nik0sinθi+N2πL  2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(59)

其中,rp(N)与tp(N)分别和反射场与透射场中

沿不同方向传播的平面波的权重相关。

结合式(35)、式(38)、式(58)、式(59)可得

rp N  =
nicosθi∫

+L/2

-L/2
e
i Φr(x)-N2πLx  dx

L n2
i -nisinθi+N

λ0
L  

2

tp N  =
n2

tcosθi∫
+L/2

-L/2
e
i Φt(x)-N2πLx  dx

Lni n2
t -nisinθi+N

λ0
L  

2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(60)

结合式(11)与式(60)可得

ni n2
t -nisinθi+N

λ0
L  

2

n2
tcosθi

tp N  -

n2
i -nisinθi+N

λ0
L  

2

nicosθi
rp N  

=
1 N =0  

0 N ≠0   (61)

1.2.5 p 波入射下周期性分界面上反射率与透

射率

  反射效率ηr 与透射效率ηt 分别为

ηr =
-Re∫

+L/2

-L/2
Exr x,z  H *

yr x,z  dx  
Re∫

+L/2

-L/2
Exi x,z  H *

yi x,z  dx  

ηt=
Re∫

+L/2

-L/2
Ext x,z  H *

yt x,z  dx  
Re∫

+L/2

-L/2
Exi x,z  H *

yi x,z  dx  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

将式(35)、式(58)、式(59)代入得

ηr = ∑
+∞

N= -∞
ηpr N  

= ∑
+∞

N= -∞

Re n2
i-nisinθi+N

λ0
L  

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 rp N  2

nicosθi

ηt= ∑
+∞

N= -∞
ηpt N  

= ∑
+∞

N= -∞

niRe n2t -nisinθi+N
λ0
L  

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ts N  2

n2
tcosθi

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(62)
其中,ηpr(N)与ηpt(N)即分别为第 N 级反射与

透射衍射级次的效率。同样在ηr+ηt≤1的条件

下,若有且仅有一个非零值 N=Nr 满足ni>

nisinθi+Nr
λ0
L

且 使 得 ηpr Nr  =1,结 合

式(61)可知应有nt< nisinθi+Nr
λ0
L
。同时注

意到此时rp(0)=0,tp(0)≠1,因此还需满足

nt<nisinθi。
若有且仅有一个非零值 N=Nt 满足nt>

nisinθi+Nt
λ0
L

且 使 得 ηpt Nt  =1,结 合

式(61)可知,应有ni< nisinθi+Nt
λ0
L
。同时

注意到此时tp(0)=0,rp(0)=-1,ηr=1,与ηr+

ηt≤1矛盾,即无法实现完美的异常折射。
1.3 仿真结果验证推导公式

我们现在基于有限时域差分Finite
 

Difference
 

Time
 

Domain对一周期性结构进行仿真。该周期性

结构的周期L 为3120nm,x∈[-1560nm,1560nm]
这一周期中,中心位置为±(40M -20)nm 处

设置有宽度为 M
 

nm 的金属结构,其中 M 属于

[1,
 

39]且为整数。这些金属结构沿y 方向无限

延伸,沿z方向的厚度为20nm,这些金属结构材

料为金,且放置于半无限的氧化硅衬底上,材料参

数皆来源于固体光学常数手册[11]。p 波平面光从

另一侧空气正入射至该结构,我们从仿真结果中

提取e
iΦr(x)与e

iΦt(x)。然后,首先基于式(60)得出

反射与透射系数rp(N)与tp(N),再根据式(62)
计算出反射率ηr 与透射率ηt,以及数个级次的效

率ηpr(0),ηpr(-1),ηpr(-2),ηpt(0),ηpt(-1),

ηpt(-2),并将它们与仿真数据进行对比,结果如

图3所示,计算结果与仿真结果吻合很好,说明我

04



物理与工程 Vol.34 No.6 2024

图3 p 波正入射下仿真值与计算值对比结果

(a)
 

p波正入射至周期性金属结构上的示意图;
 

(b)
 

反射率ηr;
 

(c)
 

0级反射级次效率ηpr(0);
 

(d)
 

-1级反射级次效率ηpr(-1);
 

(e)
 

-2级反射

级次效率ηpr(-2);
 

(f)
 

透射率ηt;
 

(g)
 

0级透射级次效率ηpt(0);
 

(h)
 

-1级透射级次效率ηpt(-1);
 

(i)
 

-2级透射级次效率ηpt(-2)

注:图中浅色线为计算值,深色线为仿真值

们的推导公式在已知Φr(x)与Φt(x)的条件下可

以有效计算相关结果。

2 结语

光学基础前沿与变革性技术不断涌现,迫切

需要高校物理类光学教材适应新形势的要求不断

发展。本文以光学教学重要内容斯涅耳折反射定

律和菲涅耳公式为例,结合麦克斯韦方程和边界

条件,推导出广义斯涅尔定律和菲涅耳公式,不仅

适用于传统光学教学中均匀界面的情形,也适用

于现代光学需要处理光在非均匀界面的折反射问

题。本文的创新思路,不仅可以改进斯涅尔定律

和菲涅耳公式教学方法,也可以为其他教学内容

的创新提供一定的借鉴。
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