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量子世纪年
量子力学中的角动量守恒

范乐乐 王 锋 曾天海

(北京理工大学物理学院,北京 100081)

摘 要 最近发表的两篇文章(Int.J.Theor.Phys.,
 

2020,
 

59:229;《物理与工程》,2024,第四期:
5)先后给出了物理量严格守恒和统计守恒的提法和更确切的表述,与量子力学中守恒量

的表述有所不同。本文讨论的系统的哈密顿量算符不含时间,因而与总角动量自身、分
量及平方算符都是对易的,这些量就都是守恒量。在孤立复合系统中,总角动量分量中

有一个满足严格守恒,而子系统的只能统计守恒,这两种守恒都可以用本征值和本征函

数来表达。角动量自身一般没有本征值和本征函数,不能用这些概念表达其严格守恒;虽
然有角动量平方的本征值和本征函数,但也不能表达严格守恒;只能表达它们统计守恒。

关键词 严格守恒;统计守恒;纠缠态;直积态;角动量自身
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Abstract The
 

recent
 

two
 

papers
 

have
 

successively
 

proposed
 

the
 

concepts
 

and
 

more
 

precise
 

ex-
pressions

 

of
 

strict
 

conservation
 

or
 

statistical
 

conservation
 

of
 

physical
 

quantities,
 

which
 

are
 

dif-
ferent

 

from
 

the
 

expression
 

of
 

a
 

conserved
 

quantity
 

in
 

quantum
 

mechanics.
 

The
 

Hamiltonian
 

operator
 

of
 

the
 

system
 

discussed
 

in
 

this
 

paper
 

are
 

independent
 

of
 

time,
 

so
 

it
 

is
 

commutative
 

with
 

the
 

operators
 

of
 

an
 

angular
 

momentum
 

itself,
 

its
 

component
 

and
 

its
 

square,
 

so
 

that
 

all
 

these
 

quantities
 

are
 

conserved
 

quantities.
 

In
 

an
 

isolated
 

composite
 

system,
 

one
 

of
 

the
 

angular
 

momentum
 

components
 

of
 

the
 

total
 

system
 

are
 

strictly
 

conserved,
 

while
 

the
 

angular
 

momentum
 

components
 

of
 

the
 

subsystems
 

can
 

only
 

be
 

conserved
 

statistically,
 

both
 

of
 

which
 

can
 

be
 

expressed
 

in
 

terms
 

of
 

eigenvalues
 

and
 

eigenfunctions.
 

Generally,
 

angular
 

momentum
 

itself
 

does
 

not
 

have
 

eigenval-
ues

 

and
 

eigenfunctions,
 

so
 

it
 

cannot
 

be
 

expressed
 

as
 

strict
 

conservation
 

in
 

terms
 

of
 

these
 

concepts.
 

Although
 

there
 

are
 

eigenvalues
 

and
 

eigenfunctions
 

for
 

the
 

square
 

of
 

angular
 

momentum,
 

they
 

cannot
 

express
 

strict
 

conservation
 

either.
 

And
 

they
 

can
 

only
 

be
 

expressed
 

as
 

statistical
 

conservation.
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1 研究背景

Bohr等人于1924年提出的观点,微观过程

中能量和动量守恒是统计的守恒[1,
 

2],被Bothe和

他的合作者们断断续续所做的大量的Compton
散射实验所否定[3,

 

4],后者验证了能量和动量守恒

的严格有效[5]。我们称“守恒的严格有效”为严格
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守恒,而前面的为统计守恒。
查阅众多量子力学书籍,还没有物理量严格守

恒的提法。在文献中查到一篇文章,关于“strict
 

conservation
 

of
 

momentum,
 

orbital
 

angular
 

mo-
mentum,

 

and
 

energy
 

……”[6],但与我们所表述的

含义[7,8]不同。最近,在本文通信作者与合作者的

文章[7]中,用了物理量strict
 

conservation(严格守

恒)和
 

statistical
 

conservation
 

(统计守恒)的提

法,加上纠缠态和本征值等概念,提供了孤立复合

系统的总动量严格守恒和子系统的动量统计守恒

的表述方式。我们最近发表的文章,给出了量子

系统物理量严格守恒和统计守恒的更确切的表

述,尝试了用量子力学概念表述Compton散射的

能量和动量守恒[8]。
我们对物理量严格守恒和统计守恒的更确切

的表述为[8],“对大量相同的哈密顿量 H 不含时

间的互相独立的复合系统(系综),分别不同时(同
一初态演化到不同时间)测量同一个物理量(子系

统的或由子系统的合成的复合系统的物理量),如
果得到的结果都相同,称这个物理量严格守恒。
特别对于复合系统,子系统的测量值会有所不同,
但所有子系统的测量值的合成(代数和,或矢量

和,或乘积,例如宇称)为复合系统的同一个本征

值。如果得到不同的结果,但是每一个结果以一

定概率出现,概率分布和算出的统计平均值不随

时间变化,则称这个物理量统计守恒”。满足严格

守恒的物理量、统计守恒的物理量与守恒量的关

系,可以用图1表示。

图1 严格守恒、统计守恒的物理量与守恒量的关系

严格守恒的物理量一定是守恒量,也一定满足

统计守恒。反之不然。守恒量都满足统计守恒;还
有些非守恒量也满足统计守恒,例如,孤立的复合

系统中有相互作用的子系统的动量都不是守恒量

(文中第3部分说明),但它们各自满足统计守恒。

Dirac的著作中[9]提到,孤立系统的 H 在任

意旋转下都是不变的,即 H 算符和系统的角动量

算符对易,由此得到角动量守恒。孤立复合系统

的总角动量涉及两个或多个角动量的耦合,有自

旋 自旋耦合、自旋 轨道耦合、子系统总角动量

子系统总角动量耦合[10-19]。其中自旋 轨道耦合

是一个粒子的两种角动量的耦合。Walter的书

上[10]推导了由 N 个粒子组成的系统的轨道角动

量对时间的微商,等于作用于系统的外力矩;对于

孤立系统,外力矩为0,总角动量守恒。这些是对角

动量为守恒量的描述,是三个角动量分量各自平均

值的矢量和<Ψ|(lx+ly+lz)|Ψ>,并且各分量的

取值概率确定。
在许多量子力学书上都得到了两个角动量耦

合的磁量子数关系式:m=m1+m2,乘以􀮙得:
m􀮙=m1􀮙+m2􀮙 (1)

即为系统总角动量分量本征值m 􀮙 与子系统角动

量分量的本征值m1􀮙和 m2􀮙的关系。与动量严格

守恒[7]类似,若系统处于总角动量分量的本征态,
式(1)就表示系统总角动量分量满足严格守恒,即
子系统的各个角动量分量的本征值可以取不同

值,但加起来得到的系统总角动量分量保持不变。
文献[9-19]中,只有在 Walter

 [10]和刘觉平[18]的著作

中,把式(1)解释为总角动量分量守恒,其余的作

者们没有将其与守恒联系起来。
有些文献讨论的角动量守恒实际是角动量分

量的守恒。例如,Alois
 

Mair等[20]通过LG光实

验得到了两个光子的轨道角动量守恒。Walborn
等[21]在理论上运用了在自发参数下转换过程中

两个光子的轨道角动量守恒关系式。Zhu等[22]提

出了声子携带轨道角动量的假设,从理论上推导

了可控的轨道角动量在声子 光子之间交换的表

达式,并从实验上验证了该交换。上述文献中讨

论的都是近轴近似下的角动量,此时两个光子(或
光子和声子)的轨道角动量可以认为是一个方向,
他们所讨论的其实还是轨道角动量分量。

本文第2部分讨论两粒子系统总角动量分量

Jz 的严格守恒。第3部分讨论子系统角动量分

量Jiz 的统计守恒。第4部分讨论角动量自身J
及其平方J2 的守恒。最后是结论。

2 两粒子系统总角动量分量的严格守恒

这里我们先简单介绍书中如何得到式(1)。
在两个粒子的角量子数j1,j2 固定的前提下,系
统总角动量平方J2 和分量Jz 的共同本征态可用
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耦合表象的基矢|j1j2jm>表示(其中-j≤m≤j,

j=j1+j2,j1+j2-1,…,|j1-j2|)
[11],本文用

|j1m1>|j2m2>≡|j1m1j2m2>表示无耦合表象的

基矢。若系统处于一个本征态|j1j2jm>,可以用

|j1m1>|j2m2>展开:

j1j2jm>=∑
m1m2

<j1m1j2m2 j1j2jm>j1m1>j2m2>

(2)
利用Jz=j1z+j2z 对式(2)两边运算得:

 

∑
m1m2

m-m1-m2  ×

<j1m1j2m2 j1j2jm>j1m1>j2m2>=0 (3)
由于|j1m1>|j2m2>是(2j1+1)(2j2+1)个相互独

立的正交基矢,因此式(3)中所有系数必为0,则
m-m1-m2=0 (4)

乘以􀮙得式(1),即系统总角动量分量严格守恒或

子系统角动量分量求和的严格守恒。
下面我们采取具体简化的例子,考虑一个孤

立的无自旋的氢原子系统,得到式(1)。氢原子的

电子与原子核的运动可分为质心运动和相对运动,
相对运动等效为约化质量的单体在中心力场中的

运动。由于把氢原子看成孤立系统,所以可把质心

看作静止或作匀速直线运动。取坐标原点在此直

线上,则质心的角动量为零,就只需考虑相对运动

的角动量。求解氢原子的电子与原子核的相对运

动的波函数,再把电子与原子核的坐标代入这个波

函数,得到明显的纠缠态形式。由于径向和角部分

波函数可以分离,并且径向部分对角动量的贡献

为0,所以我们只考虑相对运动的角部分波函数。
在质心坐标系中,用球坐标将氢原子的相对

运动角部分本征函数Ylm(θ,φ),-l≤m≤l,在电

子Yl1m1
(θ1,φ1)和原子核Yl2m2

(θ2,φ2)所组成的

角动量分量直积空间中进行展开:

Ylm θ,φ  = ∑
l1m1l2m2

a
m1m2
l1l2 ×

Yl1m1
(θ1,φ1)Yl2m2

(θ2,φ2) (5)
展开系数:

a
m1m2
l1l2 =

1
(N

m1
l1 

2(N
m2
l2 

2∬∬dθ1dφ1dθ2dφ2×

Ylm θ,φ  Y*
l1m1 θ1,φ1  Y*

l2m2 θ2,φ2  sinθ1sinθ2
(6)

N
mi
li =∫∫Ylimi

(θi,φi)2dθidφi (7)

这里没有要求l1 和l2 固定,其中 θ 1,φ1)和 θ 2,

φ2)分别是电子和原子核的角坐标,N
mi
li

为归一化

系数。
电子、原子核及质心总是在一条直线上,可以

取θ=θ1,φ=φ1,此时存在关系(图2显示了三个

极角之间的关系,θ2 为op 与oz的夹角,三个方位

角φ、φ1 和φ2 之间的关系与之类似):
θ=θ1=π-θ2,

φ=φ1=φ2-π (8)

图2 质心、电子与原子核的角度关系

  设t0 时刻,电子在位置e的极角坐标为θ1,t1
时刻,电子在位置e'的极角坐标为θ'1。分别以原

子核位置p,p'为原点,t0 时刻电子相对原子核位

置p 的极角坐标θ=θ1,t1 时刻电子相对原子核位

置p'的极角坐标θ'=θ'1。
当θ1 ≠π-θ2 或 φ 1≠φ2-π 时,所 有 的

Yl1m1 θ1,φ1  Yl2m2 θ2,φ2  =0,所以,可在式(6)
中添加δ π-θ2-θ1  ×δ(φ2-π-φ1),则:

a
m1m2
l1l2 =

1
(N

m1
l1 

2(N
m2
l2 

2∬dθ1dφ1×

Pm
l cosθ  P

m1
l1 cosθ1  P

m2
l2 -cosθ1  ×

eimφe
-im1φ1e

-im2(φ1+π)sinθ1sin(π-θ1)  (9)
考虑θ=θ1,φ=φ1,再令cosθ=x,则上式变为

a
m1m2
l1l2 = -1

(N
m1
l1 

2(N
m2
l2 

2∬dxdφ
Pm

l x  P
m1
l1 x  P

m2
l2 -x  e

-im2π×

e
i(m-m1-m2)φ 1-x2 (10)

不为0的a
m1m2
l1l2

,须满足

m-m1-m2=0 (11)
选择核与电子连线的方向时,各个角动量分量都
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为0。除此之外,式(11)只对总角动量分量为本征

态(本征值为m 􀮙)的这个方向上的角动量分量成

立。子系统之间的关系可以用纠缠态表示,纠缠

态中的每一项都是子系统的直积态,它们的角动

量分量之和都等于m 􀮙。所以,式(11)乘以􀮙即为

式(1),就表达了系统总角动量分量和全部子系统

角动量分量之间的严格守恒关系。第4节会说

明,量子力学中的角动量自身一般没有本征值或

确定值,其方向也不确定,这与经典力学中的角动

量不同。若按经典力学考虑氢原子,其中的原子

核p 与电子e 和质心共线;p 与e 的吸引力过质

心,相对质心的力矩为零,p 与e的总角动量保持

不变。但在量子力学中,由角动量在一个方向上

的分量的严格守恒式(1),可以说p 与e的角动量

分量之间有交换,但每时每刻二者之和都是一个

确定值,即复合系统的总角动量分量的本征值。

3 子系统角动量分量的统计守恒

若复合系统中存在相互作用势能,它属于整

个系统,并不单独属于哪个子系统,所以,不能定

义子系统的能量和 H 算符。按照量子力学,对于

子系统物理量,也用其算符与复合系统的 H 算符

是否对易,来判断其是否守恒量。若对易,则可以

判断它为守恒量,满足统计守恒;反之,若不对易,
则它不是守恒量。例如,两粒子孤立系统,对粒子

1(子系统)的动量,[p1,V(r1,r2)]≠0,[p1,H]≠
0,p1 就不是守恒量,p2 也不是。但p1 或p2 在这

个孤立复合系统的任意状态下的平均值和取值的

概率分布都不随时间变化,也满足统计守恒[8]。
与子系统动量有所不同,两粒子孤立系统的

相互作用力一般通过质心,一个粒子的角动量分

量是守恒量,因[jiz,V(r1,r2)]=0,i=1,2,所以,

jiz,H  =0。两粒子孤立系统在某一方向上的

总角动量分量的本征态的展开式可简化为:

m>>= ∑
m1+m2=m

am1m2 m1>m2> (12)

|m>>表示系统的总角动量分量本征态,与子系统

的本征态|m1>和|m2>做区别,本征值分别为m 􀮙、

m1􀮙、m2􀮙。式(12)右边为纠缠态,两个子系统各

自的角动量分量只能统计守恒。
假设子系统1为微观粒子,子系统2是一个

大物体。对于子系统1来说,它的角动量分量的

不同本征值或本征态是可区分的,但对于子系统2

来说,它的角动量分量的不同本征值或本征态在

其变化范围内近似不变,难以区分。例如,取子系

统的l1=l2=5,若系统的最大磁量子数取值为

m=5=l,略去展开系数,则:

5>>=0>5>+ 1>4>+ 2>3>+
3>2>+ 4>1>+ 5>0> (13)

  对于微观粒子1,角动量分量改变􀮙是可区分

的;但一个大物体的角动量分量改变5􀮙 难以区

分,或者说状态近似不变。此时我们就可以近似

地把子系统2(大物体)的角动量部分从纠缠态中

提取出来,得到

5>>≈ (0>+ 1>+ 2>+ 3>+
4>+ 5>)m2> (14)

(14)中的|m2>可以用|0>,|1>,|2>,|3>,|4>,|5>
任意一个来近似表示。对于任意一个m,就有近

似的直积态:

m>>≈ ∑
m1

am1 m1>  m2> (15)

这样,粒子1的状态与大物体2的状态近似无关,
前者处于近似的角动量分量叠加纯态:

∑
m1

am1 m1> (16)

因此,单粒子处于这种叠加态,其角动量分量只能

统计守恒。式(12)右边为纠缠态,两个粒子分别

处于混合态,与式(16)表示的单粒子处于近似叠

加纯态不同。

4 角动量自身及其平方的守恒

在经典力学中,若系统所受的合外力矩为零,
则角动量守恒。这是系统总角动量的严格守恒,
即各个子系统之间因相互作用而发生角动量交换,
各自的角动量都会发生变化,但每时每刻的总角动

量(所有子系统的角动量的矢量和)是守恒的。
在量子力学中,有角动量矢量l的分量lz 和

平方l2 的本征值和本征函数,但一般角动量l自

身没有本征值和本征函数(除角量子数l=0,l的

本征值可看作零),这在许多量子力学书中都没有

写明[9-19]。这是由于角动量的三个分量算符lx、

ly 和lz 互不对易,因而没有共同本征态,这使得

实验上无法同时测量到它们的本征值,因而无法

测量到l的本征值,这导致不能表达l的本征值

和本征函数。与普通矢量不同的是,角动量平方

的本征值的开方 l(l+1))􀮙≠l􀮙(角动量分量的
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最大本征值),这说明假设角动量有本征值,也无

法表达其大小。
本文讨论的孤立复合系统哈密顿量 H 不含

时间,总角动量算符与 H 算符对易,则总角动量

自身是守恒量。由于它没有本征值和本征函数,
就不能表达严格守恒,只能表达统计守恒。同样,
子系统的角动量自身也只满足统计守恒。

设角动量平方的本征值用
 

λ 表示,两粒子系

统的J=J1+J2,两边平方得J2=J2
1+J2

2+J1·

J2+J2·J1。J2 算符与 H 算符对易,前者也是

守恒量。当用上式对式(2)两边进行运算时,由于

交叉项J1·J2 和J2·J1 的存在,使得λ≠λ1+
λ2。这样,系统总角动量平方不能严格守恒,只能

表达为统计守恒。子系统的角动量平方J2
1 和J2

2

也只满足统计守恒。

5 结论

相互作用的两粒子孤立系统处于纠缠态。在

角动量分量表象下,若系统处于总角动量的一个

分量的本征态,则纠缠态中每一项的两粒子角动

量分量之和都等于总角动量这个分量本征值,即
严格守恒。在这种严格守恒的两粒子纠缠态中,
子系统都处于混合态,它们的角动量分量一般是

守恒量,满足统计守恒。这可以推广到多粒子的

情形。若两粒子之一为大物体,其状态近似不变,
纠缠态近似为直积态,则其中微观粒子处于近似

的叠加纯态,此时微观粒子的角动量分量统计守

恒。系统总角动量自身及其平方是守恒量,前者

没有本征值和本征函数,都只满足统计守恒。子

系统的角动量自身及其平方都只满足统计守恒。
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