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平方反比力场中的隐藏对称性

靳晓静 刘波扬

(北京工业大学物理与光电工程学院理论物理研究所,北京 100124)

摘 要 平方反比力场问题中存在一个隐藏的SO(4)对称性,该对称性在经典开普勒问题里体

现为一个守恒量———拉普拉斯 隆格 楞次矢量,在量子力学问题中体现为氢原子能级

的超出三维旋转对称性的简并度。本文通过几何图像的方式更加直观地展示了该

隐藏对称性,此外也详细推导了量子力学中和该对称性相对应的升降算符的相关

公式。
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  平方反比中心力场问题是一个非常有趣的问

题,在经典力学中,它也被称为开普勒问题———两

个物体以有心力互相作用;力的大小与距离r 的

平方成反比,比如求解天体运行轨道。这个问题

之所以有趣不仅仅是因为它涵盖了两个非常重要

的物理体系———万有引力和库伦力场体系,还因

为平方反比中心力场问题中存在一个隐藏SO(4)
对称性。这个对称性和开普勒问题中的轨道闭合

性相关,也和量子力学中氢原子能级的简并度

相关。
隐藏对称性的发现和该体系中的一个著名的

守恒量有关,即拉普拉斯 隆格 楞次(Laplace-
Runge-Lenz)矢量。在平方反比中心力场体系中,
除了我们所熟知的守恒量,如体系的总能量

E=p2

2m -
k
r k>0  (1)
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角动量L,还有一个守恒量叫作拉普拉斯 隆格

楞次矢量,表示为

A=p×L-mk̂r (2)
这个矢量在历史上曾多次被独立发现。最早可以

追溯到1799年,拉普拉斯(P.S.de
 

Laplace)在他

的著作中提出了这个矢量并且推导了它和能量以

及角动量的关系[1],后来这个矢量又出现于隆格

(C.Runge)关于矢量分析的著作中[2]。1924年,
楞次在利用这个矢量计算旧量子理论中的开普勒

问题时提及这个矢量还处于“少有人知”的状

态[3],并引用了隆格的著作,所以这个矢量后来被

称为隆格 楞次矢量。之后经戈德斯坦(H.Gold-
stein)考证[4,5],拉普拉斯更早发现这个矢量,所以

人们也称它为拉普拉斯 隆格 楞次矢量,本文中

将沿用这一说法。

1933年Hulthén和Klein发现开普勒问题的

六个守恒量[6],即角动量L 和拉普拉斯 隆格 楞

次矢量A 的所有分量,同构于SO(4)群的李代数。
之后不久,Fock在论文中展示了量子开普勒问题

中的波函数存在SO(4)简并[7]。至此开普勒问题

中的隐藏对称性比较清晰了。
在本文中,我们将利用几何的方法更加直观

地把平方反比力场问题中的隐藏对称性展示出

来。此外,我们也将详细地讨论氢原子能级简并

度问题,氢原子的能级简并度要大于三维旋转对

称性所带来的简并度,这一额外的简并度来源于

隐藏对称性,我们将推导该额外简并度对应的升

降算符以及其相关运算公式。

1 隐藏对称性

三维空间中开普勒问题的哈密顿量表示为

H =p2

2m -
k
r

(3)

对于能量E<0的情况,M.Bander和C.Itzykson
发现它的隐藏对称性可以通过一个动量空间的映

射展现出来[8]

P=
2p0p

p2
0+p2

, P4=
p2-p2

0

p2
0+p2

(4)

其中,p0= -2mE。可以证明P 以及P4 满足

如下关系

P2+P2
4=1 (5)

由此可见,通过引入一个第四维P4,三维空间的

动量就映射到一个四维的单位球面上。式(4)中
的映射其实是一个球极投影,在图1中我们以二

维空间为例来演示球极投影。假设二维平面正好

穿过三维球的赤道,对于二维平面上的任何一个

点p,可以从单位球的北极点引一条直线到p 点,
假设直线和单位球面相交于u,这样平面上任意

点都和单位球上的点存在一个一一对应关系。

u=
2p0p

p2
0+p2+

p2-p2
0

p2
0+p2n (6)

单位球外的平面上的点映射到上半球,单位球内

的平面映射到下半球,无穷远点对应北极点。

图1 任意一个矢量p 可以通过球极投影投射为单位

球面上的一个矢量u

坐标也可以用类似于动量引入第四维度重新

定义如下一个四维坐标

R=
r
r -

r·p
mkp, R4=

p0

mkr
·p (7)

可以证明这四个坐标符合条件

R2+R2
4=1 (8)

所以三维的坐标也映射为一个四维球面。
此外,可证明四维动量和坐标还存在一个正

交关系

R·P+R4P4=0 (9)
如果我们把真实的坐标和动量反解出来

r=-
k
2E 1-P4  R+R4P  

p= -2mE P
1-P4

(10)

并代入 H=p2

2m-
k
r
,可得 H=E。由此可知,在

平方反比力场中如果总能量为定值,则该物体的

运行坐标和动量符合式(5)和式(8)的关系,也即

开普勒问题的解必然在式(5)和式(8)所定义的球

面上。比如天体运行的椭圆轨道总是可以通过

式(7)映射为球面上的一条闭合曲线。对于三维
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开普勒问题,这个球面是镶嵌在四维空间中的三

维球面,所以它具有SO(4)对称性,这就是三维开

普勒问题中的隐藏对称性。此外,我们必须要强

调,这是平方反比力场—也即1/r 势———特有的

对称性,比如万有引力势和库伦势都具有这个对

称性,对于其他的势场,无法保证式(8)的成立,也
就不具有这个SO(4)对称性。

式(5)和式(8)中的映射可以推广到n 维的情

况,一个n 维空间的开普勒问题可以映射到n+1
维空间中的单位球面上。下面我们以二维开普勒

问题为例利用几何图形更为形象地演示这一映

射。在极坐标下,运动轨道可以表示为

r=
L2

mk
1

1+Bcosθ-θ0  
(11)

其中,参数B≡ 1+
2EL2

mk2
,角动量方向为ẑ 轴方

向(此文中x̂,̂y,̂z分别代表x,y,z 方向的单位矢

量),取值范围为0<|L|≪
mk2

2|E|
。这是一个椭

圆轨道,如图2(a)中所示。

图2 二维开普勒问题中坐标矢量和动量矢量的轨迹

(a)
 

在椭圆轨道上任意两点的拉普拉斯 隆格 楞次矢量;
 

(b)
 

椭圆

轨道上的动量p 的轨迹是一个圆心在
mk
LB̂y,半径为

mk
L

的一个圆

通过轨迹式(11)可以计算动量为

p=
mk
LBsinθ-θ0  ̂r+

mk
L 1+Bcosθ-θ0    ̂θ

(12)

不失一般性,我们可以考虑θ0=0的情况,如果改

写到直角坐标空间,动量表示为p=
mk
L
[-sinθ̂x+

B+cosθ  ̂y]。如图2(b)所示,动量矢量的轨迹

正好是一个中心在
mk
LB̂y,半径为

mk
L

的一个圆周。

简单的计算可以推导出轨道上任意一点的拉

普拉斯 隆格 楞次矢量为

A=p×L-mk̂r=mkB cosθ0̂x+sinθ0̂y  
(13)

所以对于一个确定的能量E 和角动量L,拉普拉

斯 隆格 楞次矢量是一个守恒量,大小为mkB,方
向由θ0 决定。在图1中我们展示了θ0=0的情

况,A=mkB̂x,在轨道上取任意两点,拉普拉斯

隆格 楞次矢量都是一个指向x̂ 的恒矢量。
二维开普勒问题中,如果体系的总能量E 是

定值,角动量L 的取值范围为0<|L|≪
mk2

2|E|
,

对于不同的角动量,轨道为一系列椭圆或者圆形,如
图3(a)所示。所有的轨道都可以通过变换式(7)映
射为三维单位球面上一系列大圆,如图3(b)所示。
在图中我们选了五个特定角动量(L=±0.3,0.6,

±1/2)的情况进行了展示,图3(a)中平面上的

五个轨道(正负角动量的轨道是重合的)映射为

图3(b)上的五个大圆。如果对角动量取值范围

内的所有轨道进行式(7)的映射操作,则这所有的

轨道映射为一个完整的单位球面。
二维开普勒问题中除了角动量外还有另外一

个自由参数———拉普拉斯 隆格 楞次矢量A 的方

向,由θ0 的值来决定,当E 和L 取确定值的时候,
拉普拉斯 隆格 楞次矢量A 的大小是确定的,只
剩方向这一个自由参数。θ0 改变时,椭圆轨道长

轴的方向会在xy 平面内转动,然而当E 和L 确

定时,无论θ0 怎么变,该轨道都映射为球面上的

同一个大圆,唯一不同的是,对于不同的θ0 值,轨
道的起始点对应大圆上不同的点。所以对于球面

上的任意一个点,我们总可以通过连续变换L 的

大小以及A 的方向把它变换到球面上的另一个

点。这体现了二维开普勒问题的SO(3)对称性。
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图3 二维开普勒问题中运动轨道到三维单位球的映射

(a)
 

二维开普勒问题中不同的角动量对应的轨道;
 

(b)
 

不同的角

动量对应的轨道都可以映射到一个三维球面上的大圆

2 SO(4)群李代数与氢原子能级简并度

在量子力学中,角动量的对易关系为

Li,Lj  =i􀮙εijkLk (14)
这一关系正是三维转动群,既SO(3)的李代数,角
动量Li 对应于三维转动群的三个生成元。现在

我们基于拉普拉斯 隆格 楞次矢量的定义在量子

力学中引入一个新的算符

D= -
mk
2E

1
2mk p×L-L×p  -

r
r

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(15)

D 是一个正比于拉普拉斯 隆格 楞次矢量A 的矢

量,上式中圆括号内第二项是为了在量子力学中

保证算符的厄米性而引入的。利用量子力学的基

本対易关系计算可得

Li,Dj  =i􀮙εijkDk (16)

Di,Dj  =
H
Ei􀮙εijkLk (17)

由式(14),式(15)和式(16)可知算符L 和D 的几

个分量之间的对易关系不封闭,因为在式(17)中

包含了一个另外的算符H。然而如果只考虑某一

特定能级对应的子空间,则 H 可以用能量E 来代

替,L 和D 的6个分量构成一个封闭的李代数,这
正是SO(4)群的李代数。

氢原子具有三维空间旋转不变性,但是在学

习氢原子解的过程中非常让人疑惑的一点是氢原

子能级的简并度要高于三维旋转对称性产生的简

并度,其实这正是上述SO(4)对称性的体现。一

个一般的中心势体系,如球方势阱,能级是由径向

量子数nr 和角动量量子数l决定的,由于m 的取

值范围是-l,-l+1…0…l-1,l,所以能级简并

度为2l+1,简并可以通过SO(3)群的生成元Li

来产生,既构造一个升降算符,L±=Lx±iLy,它
作用在某一本征态上可以产生另一个简并态,

L±|nr,l,m>= (l∓m)(l±m+1)|nr,l,(m±1)>。
氢原子的本征态表示为|n,l,m>,其中主量

子数n=nr+l+1。氢原子能级为En=-
mk2

2􀮙2n2,

只依赖于主量子数n。当m 变化时带来的简并度

为2l+1,这很好理解,因为氢原子是一个三维旋

转对称的体系。但是主量子数n 是由径向量子数

nr 和角动量量子数l组合而成,这也会产生额外

的简并度。对于每一个能级,l可取0到l-1的

任意整数,这是一个l级简并。所以总体上氢原

子能级的简并度为∑
n-1

l=0
2l+1  =n2。

l变化时产生的简并可以通过算符Di 来产

生。简单可证

Di,H  =0 (18)
所以除了轨道角动量Li 外,Di 也是守恒量。我

们可以基于算符Di 构造两个升降算符

D±=Dx ±iDy (19)
可证

D± n,l,±l>=C± n,l+1,± l+1  >
(20)

其中

C±=
2l+2
2l+3

n2-l+1  2 􀮙 (21)

详细计算过程请见附录。当 D± 作用到本征态

|n,l,±l>会产生总角动量l不同的简并态。所

以氢原子的能级的简并度是高于三维旋转对称群

SO(3)产生的简并度的,实际上是一个隐藏的SO(4)
对称性,它的六个生成元正是Li 和Di,i=x,y,z  。
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3 结语

一般的教学中平方反比力场中的隐藏对称性

常常通过一个守恒量拉普拉斯 隆格 楞次矢量来

体现,这样的展示更加代数,更加抽象,不够直观,
学生常感到困惑;此外,与此相关的量子力学中氢

原子的能级简并度也常是学生的一个疑问点。本

文通过几何图形的方式更加直观地展示了平方反

比力场中的隐藏对称性,有利于学生建立清晰的

物理图像,另外本文也更加详细地展示了氢原子

能级中超出三维旋转对称性的简并度的来源。

附录

根据拉普拉斯 隆格 楞次矢量的定义式(15)
可证

D2=- L2+􀮙2  -
mk2

2E
, (A1)

由上式以及对易关系式(16)和式(17)可证

L2, Di  =2i􀮙εijkDjLk +2􀮙2Di (A2)
已知:D±=Dx±iDy,利用式(A2)可证

L2, D+  =2􀮙 D+Lz -DzL+  +2􀮙2D+

(A3)

Lz, D+  =􀮙D+ (A4)
把式(A3)

 

和式(A4)作用到态|n,l,l>上可得

L2D+ n,l,l>= l+1  l+2  􀮙2D+ n,l,l>
(A5)

LzD+ n,l,l>= l+1  D+ n,l,l> (A6)
由以上两式可得如下结论

D+ n,l,l>=C+ n,l+1  ,l+1  >n,l,l>
(A7)

C+为待定系数。同理可得

D- n,l,-l>

=C- n,l+1  ,- l+1  >n,l,-l> 
(A8)

此外可证(证明过程中会用到正交关系D·L=0)

L2, Dz  =2􀮙 D-L++DzLz  +2􀮙2Dz

(A9)
利用上式和 Lz,Dz  =0可知

Dz n,l,l>=Cz n,l+1  ,l> (A10)
同理可得

Dz n,l,-l>=C'z n,l+1  ,-l>
(A11)

Cz 和C'z均为待定系数。下面我们来求解系数

C±、Cz 和C'z。首先,计算D-D++D2
z=-L2-

􀮙2-
mk2

2E -
􀮙Lz 的<n,l,l|、|n,l,l>矩阵元可得

C2
++C2

z =-
mk2

2E -l+1  2􀮙2 (A12)

已知E=En=-
mk2

2􀮙2n2

∴C2
++C2

z = n2-l+1  2  􀮙2 (A13)
计算 L+,Dz  =- 􀮙D+ 的<n,l+1,l+1|、

|n,l,l>矩阵元可得,

2l+1  Cz =-C+ (A14)
由 A12  和(A13)两式可求得

C+=
2l+2
2l+3

n2-l+1  2 􀮙 (A15)

Cz =-
1

2l+3
n2-l+1  2 􀮙 (A16)

同理可以计算

C-=
2l+2
2l+3

n2-l+1  2 􀮙 (A17)

C'z=
1

2l+3
n2-l+1  2 􀮙 (A18)
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