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存在可去型奇点包含正余弦函数的无穷积分的新算法
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摘 要 受到《数学物理方法》教材上计算含有三角函数无穷积分计算公式的启发,本文主要讨

论该类积分的被积函数在实轴上存在可去型奇点的情况。尽管这类问题可以使用围

道积分方法完成,但比较烦琐,因此我们对这类问题的被积分函数进行处理,从形式上

使被积分函数实轴上的奇点消失,使用教材上的公式先完成积分,再根据特定情况下

极限与积分计算顺序可交换理论得到被积函数存在可去型奇点这类积分的值。理论

与实际示例证明了我们方法的正确性。
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Abstract Inspired
 

by
 

the
 

calculation
 

formulas
 

for
 

infinite
 

integrals
 

containing
 

trigonometric
 

functions
 

in
 

the
 

textbook
 

“Mathematical
 

Physics
 

Methods”,
 

this
 

paper
 

mainly
 

discusses
 

the
 

case
 

where
 

the
 

integrand
 

of
 

such
 

integrals
 

has
 

removable
 

singularities
 

on
 

the
 

real
 

axis.
 

Al-
though

 

this
 

kind
 

of
 

problems
 

can
 

be
 

solved
 

using
 

the
 

integral
 

contour,
 

the
 

method
 

is
 

quite
 

complicated.
 

Therefore,
 

we
 

replace
 

the
 

function
 

integrated
 

by
 

another
 

one
 

which
 

has
 

no
 

sin-
gular

 

points
 

on
 

the
 

real
 

axis
 

formally,
 

and
 

we
 

use
 

the
 

formulas
 

which
 

results
 

from
 

the
 

text-
book

 

to
 

solve
 

the
 

integration
 

whose
 

function
 

integrated
 

has
 

no
 

singular
 

points
 

on
 

the
 

real
 

axis
 

formally,
 

and
 

then,
 

according
 

to
 

the
 

theory
 

that
 

the
 

order
 

can
 

be
 

exchanged
 

for
 

the
 

integration
 

and
 

limitation
 

under
 

the
 

certain
 

conditions,
 

we
 

can
 

obtain
 

the
 

results
 

of
 

the
 

integration
 

whose
 

function
 

integrated
 

has
 

removable
 

singular
 

points.
 

Finally,
 

the
 

correctness
 

of
 

our
 

method
 

is
 

proven
 

through
 

theoretical
 

and
 

practical
 

examples.
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  “数学物理方法”是物理专业本科生的必修课

程,留数定理与围道积分是这门课程的重点内容

之一。从教科书上的内容可以看出[1]:留数定理

与围道积分不仅可以计算复数积分,而且可以用于

计算一些难以通过牛顿—莱布尼兹定理计算的实

数积分[2]。实际上,留数定理与围道积分的重要性

远超过上文所描述的那样,所以吸引了不少教学、
科研工作者的研究兴趣。2010年,张毅老师通过围

道积分方法表示出∫
+∞

0
f(x)(lnx)ndx这类积分的

值,并且以示例展示了公式的用法[3];同年,北京

大学吴崇试教授以大圆引理、留数定理和Jordan
引理为基础给出了含三角函数无穷积分的新方

法,并且提出了一条新引理[4];2013年,林琼桂教授

研究了被积函数在实数轴上存在本性奇点、包含三

角函数的这类积分,并且给出了这类积分的研究方

法和计算结果[2];两年之后,林教授深刻研究了

∫
+∞

0
xλf(x)sin(qx)dx 和∫

+∞

0
xλf(x)cos(qx)dx

的收敛情况,并且给出了收敛条件下的积分值,具
有实用价值[5];2015年,周运清等研究人员利用留

数定理计算无穷级数,示范该方法的用法,并且通

过示例验证方法的正确性[6];2019年,王春老师把

留数定理用于计算包含无穷多个孤立奇点的函数

积分中,用它解决Laplace逆变换问题[7];邱为钢老

师把留数定理用于无穷级数求和的问题之中,用该

定理解决某些用高等数学中的方法难以甚至不能

计算的级数求和问题[8];2022年,∫
+∞

0
1/(1+xn)dx

和∫
+∞

0
1/(1-xn)dx 受到了深入研究,作者给出

了这两个积分在n≥2的整数条件下的结果[9];

2023年,更为复杂的函数的积分I±=∫
+∞

0
xα-1/

(1±xn)dx 的算法被巧妙的围道法解决,这篇论

文为我们展现了应对多值被积复数函数的积分方

法[10]。不难发现,留数定理与围道积分不仅应用

十分广泛,而且往往涉及意义重要的问题。
《数 学 物 理 方 法》教 材 上 已 经 给 出 了 积 分

∫
+∞

0
f(x)sin(qx)dx 和∫

+∞

0
f(x)cos(qx)dx 的计

算方法,但是其中有一个重要的条件是f(x)在
实数轴上处处解析[1,11]。然而,我们有时候在解

决一些问题时可能遇到下面的情况:f(x)在实

数 轴 上 有 孤 立 奇 点,但 是 如 果 当 我 们 把 函 数

f(x)p sin(q1x),cos(q2x)  作为一个整体对待

时,它在实轴上只有可去型奇点,这样的情况导致

我们不可能直接使用教材上的结论,不得不考虑

围道积分方法。尽管围道积分法可以解决此类问

题,但是选择合理的被积复函数是问题的关键,寻
找到有效的围道更是核心问题,讨论积分在围道

上的值往往比较烦琐。本文之中,我们对这类问

题进行研究讨论,对这类问题进行一个变换,把教

材上的计算方法延展到对这类问题的计算之中,
不但降低了问题的计算难度,而且提高了计算

效率。

1 理论推导

1.1 基本定理的介绍

《数学物理方 法》教 材 上 给 出 含 三 角 函 数

的无穷 积 分 的 计 算 方 法[1,11],它 的 内 容 为 若

∫
+∞

0
F(x)cos(qx)dx 和∫

+∞

0
G(x)sin(qx)dx 积分

区间为[0,+∞];偶函数F(x)和奇函数G(x)在
实轴上没有奇点,F(z)和G(z)在上半复平面只

有有限个(n)孤立奇点,除此之外处处解析,当z
在上半平面和实轴上趋向于∞时,F(z)和G(z)均
一致趋于0,那么则有

∫
+∞

0
F(x)cos(qx)dx=iπ∑

n

k=1
res F(bk)e

iqbk  Im(bk>0)

∫
+∞

0
G(x)sin(qx)dx=π∑

n

k=1
resG(b'k)e

iqb'k  Im(b'k>0)

(1)
其中,bk 和b'k分别表示F(z)和G(z)的奇点,q>
0,n 表示上半复平面上留数的总个数。

这个定理为我们计算含有正余弦函数的无穷

积分提供了极大的便利,但是要求也比较苛刻。
因此,我们将对这个定理进行一个延展,使其能够

计算更多的模型。

1.2 延展后的模型

我们假 定 f(x)p sin(q1x),cos(q2x)  作

为一个整体在实数轴上存在有限多个可去型奇

点,除此之外处处解析;但是f(x)在实轴上存

在 N 个 孤 立 奇 点,除 此 之 外 处 处 解 析,且

∫
+∞

-∞
f(x)p sin(q1x),cos(q2x)  dx 存 在。若 存

在一个函数F(x,c1,c2,…,cN)(为了方便,表示
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为F(x,{ck}),k=1,2,…N)和p[sin(q1x),

cos(q2x)]满足以下条件

(1)

lim
{ck}→{ak}

F(x,{ck})p sin(q1x),cos(q2x)  

=f(x)p sin(q1x),cos(q2x)  (2)

  (2)
 

F(x,{ck})为单值奇函数或者偶函数,且
除{ck}→{ak}之外在实轴上没有奇点处处解析;当
z在上半平面和实轴上趋向于∞时,F(z,{ck})一
致趋于0,其中ck  、ak  均为两个实数组。

(3)
 

实 函 数 p sin(q1x),cos(q2x)  可 以 展

开成

p sin(q1x),cos(q2x)  =d0+∑
l
dlsin(q1lx)+

d'lcos(q2lx) (3)
且d0、dl、d'l、q1l、q2l 均为实数且与x 无关,q1l、q2l
均为正数,那么则有

∫
+∞

-∞
f(x)p sin(q1x),cos(q2x)  dx=

lim
{ck}→{ak}∫

+∞

-∞
F(x,{ck})p sin(q1x),cos(q2x)  dx

(4)

对 于∫
+∞

-∞
F(x,{ck})p sin(q1x),cos(q2x)  dx

的计算,我们须借助留数定理、含三角函数的无穷

积分的计算方法、p sin(q1x),cos(q2x)  的展开

式(3)。根据式(4)的中F(x,{ck})和f(x)满足的

条件可以判定,式(4)中的极限可以与积分交换计

算顺序[12]。
此时,仍然有三个问题需要我们详细讨论,同

时作为对这个方法的补充说明,它们关系到这个

方法的适用范围。

1)
 

可去型奇点的定义值不一定就是极限值,
若是所定义出的函数值不等于极限值,该怎么处

理? 回答是:只要定义出的函数值有限,上面的计

算方法仍然成立。
这种情况的确存在,例如函数sinx/x 在x=

0处是函数的可去型奇点,若是补充函数值为1,
奇点消失;但是若是重新定义此处函数值为一个

有限值A,会不会影响最终积分值? 实际上只要

A 为有限值而无论它的具体值等于什么,均不影

响积分值。我们假设一个函数r(x)在整个实轴

上可积,x=b1 时是函数的可去型奇点,重新定义

它的函数值为r(b1)=A1≠lim
x→b1

r(x),可以证明积

分结果与A1 无关。证明如下

∫
+∞

-∞
r(x)dx=∫

b1-ε

-∞
r(x)dx+∫

b1+ε

b1-ε
r(x)dx+

∫
+∞

b1+ε
r(x)dx

其中,ε为一个正数无穷小量,根据积分的定义[13]

可知

lim
ε→0

 ∫
b1+ε

b1-ε
r(x)dx=lim

ε→0
2εA1=0

因为A1 为有限值,它与无穷小之积的极限为零。
在这个证明过程之中,我们可以看到A1 的具体取

值并不会干扰积分之值。所以式(2)中的F(x,
{ck})p sin(q1x),cos(q2x)  在{ck}→{ak}处的极

限值只要等于函数f(x)p[sin(q1x),cos(q2x)]在
可去型奇点处的极限值即可,而不一定等于函数值,
也没有必要要求f(x)p sin(q1x),cos(q2x)  在可

去型奇点处一定是个连续函数,但是间断点必须

是第一类可去型间断点且函数值为有限。这个结

论也是对式(4)的一个拓展。

2)
 

实轴上的可去型奇点必须是有限个。
尽管F(x,{ck})p[sin(q1x),cos(q2x)]已经

在实轴上解析无奇点,对于本文的问题而言,留数

定理只是要求在上半复平面上只有有限个孤立奇

点即可,但是问题的关键在于lim
ε→0
2εA1=0并不等

同于2εA1=0。有限个无穷小和的极限为零[13],
但无穷个无穷小和的极限并不一定为零,积分就

是一个很好的例证。当可去型奇点个数为无穷个

时,不同奇点处每个A1 的具体取值必定影响最终

的结果。所以,有限个可去型奇点的这一要求并

不是因为留数定理。

3)
 

我们强调的是f(x)在实数轴上只有孤立

奇点。

F(x,{ck})p[sin(q1x),cos(q2x)]在实轴上

解析无奇点,这就要求f(x)在实轴上的奇点为孤

立奇点。非孤立奇点(x=0就是函数1/sin(1/x)
的非孤立奇点)往往十分复杂,会导致修复困难甚

至不可能,所以这样的F(x,{ck})很有可能不存

在,这会导致我们计算方法的失效。
我们需要明确一个问题:实轴上存在一阶极

点的问题已经在《数学物理方法》教科书[1,11]上

提到过,且有计算方法。我们问题与教科书上问

题的不同之处在于我们并不要求f(x)极点的

阶数。
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1.3 例题示范

例1 I=∫
+∞

0
cos(2x)sin(x)/x(x2+1)  dx

设

I(c)=∫
+∞

-∞

xcos(2x)sin(x)
(x2+c2)(x2+1)

dx

=
1
2∫

+∞

-∞

xsin (1+ 2)x  
(x2+c2)(x2+1)

dx-

1
2∫

+∞

-∞

xsin (2-1)x  
(x2+c2)(x2+1)

dx

=
e-(1+2)c -e-(1+2)

2(1-c2)
π-

e-(2-1)c -e-(2-1)

2(1-c2)
π

I=
1
2limc→0

I(c)=
π
4 e1-2 -e-(1+2)  

  例2 I=∫
+∞

0
[cos(x)-cos(2x)]/[x2(x2+

1)]dx
设

I(c)=∫
+∞

-∞

cos(x)-cos(2x)
(x2+c2)(x2+1)

dx

  求出

I(c)=
πe-c

c(1-c2)
+
πe-1

c2-1
-

πe-2c

c(1-c2)
-
πe-2

c2-1

I=
1
2limc→0

I(c)=
π
2-

π
2e+

π
2e2

以上的例子均可以使用 Mathematica软件进行

验证。

我们的方法可以计算∫
+∞

0
sin(x)/x  

n

dx 这

类积分的值,但对这类问题并不建议大家使用本文

的方法,因为这样可能导致较大的计算量。尤其对于

比较大的n的情况而言,我们更愿意推荐使用吴崇

试教授在文献[4]中给出的计算方法。实际上,这
类积分可以通过分步积分法和三角函数的和(差)

角公式转化成一系列dl∫
+∞

0
sin(qlx)/(qlx)dqlx 的

代数和,再根据∫
+∞

0
sin(x)/xdx=π/2给出最终

结果。
 

这种方法计算相对麻烦,但对大多数本科

学生而言难度更小。

2 结论

在本文中,我们把教材上计算包含三角函数

无穷积分的定理进行了延展,给出了在实轴上存

在可去型奇点、包含正余弦函数的无穷积分的计

算方法。我们通过对本文计算方法三个补充说明

条件的讨论,进一步阐明了本文对被积分函数的

诸多限制条件的原因,同时加深初学者对不同种

类间断点、奇点的认识,辨明什么样的奇点与情况

才会影响积分的值,体现了对奇点、间断点分类的

必要性,补充了教科书上没有仔细论述的问题,对
学习《高等数学》与《数学物理方法》均有益处。

尽管我们研究的某些问题已经被文献[5]中
的模型所包含,但是我们的方法依然具有意义:
(1)文献[5]中的计算过程烦琐,对本科学生来讲

不太容易被扎实地掌握,不易记忆;(2)即使我们

模型中的某些问题只是文献[5]中的某个参数取

特值的情况,但是文献[5]中的计算结果涉及无穷

级数求和问题,而且级数形式比较复杂,这很可能

为化简带来较大的麻烦。尤其,当积分问题来源

于物理实际情况,我们更希望结果的形式非常简

单,因为这方便我们分析不同参数的作用。我们

方法的优势在于容易被掌握,计算过程简洁,对学

生以后的应用大有裨益。
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