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质点在粗糙曲面上的滑动问题研究
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黄陂 430300)

摘 要 质点在光滑半球面上的运动是高中一个很好的研究问题。在本文中,我们将此问题推

广到任意粗糙曲面上,基于牛顿第二定律推导出速度的显式积分形式,它在某些情况

下是有解析表达式的,并且得到了一个通用的表达式来确定质点离开曲面的分离角条

件。在最后通过mathematica软件详细分析了三条曲线,一个圆、一个抛物线、一个椭

圆,得到了几个有趣的结论。
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Abstract The
 

motion
 

of
 

particles
 

on
 

a
 

smooth
 

hemisphere
 

is
 

a
 

good
 

research
 

problem
 

in
 

high
 

school.
 

In
 

this
 

article,
 

we
 

extend
 

this
 

problem
 

to
 

any
 

rough
 

surface
 

and
 

derive
 

the
 

explicit
 

in-
tegral

 

form
 

of
 

velocity
 

based
 

on
 

Newton􀆳s
 

second
 

law.
 

It
 

has
 

an
 

analytical
 

expression
 

in
 

some
 

cases
 

and
 

obtains
 

a
 

universal
 

expression
 

to
 

determine
 

the
 

separation
 

angle
 

condition
 

for
 

parti-
cles

 

leaving
 

the
 

surface.
 

In
 

the
 

end,
 

three
 

curves,
 

a
 

circle,
 

a
 

parabola,
 

and
 

an
 

ellipse,
 

were
 

analyzed
 

in
 

detail
 

using
 

Mathematica
 

software,
 

and
 

several
 

interesting
 

conclusions
 

were
 

obtained.
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  在高中物理教学中,常见到质点自光滑球面

顶端滑下的理想问题,在论文[1,4]中已经就质点沿

光滑半球面从顶端无初速度下滑过程中在什么位

置质点与球面开始分离的问题进行探讨,通过分

析和计算得到光滑半球面固定时,分离位置在质

点到球心的连线与竖直夹角为arccos(2/3)的位

置。现在将问题推广到粗糙的任意曲面上问题会

怎么样? 质点以初速度从粗糙曲面上的顶点出发

的速度表达式是什么? 在顶点处初速度满足什么

条件在顶点处就离开曲面? 在其他位置离开分离

角满足什么条件?

1 理论分析

如图1所示,在直角坐标系中任意曲面的横

截面的曲线方程为x=x(α),y=y(α),由牛顿第

二定律得

N+f+mg=md􀱆dt
(1)

其中,f 为质点受到的滑动摩擦力,N 为质点受到

曲面的支持力。将上式分别沿切线方向和法线方

向分解得
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图1 任意曲线受力分析图

mgsinφ-μN =mdvdt
 

(2)

mgcosφ-N =mv2

ρ
(3)

其中,φ 是曲线切向角,v 是质点运动的速率,ρ是

曲线曲率半径,ds为弧长微分,由微分几何的知识

可得

tanφ=-
dy
dx=-

dy
dα
·dα
dx

(4)

cosφ·ds=dx (5)

ρ=
ds
dφ

(6)

由链式法则可得

dv
dt=

dv
dφ
dφ
ds
ds
dt=

dv
dφ

v
ρ

(7)

由式(2)、式(3)、式(7)可得

g(sinφ-μcosφ)=
dv
dφ

v
ρ

-μv2

ρ
(8)

易得

dv
dφ

v
ρ

-μv2

ρ
=
e2μφ

2ρ
d
dφ
[e-2μφv2] (9)

由式(8)、式(9)并积分得

v2=v2
0e
2μ(φ-φ0)+2ge2μφ∫

φ

φ0
ρ(sinφ-μcosφ)e-2μφdφ

(10)
上式与文献[5]中的方程(20)一样,为质点在任意

粗糙曲面上滑动速度的显式积分形式。
当N=0时是质点离开曲面的临界条件,由式(3)得

v2

gρ
=cosφ (11)

2 实例分析

使用上文的理论框架下,本文将分析质点在

三条不同曲线上的运动,并确定质点离开曲面的

条件。在所有的情况下,我们都假设质点从曲线

顶部以初速度v0 从曲线的顶部开始运动。
2.1 圆

如图2所示,用切向角φ 定义圆的参数方程

x=Rsinφ,y=Rcosφ 其中φ∈ 0,π2
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  

图2 圆

易得圆的曲率半径ρ=R,代入方程(10)得

v2

gR=
v2
0

gR
e2μφ +2e2μφ∫

φ

0
(sinφ-μcosφ)e-2μφdφ

(12)
利用数学软件mathematica对上式进行求解

由软件计算结果,并令

H(φ)=
v2(φ)
gR =

v2
0

gR
e2μφ +

(2-4μ2)(e2μφ -cosφ)-6μsinφ
1+4μ2

(13)
由离开曲面的临界条件(11),并令

Z(φ)=
v2

gρ
=

v2

gR=cosφ (14)

在圆的顶点处要使质点不离开圆的最大速度应满足

v2
0

gR  
max

=1 (15)

在图3中展示了不同初速度和不同动摩擦因数下

质点与圆分离的情况,在初速度为零和动摩擦因

素为零的情况下在切向角cosφ=
2
3

时质点离开

圆,这是众所周知的情况。毫不奇怪,对于给定的

初速度,较大的动摩擦因数会使质点沿表面移动

得更远,并以越来越大的切向角离开。然而,如果
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图3 质点在圆上运动速度图像

动摩擦因素太大,质点会停在圆的表面,这一结果

表明,对于给定的圆表面,每一个初始速度都有一

个临界动摩擦因数,因此当动摩擦因素大于该临

界值时,质点最终会停在该表面上。
2.2 抛物线

如图4所示,一个半径为R 的圆与一抛物线

在原点相切,设圆的方程为x2+(y+R)2=R2 在

原点附近,圆的方程可为y=-R+ R2-x2 ≈

-
x2

2R
,如果两条曲线在原点的二阶导数相同,则

抛物线的曲率半径与圆的半径R 相同,所以抛物

线在原点的曲率半径是R,不妨设该抛物线的方

程为y=-
x2

2R
。

图4 抛物线

由微分几何知识得

cosφ·ds=dx (16)

tanφ=-
dy
dx=

x
R

(17)

对式(17)求导得

1
cos2φ

dφ=
1
Rdx

(18)

由式(16)、式(17)、式(18)得

ρ=
ds
dφ

=
R
cos3φ

(19)

将其代入方程(10)得

v2

gR=
v2
0

gR
e2μφ +2e2μφ∫

φ

0

(sinφ-μcosφ)e-2μφ

cos3φ
dφ

(20)
利用数学软件mathematica对上式进行求解

由软件计算结果得,并令

H(φ)=
v2(φ)
gR =

v2
0

gR
e2μφ +sec2φ-e2μφ 

(21)
由离开曲面的临界条件(11),并令

Z(φ)=
v2

gR=sec2φ (22)

在抛物线的顶点处,要使质点不离开抛物线的最

大速度应满足的关系为

v2
0

gR  
max

=1 (23)

只要在顶点质点没有离开抛物线即初速度满足

v2
0

gR  
max

<1 (24)

由式(21)、式(22)、式(24)易得

H(φ)<Z(φ)
即不论动摩擦因数为多少,质点都不会离开抛物线。
2.3 椭圆

 

如图5所示,定义椭圆的参数方程

图5 椭圆

x=Rγsinα,y=Rcosα 其中α∈ 0,π2
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
由微分几何知识得

cosφ·ds=dx (25)

tanφ=-
dy
dx=

dy
dα
dα
dx=

tanα
γ

(26)

对式(26)求导得
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1
cos2φ

dφ=
1

γcos2α
dα (27)

由式(25)、式(26)、式(27)得

ρ=
ds
dφ

=
Rγ2

[γ2+(1-γ2)cos2φ]1.5
(28)

将式(28)代入方程(10)得

v2

gR=
v20
gR
e2μφ +2γ2e2μφ∫

φ

0

(sinφ-μcosφ)e-2μφ

[γ2+(1-γ2)cos2φ]1.5
dφ

(29)
利用数学软件mathematica对上式进行求解

软件计算很长时间(130s)后原样返回,表明该积

分可能不能用初等函数表示。
由离开曲面的临界条件(11),并令

Z(φ)=
v2

gR=
γ2

[γ2+(1-γ2)cos2φ]1.5
 

(30)
  在椭圆的顶点处,要使质点不离开椭圆的最

大速度应满足的关系为

v2
0

gR  
max

=γ2 (31)

3 结语

本文提供了一种通用的方法来计算质点在具

有摩擦的任意凹下表面下滑动的速度。对于不同

的曲面,该方法只需要根据简单的微分几何知识

  

求出曲率半径与切向角之间的关系。读者可以利

用该方法计算比如摆线,悬链线等情况加深对该

方法的理解。
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算结果的最大理论相对偏差就已经小于十万分之

三了,和原有的单摆周期公式的三角级数形式对

比,我们可以发现,三角级数公式的收敛速度远远

慢于AGM 函数,同样取二阶公式,单摆周期的三

角级数展开式的系数的余项为:25
256sin

6 θ0
2  ,对

应的最大理论偏差为:25
256sin

6 
π
2
2 =0.0122,和

我们给出AGM函数的最大理论偏差1.63×10-5

相差了整整3个数量级。同时,在解决具体的振

动周期问题时,本文演示了如何使用能量法和受

力分析将滚动周期问题转化成单摆振动周期问

题,给出了在非小振动的一般情况下的高精度振

动周期,为之后文献调研研究非线性振动问题做

出了良好的铺垫。
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