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一种新的精确方法求单摆的周期
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摘 要 本文以单摆为例,使用高斯AGM 函数和级数展开方法分别近似求解单摆周期,并和

理论值进行了对比。本文最后对一道有关纯滚动的球在圆轨道内周期问题作了巧妙

求解。
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Abstract Taking
 

a
 

simple
 

pendulum
 

as
 

an
 

example,
 

this
 

paper
 

uses
 

Gaussian
 

AGM
 

function
 

and
 

series
 

expansion
 

method
 

to
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the
 

period
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It
 

also
 

cleverly
 

solves
 

the
 

period
 

problem
 

of
 

a
 

pure
 

rolling
 

ball
 

in
 

a
 

circular
 

orbit.
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  对于线性回复力下的振子,已经被人们充分

认识理解了,有多种方法可以轻松求解出其所对

应的周期[1]。
比如,求解微分方程可以很轻松地解出线性

振子位移时间关系[2],或者利用线性振子在简谐

运动过程中的满足机械能守恒定律的特性,依据

机械能守恒定律,列出速度位移关系,然后移项做

积分即可轻易得到位移时间关系[3],进而求得线

性振子的周期为

T=2π
m
k

(1)

  但是当问题变得复杂之后,比如当回复力不

再是线性时,某些问题可以采用线性近似进行求

解。当我们想进一步探究一些非线性回复力作用

下振子的运动周期时,有两种思路,一种是数值求

解,另一种是通过定义一个快速收敛的级数进行

求解。
本文将基于第二种思路探究单摆模型,由此

我们将对比传统的级数法和高斯AGM函数在求

解单摆周期问题上的优劣,并且根据AGM函数方

法给出单摆周期的近似公式,将近似公式和数值方

法进行对比,最终将该公式应用在具体的问题上。

1 基本思想

无阻尼单摆运动方程为

ml̈θ+mgsinθ=0 (2)

  将上式作简单变换,其中角加速度项可做
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代换

mlddtθ̇=mldθdt
d
dθθ̇=ml̇θddθθ̇

(3)

故可得

ml̇θddθθ̇=-mgsin(θ) (4)

  移项即可得到

ml̇θḋθ=-mgsinθ  dθ (5)

  两边积分即可得到

1
2ml̇θ2=mg(cosθ-cosθ0) (6)

  对得到的角速度进行简单变换可得结果如下

θ̇=
4g
l sin2

θ0
2-sin2

θ
2  (7)

  对角速度倒数积分可得运动周期

T=4
l
g∫

π
2

0

dx

1-sin2
θ0
2sin

2x

(8)

  对于此时的运动周期,有两种求解思路,一种

是直接使用级数展开,利用广义二项式定理将根

式展开后积分,即可得到单摆周期关于最大振动

角的函数关系的级数表达形式。
另一种求解思路则是借助高斯 AGM 函数,

取高斯AGM函数第n 次处理后的结果作为n 次

展开式。

2 广义二项式定理与单摆周期的级数

牛顿广义二项式定理如下

(1+x)n =∑
∞

i=0
Ci

nxi (9)

其中

Ci
n =

n× n-1  ×…× n+1-i  
1×2×3×…×i

(10)

  由此可以将根式展开

1

1-sin2
θ0
2sin

2x

=1+
1
2sin

2θ0
2sin

2x+
3
8sin

4θ0
2sin

4x+

5
16sin

6θ0
2sin

6x+… (11)

  考虑到

-1  iCi
-
1
2

= -1  i
-
1
2  × -

3
2  ×…× -

2i-1
2  

1×2×3×…×i

=
1×3×5×…× 2i-1  
2×4×6×…×2i

(12)

  考虑正弦函数n 次方定积分公式

∫
π
2

0
sin2nxdx

=
2n-1
2n ×

2n-3
2n-2×…×

1
2×

π
2

=
π
2×

1×3×5×…× 2n-1  
2×4×6×…×2n

(13)

  可以得到单摆周期的级数表达式

T=4
l
g 

π
2+

1
2sin

2θ0
2×

π
4+

3
8sin

4θ0
2×

3π
16+

5
16sin

6θ0
2×

5π
32+… 

=2π
l
g 1+∑

∞

i=1

1×3×5×…× 2i-1  
2×4×6×…×2i  

2

×

sin2i
θ0
2 (14)

3 Landen变换与AGM 函数

高斯AGM函数定义如下

an+1=
an +bn

2   bn+1= anbn (15)

  引入Landen变换

2Rdα R2-a2sin2β
R =dβ a2+R2+2Racosα

(16)

  代入椭圆函数

Ia,b  =∫
π
2

0

dx
a2cos2x+b2sin2x

(17)

  易证

Ian,bn  =I(an+1,bn+1) (18)

  考虑到

lim
n→∞

an =lim
n→∞

bn =M(a,b) (19)

  可知

Ia,b  =
π
2M

(20)

  对于单摆周期的椭圆函数表达式,分别取a1,
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a2,a3 作为lim的近似值,可以计算出单摆周期的

近似公式如下

T=2π
l
g
1
an

(21)

其中

a0=1 a1=
1+cos

θ0
2

2  a2=
1+ cos

θ0
2  

2

4
(22)

  使用 MATLAB可作图,如图1、图2所示。

图1 周期公式与最大摆动角的关系

图2 周期公式相对误差对数与摆动角度的关系

在0-
π
2

的摆动角度范围内,二阶周期公式的

最大理论相对偏差

max(abs(1./a2-1./b2))/2=3.2774/2e-05
(23)

  对比这几个近似公式和单摆周期的级数表达

式,可以明显发现 AGM 函数导出的近似公式收

敛速度远快于暴力展开后积分得到的级数,而且

注意到根据AGM函数导出的二阶近似公式在摆

动角0-
π
2

的范围内最大理论相对偏差已经小于

十万分之三,考虑到实际测量误差和单摆无阻尼

近似带来的误差,已经可以认为该周期近似公式

代表了真实的单摆运动周期。

4 应用

例题(第34届全国中学生物理竞赛复赛第一

题) 一个半径为r、质量为m 的均质实心小圆柱

被置于一个半径为R、质量为 M 的薄圆筒中,圆
筒和小圆柱的中心轴均水平,横截面如图3所示。
重力加速度大小为g。试在下述两种情况下,求
小圆柱质心在其平衡位置附近做微振动的频率。

图3 复赛第一题示意图

(1)
 

圆筒固定,小圆柱在圆筒内底部附近做

无滑滚动;
(2)

 

圆筒可绕其固定的光滑中心细轴转动,
小圆柱仍在圆筒内底部附近做无滑滚动。

解析:
 

在第一问中,小圆柱做纯滚动,大圆柱

保持静止,只需计算出小圆柱转动动能和势能,并
将体系能量写成关于小圆柱质心转动角的函数,即
可将题目变换成类似单摆滚动问题。对于第二问,
小圆柱滚动时,大圆筒也将滚动,结合受力分析,可
以定出大圆柱和小圆柱转动角关系,进而计算出小

圆柱转动动能、大圆柱转动动能以及小圆柱势能,
并将体系总能量写成关于小圆柱质心转动角的函

数,即可将题目再次变换成类似单摆滚动问题。
求解:

 

在第一问中,设小圆柱质心相对大圆柱

摆动角度为α,小圆柱转动角度为β,则有几何关系

αR=(β+α)r (24)
  由此

β=
R-r
r α (25)
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令 ω=̇β (26)
  则

ω=
R-r
r α̇ (27)

  由此可以写出整个体系的能量

E=-mg(R-r)cosα+
1
2Jω

2 (28)

  化简

E=-mg(R-r)cosα+
1
2×

3
2×m(R-r)2α̇2

(29)
  对比系数可知,只需

l'=
3
2
(R-r)  m'=

2
3m (30)

  这个问题即可完全转化成一个单摆摆动问

题,周期代入单摆近似公式可得

Tn =2π
l'
g
1
an

=2π
3(R-r)
2g

1
an

(31)

  考虑到n 取2时,式(31)和数值积分得到的

精确公式的最大理论相对偏差已经小于十万分之

三,因此代入n=2,其中θ0 代表在圆柱参考系中,
摆的最大振幅。

T=T2=2π
3(R-r)
2g ×

4

1+ cos
θ0
2  

2

(32)
  根据题干中“小圆柱做微振动”条件可知,θ0
趋近于0,故而cosθ0=1,则

f=
1
2π

2g
3(R-r)

(33)

  对于第二问,本文采用受力分析来求解。设

小圆柱转动角度为α2,小圆柱质心转动角度α,大
圆柱转动角度α1,则满足几何关系

(α+α2)r=(α+α1)R (34)
  令

ω=
∂
∂tα2 Ω=

∂
∂tα1

(35)

  设小圆柱和大圆筒间摩擦力为f

考虑到圆盘转动惯量为
1
2mr2,则有

d2

dt2
α2= fr

1
2mr2

(36)

  考虑到圆柱转动惯量为MR2,则有

d2

dt2
α1=fR

MR2
(37)

  对几何关系式求两阶导数可得

d2

dt2
α1r-

d2

dt2
α2R=

d2

dt2
αR-r  (38)

  又由受力分析可得

f-mgsinα  =ma=m R-r  d
2

dt2
α 

(39)
  联立上述四式可得

-gsinα  =
m+3M
m+2M

R-r  d
2

dt2
α (40)

  考虑到单摆情况中的运动方程

-gsinθ  =l
d2

dt2
θ (41)

  可知,只需将我们前述计算公式中的l 用

m+3M
m+2M R-r  替换即可获得该情况下的大幅振

动的精确周期公式。

Tn =2π
l'
g
1
an

=2π

6M +m  M
2M -m  2

R-r  

g
·

m+3M
m+2M

R-r  
g

1
an

(42)

  考虑到n 取2时,式(42)和数值积分得到的

精确公式的最大理论相对偏差已经小于十万分之

三,因此代入n=2,其中θ0 代表在圆柱参考系中,
摆的最大振幅。

T=T2=2π
m+3M
m+2M

R-r  
g

4

1+ cos
θ0
2  

2

(43)
  根据题干中“小圆柱做微振动”条件可知,θ0
趋近于0,故而cosθ0=1,则

f=
1
2π

(m+2M)g
(m+3M)(R-r)

(44)

5 结语

本文使用高斯AGM 函数方法求解得到了单

摆问题的高精度周期公式,仅仅取到二阶近似,计
(下转第224页)
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1
cos2φ

dφ=
1

γcos2α
dα (27)

由式(25)、式(26)、式(27)得

ρ=
ds
dφ

=
Rγ2

[γ2+(1-γ2)cos2φ]1.5
(28)

将式(28)代入方程(10)得

v2

gR=
v20
gR
e2μφ +2γ2e2μφ∫

φ

0

(sinφ-μcosφ)e-2μφ

[γ2+(1-γ2)cos2φ]1.5
dφ

(29)
利用数学软件mathematica对上式进行求解

软件计算很长时间(130s)后原样返回,表明该积

分可能不能用初等函数表示。
由离开曲面的临界条件(11),并令

Z(φ)=
v2

gR=
γ2

[γ2+(1-γ2)cos2φ]1.5
 

(30)
  在椭圆的顶点处,要使质点不离开椭圆的最

大速度应满足的关系为

v2
0

gR  
max

=γ2 (31)

3 结语

本文提供了一种通用的方法来计算质点在具

有摩擦的任意凹下表面下滑动的速度。对于不同

的曲面,该方法只需要根据简单的微分几何知识

  

求出曲率半径与切向角之间的关系。读者可以利

用该方法计算比如摆线,悬链线等情况加深对该

方法的理解。
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算结果的最大理论相对偏差就已经小于十万分之

三了,和原有的单摆周期公式的三角级数形式对

比,我们可以发现,三角级数公式的收敛速度远远

慢于AGM 函数,同样取二阶公式,单摆周期的三

角级数展开式的系数的余项为:25
256sin

6 θ0
2  ,对

应的最大理论偏差为:25
256sin

6 
π
2
2 =0.0122,和

我们给出AGM函数的最大理论偏差1.63×10-5

相差了整整3个数量级。同时,在解决具体的振

动周期问题时,本文演示了如何使用能量法和受

力分析将滚动周期问题转化成单摆振动周期问

题,给出了在非小振动的一般情况下的高精度振

动周期,为之后文献调研研究非线性振动问题做

出了良好的铺垫。
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