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摘 要 本文旨在研究 Cantor条幅、Cantor地毯、Sierpinski垫片三种自相似分形结构的

Fraunhofer衍射场在屏上的光强分布以及自相似分形结构的几何规律.
 

通过复数积

分法和位移 相移定理,得到了屏幕上不同位置相对光强的数学表达式。随后,使用

MATLAB进行数值计算和后处理,以直观的方式呈现出衍射图案.
 

结果显示:衍射

光强分布主体对称性由母代衍射图样的对称性确定;随着分形子代的增多,衍射图样

在母代对称结构图样上逐渐分支复杂,最终收敛于类母代衍射图样,并满足衍射反比

律.
 

内容为光栅衍射和位移 相移定理的教学拓展提供参考案例。
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Abstract This
 

paper
 

aims
 

to
 

investigate
 

the
 

Fraunhofer
 

diffraction
 

patterns
 

on
 

a
 

screen
 

pro-
duced

 

by
 

three
 

self-similar
 

fractal
 

structures:
 

Cantor
 

stripes,
 

Cantor
 

carpet,
 

and
 

Sierpinski
 

carpet.
 

Additionally,
 

it
 

explores
 

the
 

geometric
 

principles
 

underlying
 

these
 

self-similar
 

fractal
 

structures.
 

Mathematical
 

expressions
 

for
 

the
 

relative
 

intensity
 

of
 

light
 

at
 

different
 

positions
 

on
 

the
 

screen
 

are
 

derived
 

through
 

complex
 

integration
 

and
 

the
 

displacement-phase
 

theorem.
 

Sub-
sequently,

 

numerical
 

calculations
 

and
 

post-processing
 

are
 

performed
 

using
 

MATLAB
 

to
 

visu-
ally

 

present
 

the
 

diffraction
 

patterns.
 

The
 

results
 

reveal
 

that
 

the
 

overall
 

symmetry
 

of
 

the
 

dif-
fraction

 

intensity
 

distribution
 

is
 

determined
 

by
 

the
 

symmetry
 

of
 

the
 

parent
 

diffraction
 

pattern.
 

As
 

the
 

number
 

of
 

fractal
 

offspring
 

increases,
 

the
 

diffraction
 

pattern
 

gradually
 

branches
 

and
 

becomes
 

more
 

complex
 

on
 

the
 

symmetric
 

structure
 

pattern
 

of
 

the
 

parent,
 

eventually
 

conver-
ging

 

to
 

the
 

diffraction
 

pattern
 

similar
 

to
 

the
 

parent,
 

and
 

satisfying
 

the
 

inverse
 

diffraction
 

law.
 

The
 

content
 

provides
 

a
 

reference
 

case
 

for
 

teaching
 

extensions
 

of
 

the
 

grating
 

diffraction
 

and
 

dis-
placement-phase

 

shift
 

theorems.
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  目前关于自相似(分形)结构Fraunhofer衍射

的相关研究,大多数研究者选择基于Cantor集的

光栅[1],少有考虑其他较为复杂的分形结构光栅

的研究。其次,研究通常只针对一种光栅结构而

缺乏横向对比[2]。此外,目前主流的研究方法均

是以理论推导为主,辅以实验和数值模拟手段,缺

乏可视化的数值模拟衍射图样[3]。为了形象、直

观地认识自相似结构衍射图样的特征规律,本文

模拟了三种常见分形光栅的Fraunhofer衍射,展
示自母代逐次叠加各子代的衍射图样,分析衍射

图样随分形生长的演化规律。为了进一步认识母

代单元形状对衍射图样的影响,文中尝试在保证

分形规律不变的情况下改变母代单元形状,对模

拟结果进行分析讨论。内容可作为光栅衍射的理

论和实验教学的拓展案例,也为位移 相移定理的

应用提供了一个典型。方法和结论对分形结构的

探测和应用研究也有参考价值。

1 三种分形结构光栅Fraunhofer衍射场的理论计算

图1 矩孔
 

Fraunhofer
 

衍射场点定位示意图

1.1 Cantor条幅的Fraunhofer衍射场

光屏上的点由图1中的θ1,
 

θ2 以及f 标定,

设母代衍射孔为长为a、宽为b的矩孔,并设其为

第0代,则对于第n 代,若仅考虑单元衍射因子的

衍射场,即长为a/3n、宽为b的矩孔的Fraunhofer
衍射场,通过计算得到单元衍射因子和结构因子,

由此组成谱函数,再由其线性叠加,得到(n+1)代
共存Fraunhofer衍射场的表达式

Fn+1(θ1,θ2)=∑
n

j=0
uj(θ1,θ2)

其中,

un(θ1,θ2)=Un(θ1,θ2)·Sn(θ1,θ2)

Un(θ1,θ2)=In
sinαn

αn  sinββ   (n=0,1,2…)

In =
Aab

λf·3n
, αn =

πasinθ1
λ·3n

, β=
πbsinθ2

λ

Sn(θ1,θ2)=2n∏
n

t=1
cos

kasinθ1
3t-1  

1.2 Cantor地毯Fraunhofer衍射场

与Cantor条幅的推导类似,设母代衍射孔为

边长为a 的正方形孔,并设其为第0代,则对于第

n 代,若仅考虑单元衍射因子的衍射场,即边长为

a/3n 的正方形孔的Fraunhofer衍射场,分别计算

单元衍射因子和结构因子[4]

Un(θ1,θ2)=In
sinαn

αn  sinβn

βn   (n=0,1,2,…)

Sn(θ1,θ2)=2n∏
n

t=1

(cosγt+cosδt+2cosγtcosδt)

其中

In =
A
λf

a
3n  

2

,αn =
πasinθ1
λ·3n

,βn =
πasinθ2
λ·3n

,

γt=
kasinθ1
3t-1

,δt=
kasinθ2
3t-1

  谱函数的组成方式和线性叠加性与Cantor
条幅的推导类似。

1.3 Sierpinski垫片的Fraunhofer衍射场

母代为边长为a 的正三角孔,则第n 代为边

长为a/2n 的正三角孔.
 

以母代三角形中心为坐标

原点建立直角坐标系,计算单元衍射因子和结构

因子[5]

Un(θ1,θ1)=C -sinθ13 exp
ikasinθ2
3·2n  +

Rn·exp-
ikasinθ2
3·2n+1   

Sn(θ1,θ2)=∏
n

t=1 exp-
ikasinθ2
3·2t  +

2cos
kasinθ1
2t  ·expikasinθ2

3·2t   
C=

Ae
ik0L0

iπr0ksinθ1sin2θ2-
1
3sin

2θ1  
Rn =isinθ2·sin

kasinθ1
2n+1  +sinθ13 ·cos

kasinθ1
2n+1  

  谱函数的组成方式和线性叠加性与Cantor
条幅的推导类似。

771



物理与工程

2 三种分形结构光栅的数值模拟衍射图样

2.1 Cantor条幅

此处需特别指出:由于得到的是(n+1)代共

存Fraunhofer衍射场的表达式,而数值模拟结果

为衍射图样,因此需要对衍射场取复共轭并将二

者相乘得到光强的表达式。
通过 数 学 分 析 得 知,当n 趋 近 于 无 穷 时,

Fraunhofer衍射场的表达式为一收敛的无穷级

数,但其和函数的求解却相对困难,因此通过取有

限项的和对和函数进行逼近。进而选择使用编程

迭代的方法进行数值模拟。
在 MATLAB编程模拟中,程序主要分为三

个子块:第一子块是相关参数的设定以及母代衍

射场函数的输入;第二子块是由for循环组成的迭

代子块,设定第一部分中迭代次数控制程序的运

行迭代次数;第三子块进行光强图样的绘制并

输出。

  通过衍射图样的变化规律对模拟结果进行验

证:
 

当n 足够大时,衍射孔宽度近似为母代的三

倍,根据衍射反比律,衍射图样的宽度应为母代的

1/3,下图的模拟结果符合衍射反比律[6],因此数

值模拟结果较为可靠。

2.2 Cantor地毯

类似于3.1中的数值模拟,绘制出如下若干

代共存的衍射图样。

30代共存衍射图样的宽度为母代的1/3,依
据衍射反比律,验证了模拟结果的正确性。

2.3 Sierpinski垫片

依据衍射反比律,30代共存中的衍射图样宽

度为母代的1/3,验证了模拟结果。另外与三角孔

衍射实验结果作比,同样验证了结果[7]。

3 结果讨论

当迭代次数较多时,衍射图样将趋于简单化

并最终收敛成一个与母代图形的衍射图样相似的

  

图2 Cantor条幅及其Fraunhofer衍射图样

(a)
 

Cantor条幅;
 

(b)
 

母代;
 

(c)
 

2代共存;
 

(d)
 

3代共存;
 

(e)
 

5代共存;(f)
 

10代共存;
 

(g)
 

30代共存

图3 Cantor地毯及其Fraunhofer衍射图样

(a)
 

Cantor地毯;
 

(b)
 

母代;
 

(c)
 

2代共存;
 

(d)
 

3代共存;
 

(e)
 

5代共存;(f)
 

10代共存;
 

(g)
 

30代共存
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图4 Sierpinski垫片及其Fraunhofer衍射图样

(a)
 

Sierpinski垫片;
 

(b)
 

母代;
 

(c)
 

2代共存;
 

(d)
 

3代共存;
 

(e)
 

5代共存;(f)
 

10代共存;
 

(g)
 

30代共存

图形。解释为:在上述三个分形图形迭代的次数

足够大时,光栅中各孔总和趋近于整个区域全部

被挖空的大孔。因此,两个相似孔的衍射图样相

似,其相似比与两衍射孔的相似比成反比。
迭代的过程中存在三个规律:首先,整个衍射

图样的对称性由光栅中母代衍射孔图形的对称性

确定。其次,在迭代过程中,衍射图样中的各代光

斑图样相似,且各代光斑相似比与此代中衍射孔

的相似比成反比。最后,各代衍射图样中都存在

形状大小相同的花纹,其在迭代过程中对比度逐

渐下降并最终消失。
Cantor条幅、Cantor地毯光栅母代为矩孔,

具有相互垂直的两条对称轴,其衍射图样的对称

性与之对应。Sierpinski垫片光栅衍射图样为星

芒图形[7],对应母代正三角形孔。通过一个特殊

Sierpinski垫片光栅的衍射图样可对上述结论加

以验证,将Sierpinski垫片的三角形换成最大内接

正方形,按照与Sierpinski垫片相同的迭代方式迭

代(见图5)。其衍射图样的对称性(见图6)也与

正方形孔对应。

图5 一种特殊的Sierpinski垫片

Cantor地毯光栅衍射图样每迭代一次后光斑

放大三倍(见图7),而光栅中新出现的矩孔边长为

图6 特殊Sierpinski垫片2代、5代、100代共存光强分布图

上一代的三分之一。Sierpinski地毯光栅在每次

迭代中生成三个原大小二分之一的正三角形。将

Cantor地毯每次迭代新生成的数个小正方形孔进

行上述衍射光强分布的数值模拟得到图8所示的

光斑。该光斑与Cantor地毯光栅衍射的光斑都

逐代增大三倍。因此光斑大小是由每次迭代生成

的衍射孔所决定的。

图7 母代衍射光谱图与二代共存光谱图对比

Cantor地毯光栅衍射图样每迭代一次后光斑

放大三倍(见图7),而光栅中新出现的矩孔边长为

上一代的三分之一。Sierpinski地毯光栅在每次

迭代中生成三个原大小二分之一的正三角形。将

Cantor地毯每次迭代新生成的数个小正方形孔进

行上述衍射光强分布的数值模拟得到图8所示的

光斑。该光斑与Cantor地毯光栅衍射的光斑都

逐代增大三倍。因此光斑大小是由每次迭代生成

的衍射孔所决定的。

971



物理与工程

图8 单独的母代、1代、2代、3代光强分布图

如图9所示,不同代的光斑中都存在形状大

小相同的花纹,花纹与前文计算中的结构因子相

关,其结构因子存在复数项的公因式,故形成形状

大小相同花纹。可以简单地理解为花纹形成来源

于衍射孔之间的干涉(见图10)。光斑中形似干涉

条纹的花纹在光栅的分形迭代过程中对比度逐渐

减小,最终消失。

图9 Cantor地毯2代、3代、5代共存的Fraunhofer
衍射光强图样

图10 两个并排正方形孔衍射图样

4 结语

总体来看,在光栅分形迭代过程中,其衍射图

样变化存在一定的规律:衍射光强分布主体图样

由母代衍射图样确定,随子代增加,衍射图样在母

代衍射主干结构骨架上分支、生叶、丰满复杂,当
考虑子代分形特征尺度与分形个数共同的影响后,

研究发现当子代特征尺度为波长的约0.0001‰~
0.01%后(取决于分形维数),图样又趋于收敛于

母代的衍射主干骨体。

附录 Appendix:Cantor条幅、Cantor地毯、Sier-
pinski垫片Fraunhofer衍射场

  

推导

1 Cantor条幅

1.1 单元衍射因子

设母代衍射孔为长为a、宽为b 的矩孔,并设

其为第0代,则对于第n 代,若仅考虑单元衍射因

子的衍射场,也即是长为a/3n、宽为b 的矩孔的

Fraunhofer衍射场,不难得到

Un(θ1,θ2)=In
sinαn

αn  sinββ   (n=0,1,2,…)

(A.1)

其中,In=
Aab

λf·3n,αn=
πasinθ1
λ·3n ,β=

πbsinθ2
λ .

1.2 结构因子

根据位移 相移定理,有

U(1)=U(0)·e
-ikdsinθ1 U(2)=U(0)·e

ikdsinθ1

对它们求和,得

U'=U(0)·2cos(kdsinθ1)

  记P=2cos(kdsinθ1)为Cantor条幅的相移

因子,则对于第n 代来说,其相对于第(n-1)代的

相移因子为

Pn =2cos
kasinθ1
3n-1  (A.2)

  事实上,这反映了当瞳函数产生位移时,其

Fraunhofer衍射场也会响应一个相位移动,而在

方程中即表现为乘以一个相移因子。
由于每一代均是由前一代通过相同的构造方

式迭代而成的,因此只要乘上若干个相移因子,便
得到该代相对于母代的相移因子,称作结构因子。
因此,第n 代的结构因子为

Sn(θ1,θ2)=2n∏
n

t=1
cos

kasinθ1
3t-1  (A.3)

  由于母代(第0代)本身不存在结构因子,因
此补充定义

S0(θ1,θ2)=1 (A.4)

1.3 谱函数(复振幅)以及n代共存的 Fraun-
hofer衍射场

  将第n 代的单元衍射因子与对应的第n 代结
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构因子相乘,得到第n 代谱函数的表达式

un(θ1,θ2)=Un(θ1,θ2)·Sn(θ1,θ2) 
(A.5)

  对每一代的谱函数求和,得(n+1)代共存

Fraunhofer衍射场的表达式

Fn+1(θ1,θ2)=∑
n

j=0
uj(θ1,θ2) (A.6)

2 Cantor地毯

2.1 单元衍射因子

设母代衍射孔为边长为a 的正方形孔,并设

其为第0代,则对于第n 代,若仅考虑单元衍射因

子的衍射场,也即是边长为a/3n 的正方形孔的

Fraunhofer衍射场,不难得到
 

Un(θ1,θ2)=In
sinαn

αn  sinβn

βn   (n=0,1,2,…)

(A.7)

其中,In=
A
λf

a
3n  

2

,αn=
πasinθ1
λ·3n ,βn=

πasinθ2
λ·3n 。

2.2 结构因子

根据 位 移 相 移 定 理,引 入 每 一 代 的 相 移

因子。
对于衍射屏上坐标为(x0,y0)的点,设以原点

为中心的矩孔的夫琅和费衍射场为U(θ1,θ2),则
将该矩孔先向坐标为(x0,y0)的点位移,而后向八

个方向位移距离d 后形成的新的八个矩孔的夫琅

和费衍射场分别为

图A.1 Cantor地毯的位移示意图

U(1)=U(0)e
-ik[(x0+d)sinθ1+y0sinθ2]

U(2)=U(0)e
-ik[(x0+d)sinθ1+(y0+d)sinθ2]

U(3)=U(0)e
-ik[x0sinθ1+(y0+d)sinθ2]

U(4)=U(0)e
-ik[(x0-d)sinθ1+(y0+d)sinθ2]

U(5)=U(0)e
-ik[(x0-d)sinθ1+y0sinθ2]

U(6)=U(0)e
-ik[(x0-d)sinθ1+(y0-d)sinθ2]

U(7)=U(0)e
-ik[x0sinθ1+(y0-d)sinθ2]

U(8)=U(0)e
-ik[(x0+d)sinθ1+(y0-d)sinθ2]

  对它们求和,得

U'=∑
8

i=1
U(i)=U(0)e

-ik(x0sinθ1+y0sinθ2)·P

  记 P=2[cos(kdsinθ1)+cos(kdsinθ2)+
2cos(kdsinθ1)cos(kdsinθ2)]为 Cantor地 毯 的 相

移因子。那么,对于第n代来说,其相对于第(n-1)
代的相移因子为

Pn =2(cosγn +cosδn +2cosγncosδn)
(A.8)

其中,γn=
kasinθ1
3n-1 ,δn=

kasinθ2
3n-1 。

因此,第n 代的结构因子为[4]

Sn(θ1,θ2)=2n∏
n

t=1

(cosγt+cosδt+2cosγtcosδt)

(A.9)

  由于母代(第0代)本身不存在结构因子,补
充定义S0(θ1,θ2)=1。
2.3 谱函数(复振幅)以及n 代共存的 Fraun-

hofer衍射场

  将第n 代的单元衍射因子与对应的第n 代结

构因子相乘,得到第n 代谱函数的表达式

un(θ1,θ2)=Un(θ1,θ2)·Sn(θ1,θ2)
(A.10)

  对每一代的谱函数求和,得(n+1)代共存

Fraunhofer衍射场的表达式

Fn+1(θ1,θ2)=∑
n

j=0
uj(θ1,θ2) (A.11)

3 Sierpinski垫片

3.1 单元衍射因子

母代衍射孔的衍射场为边长为a 的正三角孔

的Fraunhofer衍射场,对于第n 代,其衍射场为

边长为
a
2n的正三角孔的Fraunhofer衍射场,若以母

代三角形中心为坐标原点建立直角坐标系,应有

Un(θ1,θ2)=C(θ1,θ2) -sinθ13 exp
ikasinθ2
3·2n  +

R(θ1,θ2)
·exp-

ikasinθ2
3·2n+1   

(A.12)
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其中,R(θ1,θ2)=isinθ2sin
kasinθ1
2n+1  +sinθ13coskasinθ1

2n+1  ,
C(θ1,θ2)=

Ae
ik0L0

iπr0ksinθ1 sin2θ2-
1
3sin

2θ1  
。

3.2 结构因子

根据位移 相移定理引入每一代的结构因子。

图A.2 Sierpinski垫片的位移示意图

由图中几何关系可知,当正三角形边长为d
时,其后一代相应的相移因子为

P=2cos
kdsinθ1
2  ·expikdsinθ223  +

exp-
ikdsinθ2
23  

  故对于第n 代来说,其相对于第(n-1)代的

相移因子为

Pn =2cos
kdsinθ1
2n  ·expikdsinθ22n· 3  +

exp-
ikdsinθ2
2n· 3  (A.13)

  因此,第n 代的结构因子为[5]

Sn(θ1,θ2)=∏
n

t=1 exp-
ikasinθ2
2t· 3  +

2cos
kasinθ1
2t  ·expikasinθ22t· 3   

(A.14)

  由于母代(第0代)本身不存在结构因子,仍
然补充定义S0(θ1,θ2)=1。

3.3 谱函数(复振幅)以及n 代共存的 Fraun-
hofer衍射场

  将第n 代的单元衍射因子与对应的第n 代结

构因子相乘,得到第n 代谱函数的表达式

un(θ1,θ2)=Un(θ1,θ2)·Sn(θ1,θ2)
(A.15)

  对每一代的谱函数求和,得(n+1)代共存

Fraunhofer衍射场的表达式

Fn+1(θ1,θ2)=∑
n

j=0
uj(θ1,θ2) (A.16)
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