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摘 要 贝纳德对流是在从下方加热的流体的平面水平层中发生的一种自然对流现象。研究

此现象对于深刻认识耗散结构的物理图像以及流体在混沌系统中的运动具有重要意

义。为研究其产生的条件以及物理特性,本文建立流体模型,从基本控制方程组出发,
导出在固定边界条件下物理量满足的特征方程,利用重要的无量纲数———瑞利数Ra

来表征是否发生对流,并推导出从静态突变至稳定对流的临界值Rc1=1708。
  

在理论

结果的基础上,使用COMSOL
 

Multiphysics􀳏进行了仿真模拟,所得结果符合理论预

言,且通过导出运动动画进一步分析了液体的运动特性。为考察温度梯度较大时对流

的第二次失稳,引入洛伦兹方程组理论求解,获得了第二个临界值Rc2=46177。据此

得到贝纳德对流的产生条件为Rc1<Ra<Rc2。
关键词 瑞利 贝纳德对流;耗散结构;流体力学
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Abstract Bénard
 

Convection
 

is
 

a
 

natural
 

convection
 

phenomenon
 

in
 

the
 

plane
 

horizontal
 

layer
 

of
 

fluid
 

heated
 

from
 

below.
 

The
 

study
 

of
 

this
 

phenomenon
 

is
 

of
 

great
 

significance
 

to
 

deeply
 

understand
 

the
 

physical
 

image
 

of
 

dissipative
 

structure
 

and
 

the
 

motion
 

of
 

fluid
 

in
 

chaotic
 

sys-
tem.

 

In
 

order
 

to
 

study
 

the
 

conditions
 

and
 

physical
 

properties
 

of
 

its
 

generation,
 

this
 

paper
 

es-
tablishes

 

a
 

fluid
 

model,
 

derives
 

the
 

characteristic
 

equations
 

satisfied
 

by
 

physical
 

quantities
 

un-
der

 

fixed
 

boundary
 

conditions
 

from
 

the
 

basic
 

set
 

of
 

control
 

equations,
 

uses
 

an
 

important
 

di-
mensionless

 

number,
 

the
 

Rayleigh
 

number
 

Ra,
 

to
 

characterize
 

whether
 

convection
 

occurs
 

or
 

not,
 

and
 

deduces
 

a
 

critical
 

value
 

of
 

convection
 

from
 

the
 

static
 

mutation
 

to
 

the
 

stable
 

convection
 

Rc1=1708.
 

The
 

theoretical
 

value
 

is
 

obtained
 

and
 

simulated
 

using
 

COMSOL
 

Multiphysics􀳏
 

to
 

verify
 

that
 

it
 

meets
 

the
 

theoretical
 

prediction
 

and
 

the
 

motion
 

characteristics
 

of
 

the
 

liquid
 

are
 

further
 

analyzed
 

by
 

deriving
 

motion
 

animations.
 

In
 

order
 

to
 

investigate
 

the
 

second
 

instability
 

of
 

convection
 

when
 

the
 

temperature
 

gradient
 

is
 

large,
 

Lorentz
 

equations
 

theory
 

is
 

introduced,
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and
 

the
 

second
 

critical
 

value
 

Rc2
 can

 

be
 

solved
 

by
 

substituting
 

the
 

parameter,
 

and
 

under
 

the
 

assumption
 

of
 

the
 

present
 

paper,
 

Rc2=46177.
 

Accordingly,
 

the
 

conditions
 

for
 

the
 

generation
 

of
 

Benard
 

convection
 

are
 

Rc1<Ra<Rc2.
Key

 

words Rayleigh-Bénard
 

convection;
 

dissipative
 

structure;
 

hydrodynamics

  物理系统偏离平衡态时,在不稳定性之外可

能会产生一些自组织新结构———对称性发生破

缺,比如圆柱对称消失,出现对角度的依赖性,或
时间平移对称性消失,出现特定的周期等[1]。关

于非平衡相变的研究在基础自然学科中具有十分

重要的地位,它反映出物质是如何从混沌走向更

高级的有序与组织的。著名的例子有化学中的

Belousov-Zhabotinsky反应[2],在该反应中各物质

的量并非单调变化趋于平衡,而是呈现出周期性

的振荡规律。1969年,比利时物理学家普里戈津

(Prigogine)利用非平衡态热力学观点从理论上论

证了BZ反应存在的可能性,进一步结合其他的例

子,将这些非平衡相变中出现的有序结构称为耗

散结构,并因此获得了诺贝尔化学奖[3,4]。
物理学聚焦的耗散结构则是更加基本的过

程,利用热力学、流体力学等来刻画物理系统在不

稳定性之上发生的有序突变,本文研究的瑞利 贝

纳德对流(Rayleigh-Bénard
 

Convection,RBC)便
是一例。

1 研究背景

1.1 贝纳德对流简介

1900年,法国科学家贝纳德(Henri
 

Bénard)
发表了他所观测到的薄层液体表面产生六角蜂窝

状斑图的实验结果[5]。该实验装置的基本结构是

一个底部可以均匀受热的容器,加入液体后可形

成厚度相同的薄层液体,将其放在加热器上徐徐

加热。实验开始前液体处于静止状态,开始加热

时液体仍然保持着这种平衡状态。然而,当上下

温差达到一定程度,液面上突然出现规则的六边

形对流图案。每个小六边形中心较暗处液块上

浮,边缘较暗处液块下沉。在二者之间较明亮的

环状区域液块作水平运动。如果进一步对下部液

层加热,液体会进入到湍流状态。

1.2 前人进展

1900年左右,Henri
 

Bénard第一次定量研究

了贝纳德对流。他对流体内部的流动方向、上表

面图案的形状和特征长度进行了定量测定[5]。更

多科学家试图从理论上解释贝纳德实验中获得的

结果。Lord
 

Rayleigh意识到温差在其中起到的

重要作用,开始用瑞利数Ra 来描述对流。他在

1916年提出了基于浮力效应的反馈耦合理论,并
使用一套完整的线性稳定性分析的方法,成功解

释了贝纳德的部分结果[6]。基于自由边界条件,
他得到了临界瑞利数和对应的波数值。随后,Sir

 

Harold
 

Jeffreys对更符合现实情况的刚性边界条

件,进行稳定性分析,得到了此情况下的 Rc 和

kc
[7]。Pellow和Souyhwell在1940年同样获得

了无滑动速度边界条件下的Rc-k曲线[8]。

20世 纪60年 代,Schlüter,Lortz和 Busse
 

(SLB)三人对刚性边界下的弱非线性分析为现代

贝纳德对流分析奠定基础[9]。SLB确定出瑞利

贝纳德对流的分叉是超临界的:即在临界值附近,
系统将表现出稳定的对流模式。SLB给出努塞尔

数Nu的初始斜率,与早期Silveston的实验结果

相符[10]。对流模式分为滚筒形、正方形和六边形

等。Malkus 和 Veronis 预 测,在 自 由 边 界 和

Boussinesq条件下,对流图案应该呈现滚筒形[11]。
这一预测得到了实验观测的印证[12]。

事实上,超过Rc 后,瑞利 贝纳德对流系统的

相空间会变得极其复杂。研究者开始用混沌理论

来解释分岔的机制。相关方面的研究有Saclay关

于混沌吸引子的研究[13]、Jensen的可变磁场条件

下导电流体(汞)在对流中体现的多分形特性的研

究[14]等。E.N.Lorenz则选用洛伦兹模型研究贝

纳德对流的混沌现象[15]。
本文通过建立流体模型,从基本控制方程组

出发进行理论推导和计算,结合固定边界条件下

的仿真模拟,得到了利用瑞利数判定贝纳德对流

产生条件的方法,并给出了更加清晰的物理图像。

2 理论推导

2.1 控制方程组推导

为了推导流体运动控制方程组,首先作如下

751



物理与工程

守恒近似。
质量守恒,即任意一个流体微元在运动的过

程中,其质量都不会发生改变,即
d
dt∭

V(t)
ρr,t  d3r=0

  由输运定理,并将方程写成分量形式

∂ρ
∂t+uj

∂ρ
∂xj

=-ρ
∂uj

∂xj

(1)

  动量守恒,即动量变化率等于外界施加的力,即

ρ
∂u
∂t+u·

Δ

u  =-

Δ

p+η

Δ

2u+ρgz

其中,等式右边分别反映了压力、阻力与浮力的贡

献,η为流体的动力黏度。由于浮力只存在于z
方向,分量形式可写作

ρ
∂ui

∂t +ρuj
∂ui

∂xj
=-

∂p
∂xi

+η

Δ

2ui+δi3ρg 

(2)

  能量守恒,即流体宏观动能与内能之和等于

外力做功与传导热量之和,利用傅里叶定律写出

∂T
∂t +u·

Δ
T=κ

Δ
2T (3)

其中,κ=λ/ρCp 为热扩散系数。
为简化研究,我们假定研究对象为不可压缩

流体,同时采取Boussinesq近似[16]:
(1)

 

对不可压缩流体,密度ρ=ρ0 为定值。
(2)

 

为尽量更好地描述实际情况中密度随温

度变化的行为,且考虑到在温差较小时密度波动

量很小,于是仅在浮力项中引入

ρ≈ρ0 1-α T-T0    
其中,α为体膨胀系数。即忽略了方程(1)(2)(3)
中除ρgz项之外的密度变化。

基于以上假设,重写方程如下,它们是基本的

RBC控制方程组:
�·u=0

ρ0
∂u
∂t+u·

Δ

u  =-

Δ

p+η

Δ

2u+

        ρ0 1-α T-T0    gz
∂T
∂t +u·

Δ

T=κ

Δ

2T

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

2.2 方程处理

为分析贝纳德对流的稳定条件,考虑在基态

流动上加一个小扰动,把各个物理量写成基态+
扰动的叠加形式

u=u0r,t  +u'r,t  

p=p0r,t  +p'r,t  
θ=θ0r,t  +θ'r,t  

其中,θ是经过归一化处理的温度场量。由于设置初

始条件为流体静态平衡,速度场基态u0r,t  =0,并
假设温度场基态为线性分布θ0r,t  =1-z。将

基态代入控制方程组,并与原方程相减,得到扰动

形式的控制方程组

∂ζ
∂t=ν

Δ

2ζ (4)

∂
∂t

Δ

2w=gα
∂2θ
∂x2+

∂2θ
∂y2  +ν

Δ

4w (5)

∂θ
∂t=βw+κ

Δ

2θ (6)

其中,ζ 为z 方向的速度旋度分量,即ζ=
∂uy

∂x -

∂ux

∂y
,

 

w 为z 方向的速度分量,β为z 方向的温度

梯度。
进一步地,每一个物理量的扰动量,可以在

xy 平面上展开成多个简谐波的叠加

ζ=Zz  expikxx+kyy  +pt  
w=W z  expikxx+kyy  +pt  
θ=Θz  expikxx+kyy  +pt  

  可以看出,在这些方程的形式下

∂
∂t=p, 

∂2

∂x2+
∂2

∂y2=-k2, 

Δ

2=
d2

dz2
—k2

  于是将扰动场方程(4)(5)(6)重写为

p
d2

dz2
—k2  W =-gαk2Θ+ν

d2

dz2
-k2  

2

W

(7)

pΘ=βW +κ
d2

dz2
-k2  Θ (8)

pZ=ν
d2

dz2
-k2  Z (9)

2.3 边界条件

我们的研究模型采用固定边界条件(rigid
 

surface),即在容器的上下表面上:
(1)

 

温度恒定θ=0。
(2)

 

速度沿z方向分量w=0。
除此之外,我们引入黏性流体的无滑移边界

条件(no-slip),即流固边界处速度法向分量和切

向分量均为零:
(3)

 

速度沿xy 方向分量u=v=0。
针对之前得到的方程(7)(8)(9),边界条件可
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以写为

Θ=0, W =0, Z=0, 
dW
dz =0 (10)

2.4 特征方程求解

利用长度和温度的特征量

L  =d, T  =
d2

ν
  将方程无量纲化,并引入参数

a=kd, σ=pd2

ν
  定义算符D=d/dz,联立方程消去Θ并化简

D2-a2  D2-a2-σ  D2-a2-pσ  W

=-Ra·a2W (11)

  至此,我们得到了流体力学中两个重要的无

量纲数,一是普朗特数(Prandtl
 

number),即

p=νκ
它反映流体中动量扩散率与热扩散率的比值,在
此不多作赘述。

第二个无量纲数是本文研究的重点,它在控

制RBC过程中有关键作用,即瑞利数(Rayleigh
 

number),即

Ra =gαβd4

κν
(12)

它反映自然对流与热扩散、动量扩散的比。
继续考查方程(11),在边界条件(10)的约束

下,可以解出瑞利数的一个特征解

Ra =

π2+a2  3

a21-16aπ2cosh2
1
2a
/ π2+a2  2sinha+a      

(13)

  它是关于无量纲数a 的函数。对于一个特定

的扰动(由a 表征),对应一个瑞利数的特征解,暂
记作Rc。当实际瑞利数Ra<Rc 时,该扰动对系

统来说是稳定的,即不会发生贝纳德对流,反之则

会发生第一次失稳(对流)。由稳定性理论,只要

Ra 对任意一个扰动是不稳定解,我们便称其为不

稳定的。于是,我们希望找到一个临界值Rc,在
它之下对任意扰动都是稳定的,即发生贝纳德对

流的临界值。
显然,Ra 关于a 的最小值便是寻找的临界值

Rc,
 

可数值解得,当a=3.117时,有Rc=1707.762。

2.5 特征解对应的物理意义

除去发生贝纳德对流的临界条件之外,我们

还希望考察方程解与对流图案形状的关系,以及

无量纲数a 的物理意义,以此深入探究贝纳德对

流的性质。
我们通过考察简单情况来说明特征解的对称

特性,以及a 的实际含义。当所有物理量仅与x、
z方向有关,即场沿y 方向具有平移不变性时,对
流胞体将是沿y 方向延伸的卷筒形状,如图1
所示。

图1 卷筒型胞体示意图

且对应的w 的特征解具有以下形式

w=W z  cos2πLx

可相应解得u=-
DW
a2
2π
Lsin

2π
Lx,v=0。稳定对

流时,两个胞体的接触面上水平速度u=v=0,故
x 只能取分立的一系列值

x=± n+
1
2  L 及±nL

定义卷筒状对流的环流尺度s为相邻两个胞体的

距离,于是有s=L=
2π
a
。因为在之前对方程做过

无量纲化,还原量纲便要乘上特征长度d,s=
2πd
a
。

这就将方程中抽象的a 与实际对流的物理图

案联系在了一起。类似地,在xy 面投影为矩形的

胞体(简称矩形胞体,下文的六边形胞体亦如是)
有特征解形式

w=W z  cos2πLx
xcos2πLy

y

  两个方向的环流尺度:sx=
π
ax

d,sy=
π
ay

d

对六边形胞体,特征解为

w=
1
3W z  2cos

2π
3L

xcos2π3Ly+cos
4π
3Ly  

  定义环流尺度为六边形边长:s=
4πd
3a
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3 仿真模拟

我们使用COMSOL
 

Multiphysics􀳏软件分别

从“二维轴对称”和“三维”两种维度对该物理体系

进行建模模拟。如图1所示,考虑到该体系具有

较好的旋转对称性,采用“二维轴对称”假设进行

计算将会大大减少运算量,便于调整参数发现更多

现象及得出更一般的结论。“三维”模型运算量巨

大,耗时长,因此在建模中我们更多的是用到“二维

轴对称”模型,而三维模型则多用作对结论的验证。

图2 维度选择

3.1 模型定义

我们仿真时使用的流体介质为纯水。容器为

刚性圆柱。假设容器具有绝热侧壁和恒温上下表

面。具体的参数设置如表
 

1所示。该表假设水的

物性参数在温差较小时可以近似为其在环境温度

下的物性参数,即忽略了水物性随温度的变化。
考虑到实验温差数量级较小,该假设是合理的。

表1 参数设置

物理量 符号 值

容器高度 d 0.01m

容器半径 rb 0.05m

环境温度 T0 298.15K

热膨胀系数 α 2.57×10-4K-1

重力加速度 g 9.8kg·m/s2

运动黏度 ν 8.9245×10-7m2/s

导热系数 λ 0.60653W/m·K

密度 ρ 997.05kg/m3

恒压热容 Cp 4181.3J/K

  在正式开始建立模型之前,我们先设置环境

温度。在“物理场”选项卡中点击“共享属性”,选择

“环境属性”。在“环境属性”的设置栏中,找到“环
境条件”栏目下的Tamb 输入框,键入“298.15[K]”。

3.2 几何建模

我们现在考虑该模型的几何结构。无论是

“二维轴对称”抑或“三维”,在几何上都可以看作

是一个矩形绕一条边为轴旋转而来,因此如图3
所示,我们先构建一个矩形,并指定一条边作为转

轴。在三维情况下完全类似,我们创建一个工作

平面然后指定转轴旋转得到圆柱体容器。

图3 
 

几何建模

(a)
 

二维截面;
 

(b)
 

工作平面

如图4所示,在早期的模型中我们还考虑了

容器厚度、容器倾斜侧壁对模型的影响[17]。但后

来我们认识到这些琐碎的因素不利于观察本质的

物理现象,因此这些细节在此次分析中被略去了。

图4 早期模型[17]

3.3 材料设置

由于我们忽略了容器厚度的影响并设置了固
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定边界,容器实际上根本无须设置材料,我们只需

指定中央流体场的材料为水。如图5所示,我们

在搜索框中键入“water”,双击选择基础材料库中

的“H2O(water)[liquid]”添加到材料。

图5 材料设置

图6 域选择

(a)
 

二维域;
 

(b)
 

三维域

随后如图6所示,我们指定材料所作用的域

作为流体场所在的区域。至此,材料的设置就完

成了。一般而言,为方便后续操作,也可以将流体

所在的域指定为新的名称,不过由于我们选择的

域在模型中只包含了域1,因此此处从简了。

3.4 物理场:层流

首先,如图7所示,我们在“模型开发器”下的

“层流”选项卡下选择层流场所作用的域。由于在

该模型中只存在这一个区域,所以这一步通常是

无须设置而自动完成的。但当我们考虑实际问题

而需考虑容器对模拟的影响时,这一步设置就是

必要的。

图7 层流域

考虑到当温度梯度不大且压强变化不明显

时,水的密度几乎是不变的。因此我们在“物理模

型”栏中的“可压缩性”列表中选择“不可压缩流

动”。事实上,除水下爆炸等特殊情况之外我们往

往都可以使用不可压缩近似。然后勾选“包含重

力”和“使用约化压力”选框。在参考位置中,对三

维模型,指定rref=
rb

0
d  ,对二维模型,指定rref=

rb

d  。单击展开“离散化”栏,如图8所示,选择

“P2+P1”。这将会使用二次型函数解决流体速度

问题。

图8 离散化

在“物理场”选项卡中选择“点”,然后设置压

力点约束。如图9所示,对二维模型只需标注的
一个点,而对三维模型需要同时选择标注的四个

点添加压力点约束。
最后,我们在“物理场”选项卡中点击“边界”,

选择“壁”。在“边界选择”中选中容器的上下表面

和侧壁,然后在壁的边界条件中选择“无滑移”。
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图9 压力点约束

(a)
 

二维压力点;
 

(b)
 

三维压力点

此即此前提到的固定边界条件。于是层流物理场

的设置就完成了。

3.5 多物理场:非等温流动

在“模型开发器”的“多物理场”节点下选择

“非等温流动”。在其设置窗口中找到“材料属性”
栏,如图10所示,启用“布辛涅斯克近似”。

图10 布辛涅斯克近似

3.6 物理场:流体传热

在“模型开发器”下的“流体传热”节点下点击

“初始值1”,在其设置中找到T,输入“298.15[K]”
作为流体的初始温度。

在“物理场”选项卡中找到“边界”选择“温
度”。如图11所示,选中容器的上边界,设置上表

图11 上表面温度

(a)
 

二维上表面温度;
 

(b)
 

三维上表面温度

面的温度,在T0 中选择之前设定的“环境温度”。
然后重复上面这一步骤,我们为容器的下表

面设置温度。与之前的操作完全类似,只是在边

界选择环节我们选定容器的下表面。在设定温度

的数值时,为了后续调整温度梯度方便,如图12
所示,我们可以在数值处填写成T0+ΔT 的形式。

其中 ΔT 的 具 体 数 值,可 以 使 用 一 个 简 易 的

MATLAB脚本计算得到,代码如下:

%Δt
 

for
 

water

alpha=0.257e-3;

Ra=2000;

L=0.01;

g=9.8;

niu=8.9245e-7;

lambda=0.60653;

rho=997.05;

cp=4181.3;

kappa=lambda/(rho*cp);

Δt=(Ra*niu*kappa)/(alpha*g*L̂3)
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图12 温度设置

如图13所示,右键“模型开发器”下的“流体

传热”,在右键菜单中找到“热绝缘”。这正是我们

之前假设的绝热侧壁边界条件。

图13 热绝缘

如图14所示,在选择热绝缘作用的壁时,我
们选择容器的侧壁。这是基于绝热侧壁假设。当

考虑非绝热侧壁时,这里应改为设置“热通量”。
至此,流体传热物理场的设置就完成了。

图14 热绝缘侧壁

(a)
 

二维热绝缘;
 

(b)
 

三维热绝缘

3.7 网格

在“模型开发器”下找到“网格1”。在“网格”
的设置窗口中找到“物理场控制网格”。这里可以

根据所研究问题的精度与计算机的算力选择单元

大小。这里选择“常规”即可。完成后点击“全部

构建”,观察到如图15所示的结果。

3.8 研究:瞬态

由于对流发生的特征时间在我们的模型中大约

为6分钟,我们可以根据具体需要计算模型在6~15
分钟内的演化情况。在“模型开发器”中点击“步
骤1:瞬态”,如图16所示,找到“研究设置”。在

“输出时步”中键入“range(0,3[s],9[min])”。然

后从“容差”下拉菜单中选择“用户控制”,在“相对

容差”中键入“1e-3”。
在“研究”选项卡下点击“显示默认求解器”,

然后在“模型开发器”下的“解1”节点下点击“瞬态

求解器1”。如图17所示,在其设置窗口中展开

“绝对容差”栏。选择“容差方法”为“手动”然后在

“绝对容差”框中键入“2.5e-5”。然后在“研究”
中点击“计算”。
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图15 构建网格

(a)
 

二维网格;
 

(b)
 

三维网格

图16 求解器设置

图17 绝对容差

3.9 结果处理

在处理结果时,由于我们更关注流体中速度

场的分布,我们可以画出特定时刻下二维模型的

速度或速率分布图与全过程动态图、三维模型的

某个横纵截面的速度或速率分布图与全过程动态

图。如图
 

18所示,我们可以截取三维柱体的横截

面或一系列平行的纵截面。

图18 体截面

瞬时结果如图19所示。可以根据需要调整

配色方案和单位。
生成动态结果:找到“结果”选项卡,选择“动

画”,根据需求选择“播放器”或“文件”。这里以

“播放器”为例,如图20所示,根据之前所计算的

具体步长可以设置具体的帧率,这相当于设置了

动画相对于真实物理模型的时间倍率。动画生成

完毕后,点击红框处即可播放。若是选择了“文
件”,则可以导出对应的动画文件。
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图19 瞬时结果

(a)
 

二维结果;
 

(b)
 

三维横截面;
 

(c)
 

三维纵截面

图20 动画生成

3.10 验证结果,新的问题

在第2节理论推导部分,已经证明在固定边

界条件模型中,临界瑞利数Rc=1707.762。通过

调整温度梯度改变Ra 值,并分析仿真动画结果,
即可验证贝纳德对流是否在Ra>Rc 时发生,而
Ra<Rc 时不发生。

我们分别取瑞利数为50、1500、2000、3000、

20000,仿真结果如图21所示。

图21 仿真验证结果

以上是流体运动典型瞬间的截图,若结合生

成动画分析,可看出在瑞利数小于临界值时,液体

虽然会产生小扰动,但在一段时间后将重新恢复

静力学平衡。与之相比,在Ra=2000,3000时,液
体的速度场产生了稳定有序的结构,不会随时间

推移消失,据此可以确定,当瑞利数大于临界值

时,液体产生了贝纳德对流。在此基础上,可以缩

短步长、逼近临界理论值进一步验证,实际证明这

种方法是有效的,且在一定误差内与理论预言符

合得很好。
然而,贝纳德对流产生的条件并没有就此被

完美解释,一个问题逐渐变得明晰而重要:当温度

梯度很大、瑞利数很大时,稳定对流是否能继续保

持稳定?
在图21中,可以看到当瑞利数非常大时,液

体呈现出完全不同的运动模式,这迫使我们思考:
是否存在着第二个临界瑞利数,反映着液体从稳

定对 流 到 无 序 震 荡 或 湍 流 的 阶 跃? 又 该 如 何

计算?

4 理论补充

查阅文献以及实际实验数据,第二个临界状

态是确实存在的[18-20],将此时对应的瑞利数记作

Rc2。为讨论Rc2 确切的计算方法,在此引入另外

一种描述流体运动的理论:洛仑兹方程[21]。
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基本控制方程仍如2.1节中列出的那样,但

引入流函数ψ=∫
P

A
udy-vdx  ,并将ψ 和θ展

开成傅里叶级数,取最低一阶项。
定义X、Y、Z 为展开系数,并引入无量纲时间

项τ=
π2κ
d2 1+a

2  t,可将方程整理成洛伦兹方程

组的形式

dX
dτ =-σ(X -Y)

dY
dτ=rX -Y-XZ

dZ
dτ=-bZ+XY

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(14)

其中,r为相对瑞利数,即r=
Ra

Rc1
。

σ=
ν
κ

b=
4π2

π2+a2

  X、Y、Z 构成一个相空间,空间坐标表征对流

运动的状态,当坐标稳定于原点外的某一点时,说
明发生了稳定对流。现讨论相空间的平衡点,即

 

dX
dτ=0

,dY
dτ=0

,dZ
dτ=0

的情况,解得此时平衡点

最多有三个

X =0,Y=0,Z=0

X =Y=± b(r-1),Z=r-1 
  若r<1,则系统只有一个平衡点,即 X=0,
Y=0,Z=0,此平衡点是不动点。随着r的增大,
平衡点会增加,r>1时存在三个平衡点,这三个

点也叫吸引子,从而可以形成贝纳德对流,此时就

是前面探讨的R>Rc 的情况。但随着r 的增大,
该微分方程的基解系会出现e 的正次方幂,从而

使系统脱离平衡状态,所以存在第二个临界rc。
如图22所示,当r足够大时原本两个平衡点

邻域内的相轨交错在了一起,从而失稳,两个平衡

点C1,C2 成为不稳定焦点,发展为奇异吸引子。
现讨论r 的上界rc,将洛伦兹方程改写成矩

阵形式

ẋ

ẏ

ż  =
-σ σ 0
r -1 -x
y 0 -b  x

y
z  

  将此方程组在平衡点C1 或C2 线性展开,原

图22 r足够大时系统的相图

方程组有

ẋ

ẏ

ż  =
-σ σ 0
r -1 -C
C 0 -b  x

y
z  

其中,C=x=y= b(r-1)。
代入得到微分方程组的特征方程

λ3+ σ+b+1  λ2+bσ+r  λ+2σbr-1  =0
  使用

 

Cardano方法[22]求解得

λ1=
1
3 3bσ+r  -σ+b+r  2  

λ2=
1
27
[2σ+b+r  3-9bσ+r  σ+b+r  +

  54σbr-1  ]

λ3=
3

λ2+ λ22+4λ13 +
3

λ2- λ22+4λ13

  当三者都是小于0的时候,可以得到的基解

矩阵在t→∞时是趋于

0
0
0  的,说明该点还是正常

的吸引子,当λi 其中有一个大于0,就出现奇异吸

引子,从而变得不稳定。
即λ1λ2λ3>0

λ1λ2
3

λ2+ λ22+4λ13+
3

λ2- λ22+4λ13  >0
  代入λ1,λ2 解得

r<
σσ+b+3  
σ- b+1  

  所以

rc =
σσ+b+3  
σ- b+1  

(15)

  为验证上式的正确性,取σ=10,b=8/3,得到

理论rc=24.7368,并使用 MATLAB作出r 在
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22~25间变化时对应的相轨图。

图23 相轨变化图

从图23可以看出,在r 从24.7增加至24.8
后,出现奇异吸引子,液体发生第二次失稳,从稳

定对流过渡至湍流。这与理论预言的24.7368符

合得很好。

结合r=
R
Rc
,可以得出 Ra 的第二个临 界

值Rc2

Rc2=Rcrc =
π4(1+k2)3σ(σ+b+3)

k2 σ- b+1    

=
64π4σσ+b+3  

4b4-b3  σ- b+1    
(16)

  若代入液体的真实普朗特数σ与a,便可计算

出Rc2 的具体数值。在本模型的条件下,计算得

Rc2=46177。
至此,我们完成了对第二个瑞利数临界值的

理论预言与计算。

5 结语

结合理论推导和COMSOL仿真模拟,本文

证实了贝纳德对流的发生条件为Rc1<Ra<Rc2。
当Ra<Rc1 时,液体维持静力学平衡;当Ra>Rc2

时,液体发生湍流。上述两个临界值的计算方法

已在文中给出,实际实验与模拟中可通过调节温

度梯度进行验证。同时,我们对贝纳德对流特征

方程组解的对称性、波数的物理意义进行了分析,
并在不同的胞体形状下将其与环流尺度联系在一

起,使方程的物理图像更加清晰。
需要强调,本文采用的模型是固定边界条件

下的圆盘形水的对流,若使用自由边界条件,或考

虑液体表面与空气的接触,则需另外写出约束条件

求解,并考虑马兰戈尼效应(Marangoni
 

Effect)[23],
基本思想和研究方法与本文类似。
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