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量子力学狄拉克符号量纲问题
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摘 要 在量子力学中波函数和狄拉克符号教学中,很少思考到波函数的量纲问题,而狄拉克

引入的左矢和右矢是描述量子态的强大工具。然而,关于狄拉克符号是否具有量纲的

问题似乎很少被讨论,似乎大家理所应当地认为狄拉克符号只是一个没有量纲的数学

符号而已。在本文中,我们将详细讨论波函数和狄拉克符号的量纲问题,以连续变量

算符x̂,̂p 为例,我们应选择它们无量纲的本征态矢而不是常用到的具有量纲的态矢,
在此选择下,狄拉克δ函数也无量纲。狄拉克符号量纲问题的澄清将有助于学生更深

入地理解量子力学符号的含义。
关键词 波函数;狄拉克符号;量纲分析
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Abstract When
 

teaching
 

quantum
 

mechanics,
 

little
 

consideration
 

is
 

given
 

to
 

the
 

dimensional
 

aspect
 

of
 

wave
 

functions
 

and
 

the
 

Dirac
 

notation.
 

The
 

introduction
 

of
 

the
 

Dirac
 

notation,
 

with
 

its
 

bra
 

and
 

ket
 

vectors,
 

is
 

a
 

powerful
 

tool
 

for
 

describing
 

quantum
 

states.
 

However,
 

the
 

ques-
tion

 

of
 

whether
 

the
 

Dirac
 

notation
 

has
 

dimensions
 

is
 

rarely
 

discussed.
 

It
 

seems
 

that
 

it
 

is
 

com-
monly

 

assumed
 

that
 

the
 

Dirac
 

notation
 

is
 

merely
 

a
 

dimensionless
 

mathematical
 

symbol.
 

In
 

this
 

article,
 

we
 

will
 

discuss
 

the
 

dimensional
 

aspect
 

of
 

wave
 

functions
 

and
 

the
 

Dirac
 

notation,
 

which
 

will
 

help
 

students
 

develop
 

a
 

deeper
 

understanding
 

of
 

the
 

meaning
 

behind
 

quantum
 

mechanical
 

symbols.
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  自从量子物理的发展以来已经有一百多年

了[1-7],薛定谔提出的方程成为波动量子力学的开

始,对于所描述的波函数的物理解释,波恩对量子

态波函数的概率解释已经被人们广泛接受并成为

量子物理的一个最重要的概念,也是测不准关系,
量子纠缠等物理现象的起源。众所周知,量子态
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可以在不同的表象中表示,包括坐标、动量和相互

作用表象等,就像一个空间的矢量可以选择在不

同的坐标系下表示一样。但一个实实在在存在的

量子态及其相关的物理量是不依赖于其表象的选

择的,因此,狄拉克引入了简洁的左矢和右矢符号

(bra
 

and
 

ket)来表示一个独立于表象的态矢,这
种简洁表示和运算被广泛应用于教科书[8-10]。然

而,在文献中很少讨论狄拉克符号是否具有量纲

的问题,大多数学习者可能会简单地认为狄拉克

符号只是一个数学符号而已,应该是没有量纲的。
在本文中,我们将详细讨论描述量子态的狄拉克

符号的量纲问题,我们发现狄拉克符号具有量纲

的不确定性,无量纲表示只是其中的一个特殊情

况[11]。希望我们的讨论能对大家学习和教授量

子物理相关知识的过程有所帮助。
为简单起见,我们以在一维空间运动的粒子

为例。首先我们用中括号表示量纲分析,定义质

量,长度和时间的量纲分别为

[mass]=M, [length]=L, [time]=T
一个无量纲物理量 Q代表[Q]=1。因此坐标和

动量的量纲分别为

[x]=L, [P]=MLT-1

根据它们自己的对易关系,可知普朗克常量的量

纲为

   = x  p  =ML2T-1

  如有一态矢,其狄拉克右矢符号表示为|ψ>,
其共轭左矢为<ψ|,虽然一个具体表象里它们之间

是复共轭的关系,但在投影到具体表象之前,我们

没有理由认为左矢与右矢具有相同的量纲,因此

假设左右矢的量纲分别为

ψ>  =A, <ψ  =B
由于狄拉克符号满足归一化条件

<ψψ>=1
因此 <ψ|ψ>  = <ψ|  |ψ>  =AB=1,也就是

说,左右矢的量纲满足互逆关系

B=A-1

  首先,我们在坐标空间表象中讨论这个问题,
定义连续坐标空间位形态(右)矢为 |x>  ,则其

满足的本征方程为

x̂ x>=x x>
其正交归一条件为

<x y>=δx-y  
等式右边为狄拉克δ 函数。态矢|ψ>在坐标空间

的表示为

ψx  =<xψ>=<ψx>* (1)
由于要满足概率守恒/粒子数守恒条件,空间波函

数要满足以下归一化条件

∫
∞

-∞
ψx  2dx=1

对积分部分进行量纲分析,可知

ψx    ψx    x  =1
则我们得到坐标空间波函数具有量纲

ψx    =L-1/2,
同样,我们假设连续坐标空间位形的左、右态矢的

量纲分别为

<x  =XB, x>  =XK

则从式(1)可知

L-1/2=XBA=XKA-1

因此

XK =AL-1/2, XB =A-1L-1/2

所以

A=XKL1/2, XKXB =L-1

上式告诉我们,位置空间的狄拉克δ 函数具有长

度倒数的量纲

<x y>  = δx-y    =L-1

这与量子力学封闭关系一致

ψ>=∫ψy  y>dy

因为其量纲关系为

A=L-1/2XKL=XKL1/2

与以上结论自洽。
其次,我们从动量空间表象中再来讨论,类似

的,我 们 定 义 连 续 动 量 空 间 位 形 态(右)矢 为

|p>  
 

,则其本征方程

p̂ p>=p p>
和正交归一条件为

<pq>=δp-q  
态矢|ϕ>在动量空间的表示为

ϕ p  =<p ϕ>=<ϕ p>*

同理,我们假设动量的左右矢的量纲为:
<p  =PB, p>  =PK

易得 ϕ p    =PBA=PKA-1。
由动量空间波函数归一化条件

∫
∞

-∞
ϕ p  2dp=1

可知

ϕ p    = p-1/2  = MLT-1  -1/2
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因此

MLT-1  -1/2=PBA=PKA-1 (2)
即以上结论告诉我们,动量空间狄拉克δ 函数也

具有如下量纲

<pq>  = δp-q    =PBPK = MLT-1  -1

(3)

  为了验证以上结论的自洽性,我们下面再考

虑利用狄拉克符号连接ϕ x  ,ϕ p  

ϕ p  =∫<p x>ϕx  dx

其中

<p x>=<x p>=
1
2π 

e-ipx/ 

以上两个方程的量纲分别为

MLT-1  -1/2=PBXKL-1/2L=PBA
和

PBXK =    -1/2= ML2T-1  -1/2

再利用上面结果的XK=AL-1/2 后以上关于与上

述式(2)和式(3)一致。
另外,对于一个用狄拉克符号表示的量子态

|Ψ>,可以用一组正交基矢去展开

Ψ>=∑
n
Cn n>

展开系数为

Cn =<n Ψ>
且基矢满足正交归一条件

<n m>=δm,n

狄拉克符号表示的量子态满足归一化条件

<Ψ Ψ>=∑
m,n

C*
mCn<m n>=1

其量纲分析会导致一个显而易见的结论

C*
m  Cn  <m n>  =1⇒ Cn  =1

即展开系数是无量纲的。但这里基矢|n>与态矢

|Ψ>一样,其量纲应取

n>  =A, <n  =A-1

因此,A 取任何量纲值都满足正交归一条件。其

量纲由作用在它满足的本征方程所对应的力学量

算符决定,̂O|n>=On|n>。因此,狄拉克符号中

左矢与右矢的量纲具有不确定性。但就像规范不

变性一样,一个真实的物理态及其对应的可观测

量应该不依赖于左矢与右矢的量纲的选择。因

此,我们可采用固定一个的惯例来约定。
例如,我们约定取一个特殊的量纲 |ψ>  =

A=1,即回到我们以前认识的状态,对于一个物

理态,其狄拉克左矢与右矢的描述量纲相同,且都

是无量纲的,这与狄拉克符号提出的初衷一致,不
依赖于任何表象。但是,此时对于给定表象下的

连续变量位置和动量对应的左矢与右矢却不是无

量纲的。在此条件下我们有

XB =XK =L-1/2

PB =PK = MLT-1  -1/2

  以上结论是针对一维运动的粒子而言的,对
于n-维空间的粒子,以上讨论很容易扩展得到

XB =XK =L-n/2 (4)

PB =PK = MLT-1  -n/2 (5)

  因此,对于狄拉克符号描述的量子态,其波函

数具有量纲的不确定性。在某些特殊情况下,我
们可以选择特定的单位制,使得狄拉克符号描述

的物理状态的波函数无量纲。因此,在使用狄拉

克符号描述连续变量时,我们需要注意量纲的一

致性,并遵循适当的单位制约定,
 

如式(4)(5)所
示。据此,两者对应的狄拉克δ函数也具有量纲。
接下来,我们用谐振子问题中的表象变换再讨论

一下,谐振子位置和动量算符与升降算符具有以

下关系

x̂=
 

2mω a+a†  

p̂=i
mω 
2 a†-a  

由量子力学基本对易关系 x̂,̂p  =i ,易证

a,a†  =1
但如果只需要满足以上正则对易关系,̂x,̂p 的定

义可以具有任意性

x̂=
1
α

 
2mω a+a†  

p̂=iα
mω 
2 a†-a  

也满足以上对易关系。a,a† 是没有量纲的算符,
则x̂,̂p 是有量纲的算符。如果我们选择定义无

量纲的算符

X̂ =
1
2

a+a†  

P̂ =
i
2

a†-a  

可求得 X̂,̂P 两个算符的本征态分别为[12-13]

X>=e
Xa†-

1
2a
†2

0>
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P>=e
i Pa†+

1
2a
†2

0>
本征值为X,P 且无量纲。容易验证|X>,|P>也
是x̂,̂p 的本征态。因此连续坐标和动量算符的

本征态矢也可以是无量纲的态矢。这里便引出了

一个问题,̂x,̂p 有两种本征态? 还是一种? 一种

与量纲有关,一种与量纲无关。
但按照我们对量子狄拉克态矢的理解,量子

理论的态矢空间应该是无量纲的量子态矢空间,
因此选择无量纲的态矢|X>,|P>作为x̂,̂p 的本

征态矢应该是更加适合的。

结论

在狄拉克符号表示的态矢约定下,量子理论

的态矢空间应该是无量纲的态矢空间,对于连续

变量算符x̂,̂p,我们应选择|X>,|P>作为其无量

纲的本征态矢而不是常用到的具有量纲的|x>,

|p>。在此选择下,狄拉克δ函数也无量纲。而具

体物理量对应的算符则是可以有各种量纲的算

符。在学习和应用量子力学时,我们应该注意狄

拉克符号的量纲问题,以确保正确地理解和使用。
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