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量子世纪年
一维谐振子薛定谔方程含时演化非级数解析解

王雯宇 程 茜 梁淇玮 杨琳朔

(北京工业大学物理与光电工程学院,北京 100124)

摘 要 1926年薛定谔找到了一个一维谐振子薛定谔方程含时演化解析解。这个解并不是能

量本征态波函数级数求和形式。这可以让我们从新的角度理解量子系统的随时间演

化行为。本文主要对该含时演化解析解进行了分析,给出了两种推导方法,然后继续

推广得到了更多的含时演化非级数解析解,找到了这些解析解的递推关系,最后讨论

了这些解析解的教学意义及应用。
关键词 薛定谔方程;谐振子;含时演化;解析解
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  一维简谐振动是物理学中简单却极其重要的

物理问题之一。这是因为在自然界中广泛存在着

简谐振动。任何物体在平衡位置处的小振动,如
分子振动、晶格振动等,在适当选择坐标系之后,
一般都可以分解为独立的一维简谐振动。简谐振

动还往往是复杂运动的初步近似,简谐振动的解

也是求解复杂问题的出发点。在量子力学中,由

简谐振子问题求解而产生的算子代数、产生和湮

灭算符是量子力学形式体系的基本内容,也是表

述量子力学的重要手段,特别在相对论量子场论

中,谐振子自由场的产生和湮灭是进一步表达场

相互作用的基础。谐振子系统也是物理学理论中

少有的能够有严格解析解的物理系统。经典力学

的简谐振动方程,量子力学的谐振子波函数,以及
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路径积分解析形式对理解谐振子及其相关物理机

制有着重要意义,因此谐振子问题的探讨是经典

力学、量子力学以及量子场论的重要内容。
本文主要计划研究量子力学中谐振子系统的

含时演化解析解。读者可能会觉得这是一个非常

简单的问题,因为在量子力学中谐振子一维定态

本征值和本征态波函数已经非常清楚了。本征态

波函数构成正交完备函数基,因此如果没有其他

相互作用,束缚在谐振子势中心的粒子初态波函

数都可以在正交完备函数基中展开,然后各级波

函数乘以其随时演化因子即可得到相应的含时演

化波函数。因此,原则上讲,谐振子含时演化的确

是一个简单问题。如果初态波函数展开系数可以

解析算出,那就得到了含时演化的解析解。
其实,正是因为谐振子问题可以严格求解,所

以除了本征态基矢演化之外,谐振子还可以有一

些表观非本征态波函数叠加求和的解析解。比如

格里菲斯《量子力学》在第二章(习题2.49)就给出

了薛定谔在1926年找到的一维谐振子含时解析

解形式,如下式[1]

ψx,t  =
mω
π   

1
4

exp -mω
2  x2+

a2

2 1+e-2iωt  +

i t
m -2axe-iωt  (1)

公式中的符号约定在下文给出。我们不妨称之为薛定

谔谐振子势含时解析解(薛氏谐振子解)。可以看到,

初始时刻ψ(x,0)=
mω
π   

1
4

exp -
mω
2 
(x-a)2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 并

不是本征态波函数,而是谐振子基态波函数平移

a 之后的形式。这个解是非常有意思的,并不是

上面所说的规范形式。随之而来的问题是,这个

解有什么特殊性质? 还有没有其他类似的解析

解? 同时这个解也是非常有用的,它可以作为检

验含时薛定谔方程数值求解方法有效性或者确定

计算误差的标准函数。
基于以上问题,本文将深入分析薛氏谐振子

解形式,并讨论其教学意义及应用。本文作以下

安排。第2部分讨论薛氏谐振子解式(1)的意义

以及推导方法。第3部分推广薛氏谐振子解,我
们找到了其他形式的含时演化解析解。最后给出

本文的结论。

1 薛定谔谐振子势含时解析解

首先,我们给出谐振子薛定谔方程的标准

形式[2]

i ∂∂tψx,t  =-
 2

2m
∂2

∂x2ψx,t  +
1
2mω2x2ψx,t  

(2)
其中,m 是谐振子质量,ω 是谐振子固有频率。谐

振子薛定谔方程定态解是读者熟知的。其能量本

征值是分立的

En = n+
1
2   ω, n=0,1,2,… (3)

其中,n=0称为基态。归一化本征波函数是由厄

米多项式乘以一个exp -α2x2/2  因子组成

φn x  =
α

π2nn!  
1
2

exp-
1
2α

2x2  Hn αx  

(4)

其中,α= mω/ 。如引言所说,这组波函数构成

了正交完备函数基。束缚粒子波函数ψ x,0  的

含时演化由该正交完备基展开。每个函数基乘以

相应时间演化因子得到。因此

ψx,t  =∑
∞

n=0
cnφn x  e

-iEnt/ , cn = <φn ψx,0  >

(5)

  除了以上的完备函数基展开方法以外,由路

径积分或者传播子理论计算波函数的含时演化也

是一种重要手段。谐振子的传播子的解析形式为

K xb,tb,xa,ta  =
mω

2πi sinωtb -ta  
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 1/2·

  exp imω
2 sinωtb -ta  

·

  [x2
b +x2

a  cosωtb -ta  -2xbxa] 
(6)

这个传播子具体求解过程在很多量子力学教材上

都有讲解,这里就不说明其推导过程了。它描述

的是从点 xa,ta  到点 xb,tb  以作用量为相位因

子所有路径积分的结果。取xb=x,tb=t,ta=0,
则任意初态粒子波函数ψ(x,0)的含时演化为

ψx,t  =∫K x,t,x',0  ψx',0  dx' (7)

由传播子形式还可以确定系统的能量本征值,散
射振幅等。有关传播子的其他应用可以参看费曼
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的《量子力学和路径积分》[3]。
有了以上基础之后,我们首先来看薛定谔谐

振子势含时解析解的性质。式(1)非常有意思的

地方在于e 指数上还有两 个 函 数 演 化 的 因 子

e-2iωt 和e-iωt。通常的含时演化波函数很少有这

样的形式。由于不是本征态波函数展开形式,也
很难看出来对应的能量本征态演化来。我们不妨

按照本征态波函数展开初始时刻薛氏谐振子解。
具体计算过程比较繁复,但都是量子力学中的基

本运算,这里就不展示计算过程了。结果为

cn(0)=
1
n!

mω
2 a  

n

exp-
mωa2

4    (8)
每一个本征波函数配上时间演化因子,就可以得

到含时演化的本征波函数形式

ψ(x,t)=∑
∞

n=0
cn(t)φn(x)

=∑
∞

n=0
cn(0)e

-i
Ent
 
φn(x)

=exp-
1
2α

2x2-
mωa2

4 -
iωt
2  α

π  
1
2

·

 ∑
∞

n=0

1
n!

mω
 

a
2  

n

e-inωtHn αx  

(9)
读者也可以验证,由本征波函数直接与薛氏谐振

子解求内积

cn(t)=<φn ψ(x,t)> (10)
同样可以得到波函数含时演化因子。其形式与初

始时刻展开系数乘上时间演化因子的结果是一样

的。这当然不是巧合,读者如果熟悉传播子的意

义就能明白其中的道理。这个本征函数级数解就

是上文说的通常大家能得到的含时演化形式。对

比薛氏谐振子解式(1)和本征函数级数解式(9)就
会发现,薛氏谐振子解形式简单,容易看出来波函

数和粒子概率密度的演化行为,但是不容易看出

来谐振子能级、本征波函数的细节。而本征函数

级数解能够显示这些细节,但是形式过于复杂。
其实利用厄米函数的生成函数可以由本征函数

级数解式(9)推导薛氏谐振子解式(1)。下文给

出具体过程。也就是说,本征函数级数解可以像

很多高等数学中的级数求和解析形式一样,得到

一个简单形式的解析解。而从简单的解析形式,
能够得到这组级数求和的整体演化行为,因此用

这个薛氏谐振子解可以方便地讨论、探究量子力

学里面一些比较复杂的物理性质。下面我们就

来看这个解的 概 率 密 度、坐 标、动 量 等 等 物 理

属性。
首先来看薛氏谐振子解的粒子概率密度

ψ(x,t)2=
mω
π   

1
2

exp -
mω
 x-acosωt  2􀭠

􀭡
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁􀪁

(11)
可以看到,在任意时刻,粒子都是以高斯分布的形

式存在,只是分布的中心位置以acosωt 形式振

荡,周期为

T=
2π
ω

(12)

图1展示了薛氏谐振子解粒子概率密度在一个周

期内的振荡的行为。图中实线表示粒子概率密

度,虚线为势函数。此时概率密度的振荡行为与

经典谐振子振荡行为非常相像,但是需要注意的

是二者有着完全不同的物理解释。经典物理中,
谐振子振荡是一个实物粒子在平衡位置或者某个

物理量在中心值处的振荡。而此时,量子力学中,
概率密度指的是在某个位置处单位长度出现粒子

的概率。因此原则上讲高斯波包并不是实物粒子

本身。另 外 需 要 说 明 的 是 概 率 密 度 的 演 化 公

式(11)可以看作是一个的孤子(soliton)形式,即

ψ(x,t)2=Φ(u),  u=x-acosωt
(13)

该形式与通常的孤子波函数[4]

Φ(x,t)=Φ(u)=Φ(x-vt) (14)
的形式类似。注意,此时的孤子形式并不是非线

性方程的产生的孤子解,而是类似孤子形式的概

率密度随时演化。通常所说的孤子波指的是波函

数具有式(14)的形式,而不是波函数的模方。薛

氏谐振子解式(1)自身仅仅是束缚在谐振子势中

的波函数,有实部和虚部,不能简单 构 成 孤 子

式(14)形式。谐振子势薛定谔方程是一个线性方

程。在开放的线性波动(行波传播至无穷远)系统

中,线性系统孤子解会因为相速度不同而逐渐散

开。但是对于束缚态粒子来说,由于波函数全空间

积分有限,且被束缚在势函数最低位置附近,类似

孤子形式的解是可以长期保持的。从式(11)就可

以看出来,波函数在势阱中以高斯波包形式往复

振荡。这是薛氏谐振子解特别有意思的地方,因
为由本征函数级数解式(9)中第n 个能级含时演

化因子为exp -in+
1
2  ωt􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 得到的振荡周期是
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图1 薛定谔谐振子势含时解析解的概率密度(灰色实线)随时间演化图像。灰色虚线为势函数

(a)
 

t=0时刻概率密度分布;
 

(b)
 

t=π/ω 时刻概率密度分布;
 

(c)
 

t=3π/2ω 时刻概率密度分布

2π/ω n+
1
2  ,不容易看出波函数还可以存在整

体的周期。仔细分析才会发现,不同能级的周期

存在一个最小公倍数4π/ω,这意味着波函数存在

一个固定周期为4π/ω。自然而然的,概率密度的

周期也就是2π/ω。这种性质是由谐振子势能级

式(3)决定的。推而广之,只要能够找到能级倒数

的公倍数,那束缚态粒子都会呈现一个周期运动。
比如无限深方势阱中的粒子等。而能级没有公倍

数的束缚态粒子,虽然粒子被束缚在某个势阱中,
但是其随时演化过程中不能回到初始状态,其概

率密度只能看作是混沌状态。当然,除了周期运

动外,薛氏谐振子解还能保持其概率密度形状不

变,这是孤子的重要属性。含时薛定谔方程波函

数是一个在复数域的概率波演化,概率波函数不

具有固定形状,而概率密度可以保持固定形状。
其中原因,值得深思。

接下来我们来关注薛氏谐振子解的位置和动

量的平均值,简单计算可得

<x>=∫
+∞

-∞
ψ*(x,t)xψ(x,t)dx=acosωt

(15)
动量平均值为

 

<p>=∫
+∞

-∞
ψ*(x,t)-i 

∂
∂x  ψ(x,t)dx

=-maωsinωt (16)
位置和动量平均值与经典谐振子位置和动量的关

系完全一样。由此读者就可以简单验证艾伦法斯

特定理(Ehrenfest􀆳s
 

Theorem),即量子系统平均

值演化和经典物理相同。如果单看平均值演化,
坐标和动量之间的关系与经典谐振子完全一模一

样。从物理教学的角度看,谐振子本征态坐标和

动量平均值均为零,也就无从谈论验证艾伦法斯

特定理,因此薛氏谐振子解给出了一个非常好的

验证该定理的例子,特别适合量子力学老师在教

学中使用。还可以计算得到系统的平均能量为

<E>=
 ω
2 +

1
2mω2a2 (17)

这也是非常有意思的点,也就是说我们把基态波

函数平移了距离a,系统平均能量增加了。而且

增加的量和经典力学中振幅为a 的谐振子总能量

是相等的。同时还要注意上式右边第一项是基态

能量,这是经典力学中没有的。
以上讨论了薛氏谐振子解的性质。下面我们

尝试来推导这个解。当然这里所谓的推导过程仅
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仅是重复薛定谔的结果,至于薛定谔找到该解析

解的历史过程,本文不作探讨。上文已经说明薛

氏谐振子解在初始时刻是谐振子基态波函数平移

a 之后的结果。因此只需要将平移a 之后的波函

数形式利用传播子将其随时演化的结果计算出来

即可。

 ψ(x,0)=
mω
π   

1
4

exp -
mω
2 
(x-a)2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (18)

为初态波函数。代入式(7),得到

ψ(x,t)

=
mω
π   

1
4

∫
+∞

-∞

mω
2πi sinωt  

1/2

·

exp
imω
2 sinωt x2+x2

c  cosωt-2xxc    ·
exp -

mω
2 
(xc -a)2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dxc (19)

由传播子计算含时演化过程比较复杂,将上式中

的括号都展开并整理,可得,

ψ(x,t)=
mω
π   

1
4 mω
2πi sinωt  

1/2

·

exp
mω
2 

i
tanωtx

2-a2  
∫

+∞

-∞
exp

mω
2  i

tanωt-1  x2
c -

i
sinωt2x-2a  xc dxc (20)

这是一个高斯积分。利用公式

∫
+∞

-∞
exp(-ax2+bx)dx=

π
ae

b2

4a  (21)

积分可得

ψ(x,t)=
mω
π   

1
4 π

mω
2 1-

i
tanωt  

mω
2πi sinωt  

1/2

·

exp
mω
2 

i
tanωtx

2-a2  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

exp

mω
2 

i
sinωt2x-2a  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2

4mω
2 1-

i
tanωt  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(22)

通过化简整理就可以得到式(1)。
以上推导过程很简单,关键在于我们事先已

经知道了谐振子传播子。本文作者在尝试推导薛

氏谐振子解的过程中找到了一种利用厄米函数生

成函数推导方法。这里可以作为一种求解此问题

的特殊例子展示一下。
我们知道很多特殊函数都有生成函数或者递

推公式,比如厄米函数的生成函数具体形式为

S(x,r)=exp(2xr-r2)=∑
∞

n=0
Hn(x)

rn

n!
(23)

每一阶的厄米函数都可以通过对S x,r  关于r
的泰勒级数展开的形式得到,即

Hn(x)=
∂n

∂rnS x,r  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

r=0
(24)

S x,r  是一个简单函数,对比其余谐振子本征

态波函数形式,可以自然联想到生成函数乘以

exp -α2x2/2  因子(泰勒级数中包含了所有本征

态波函数);再把r看作时间t的函数,寻找一个合

适的r满足薛定谔方程左边对时间t导数项的要

求就可以凑出来含时薛定谔方程的解。因此我们

不妨假定一个谐振子薛定谔方程的含时演化试探

解形式为

ψx,t  =exp-α2x2

2  exp2αxr-r2  gt  

(25)
其中,g(t)和r=r(t)都是时间t的函数。代入薛

定谔方程(2)就可以看出来对r(t)和g(t)的
要求。

i ∂∂tψx,t  

=-
 2

2m
∂2

∂x2ψx,t  +
1
2mω2x2ψx,t  

=Ĥexp-α2x2/2  exp2αxr-r2  gt  
(26)

其中,̂H 是谐振子哈密顿量算符,坐标表象中

Ĥ =-
 2

2m
∂2

∂x2+
1
2mω2x2 (27)

由于本 征 态 波 函 数φn 都 在exp -α2x2/2  ·

exp2αxr-r2  gt  的泰勒级数中,利用本征波函

数性质很容易得到

Ĥψx,t  

=gt  ∑
∞

n=0
n+

1
2   ωφn

rn

n!

=gt  12
 ωexp-

α2x2

2  ∑
∞

n=0
Hn αx  rn

n! +

gt   ωexp-
α2x2

2  ∑
∞

n=0
Hn αx  nr

n

n!
(28)
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下面是推导过程中的关键一步,上式第二项的级

数展开要去凑薛定谔方程左边时间导数项,仔细

观察可以看到第二项可以通过求偏导的方法得到

r∂∂r exp2αxr-r2    =∑
∞

n=0
Hn αx  nr

n

n!
(29)

因此

Ĥψx,t  =gt   ωexp-
α2x2

2  1
2+r∂∂r  ·

 exp2αxr-r2  

=gt   ωexp-
α2x2

2  1
2+

i∂
∂ilnr  ·

 exp2αxr-r2  (30)
对比薛定谔方程左边,就可以猜到此时取ilnr=ω

t,即r=e-iωt 的形式就可以得到一个对t求偏微

分的形式

Ĥψx,t  =gt   ωexp-
α2x2

2  1
2+

i∂
∂ωt  ·

exp2αxe-iωt-e-i2ωt  (31)
因此上式的试探解就剩下g(t)形式待定。把试

探解代入薛定谔方程左边

i ∂∂tψx,t  =igt   ∂
∂t exp-

α2x2

2  ·
exp2αxe-iωt-e-2iωt   +

i ddtgt  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 exp-
α2x2

2  ·
exp2αxe-iωt-e-2iωt  (32)

和式(31)对比,可以看到此时gt  需要满足关

系式

1
2
 ωgt  =i 

d
dtgt  (33)

因此

gt  =exp-
i
2ωt  =exp-

iE0t
    

(34)
代入试探解最终也可以得到薛氏谐振子解。以上

的推导过程连蒙带猜,的确不是一个标准的求解

薛定谔含时解的方法,但至少能够为读者提供了

一种试探求解的思路,仅供参考。
薛定谔谐振子势含时解析解的属性及其推导

过程展示了谐振子系统一些非常奇妙的点。接下

来的问题就是这个薛氏谐振子解是否可以继续推

广下去? 得到更多的非本征函数展开的含时解析

解形式? 为此,本文作者做了多方尝试,得到了一

些其他的含时解析解,在下一节进行详细说明。

2 谐振子含时演化非级数解析解

由上一节的讨论可以知道,要得到非级数形

式的含时解析解,只要初态波函数和传播子的积

分可以解析算出即可。但是这并不是一个简单的

事情,读者查阅数学物理方法的相关文献会发现

和传播子形式接近的解析积分其实并不多。受上

文的推导薛氏谐振子解过程的启发,我们得到了

更多有趣的含时演化非级数解析解。
根据谐振子传播子积分公式(7)就可以看出

来,传播子自身满足含时薛定谔方程是整个问题

的关键点,因为初态在某个位置a 处的粒子(波函

数δ(x-a))的演化其实就是传播子自身。

ψx,t;a  =
mω

2πi sinωt  
1/2

·

exp
imω
2 sinωt

[x2+a2  cosωt-2ax]  
(35)

和自由粒子的传播子一样,很容易验证上式在t趋于

零的时候是一个δ函数。同时读者也可以验证,这个

粒子演化满足含时薛定谔方程。对式(35)求模方,
就得到了粒子概率密度演化方程。

ψx,t;a  2=
mω

2π sinωt
(36)

虽然从解析上看,式(35)后面的e 指数演化项的

模方为1,似乎粒子在全空间分布的概率密度是

均匀的。但是实际上,由于初始时刻是δ 函数,
所以粒子概率密度并不能看作是均匀分布于全

空间,否则就与谐振子势相矛盾。谐振子势在坐

标趋向于无穷大的时候势函数无穷大,此时合理

存在的只能是束缚态粒子。因此广义函数δ 函

数表达的局域在某个点的粒子在束缚态问题中,
并不是一个恰当的函数表达。这里就不做深入

讨论了。
在δ函数之外,我们自然可以想到的是谐振

子其他本征态同样平移a 之后的含时演化。初始

时刻谐振子本征波函数平移a 之后的形式为

ψn(xc,0)=
α

π2nn!  
1
2

exp -
1
2α

2(xc -a)2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

Hn α(xc -a)  (37)
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厄米多项式的形式为[5]

Hn(x)=(2x)n -
n(n-1)
1!

(2x)n-2+

n(n-1)(n-2)(n-3)
2!

(2x)n-4-…+

(-1)
n
2  n!

n
2
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 !
(2x)

n-2 n
2  (38)

这是一个幂级数展开的形式。幂级数和传播子

(6)中的e指数积分就是通常的Γ 函数,因此都是

可以得到解析解的。首先我们来考虑谐振子第一

激发态本征波函数平移a 后的波函数的演化。初

态波函数为

ψ1(xc,0)

= 1
2

mω
π   

1
2

2α(xc -a)exp -
1
2α

2(xc -a)2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(39)
和传播子积分就可以得到含时演化

ψ1(x,t)

=2 1
2

mω
π   

1
2

∫
+∞

-∞

mω
2πi sinωt  

1/2

·

exp
imω
2 sinωt

[(x2+x2
c)cosωt-2xxc]  ·

exp -
1
2α

2(xc -a)2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 α(xc -a)dxc

(40)
这个积分和上一节平移基态波函数的含时演化更

加复杂,因此我们这里展示其计算细节。令

α(xc -a)=ζ (41)
式(40)简化为

ψ1(x,t)

=2 1
2

mω
π   

1
2

∫
+∞

-∞

1
2πisinωt  

1/2

·

exp
1
2

i
tanωt-1  · 

 ζ2+2aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωtζ+

aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  

2

-

aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  

2

+

iα2cosωtx2-2axiα2+iα2cosωta2

icosωt-sinωt
􀭤
􀭥

􀪁􀪁  ζdζ
(42)

尽量简化那些不参与积分的项,再令

b=-
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  

2

+

iα2cosωtx2-2axiα2+iα2cosωta2

icosωt-sinωt
(43)

积分形式变为

ψ1(x,t)

=2 1
2

mω
π   

1
2

∫
+∞

-∞

1
2πisinωt  

1/2

·

exp
1
2

i
tanωt-1   ·

ζ+
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  

2

+b􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  ·
ζ+

aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt-

aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  dζ

(44)
这是一个复变函数积分。可以看到该积分在复平

面上解析。因此实数xa 轴上的积分可以平移到

另外一个实数轴z上的积分

z=ζ+
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt

(45)

经过化简,式(40)形式变为

ψ1(x,t)

=2 1
2

mω
π   

1
2 1
2πisinωt  

1/2

·

exp
b
2

i
tanωt-1  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

∫
+∞

-∞
exp

1
2

i
tanωt-1  z2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 zdz-

2 1
2

mω
π   

1
2aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt

1
2πisinωt  

1/2

·

exp
b
2

i
tanωt-1  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

∫
+∞

-∞
exp

1
2

i
tanωt-1  z2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dz (46)

很明显,第一行积分中的被积函数是个奇函数,积
分为0。再利用高斯积分可以直接将上式积出。
将b 代入并化简,最终我们可以得到谐振子第一

激发态平移a 之后的含时演化形式

ψ1(x,t)

=
2α3

π
e
-i
3ωt
2 x-acosωt  ·

exp-
mω
2 x2+

a2

2 1+e-2iωt  -2axe-iωt􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
(47)
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这里我们就得到了一个和薛氏谐振子解式(1)类
似的非级数含时演化解析解。与式(1)相比可知,
式(1)的演化因子e-iωt(e指数中的i t/m 项)换
成了e-i3ωt/2(第一激发态振荡频率);后面多了一

个x-acosωt项,e指数含时演化因子不变。所

以波函数形式与第一激发态波函数形式也非常相

像。容易看到,此时粒子概率密度演化的周期仍

为2π/ω,平均能量为

<E>=
3
2

 ω+
1
2mω2a2 (48)

物理图像上也和基态波函数平移类似,多出来了

与经典力学对应的谐振子能量项。
往下可以继续用更高级激发态平移来推广谐

振子含时解析解,但是每一级都专门做一次积分

显然是太复杂了。像通常量子力学求解问题的方

法一样,读者自然可以想到,最好能够找到一个递

推关系,那其他的解自然就可以顺序写出来了。
这里当然是用厄米多项式的递推关系[5]

Hn+1(x)-2xHn(x)+2nHn-1(x)=0
(49)

把上式中的x 替换为xc-a,然后两边分别乘以

exp[-α2(xc-a)/2]因子和归一化常数,就得到

了各级本征态波函数。然后把上式两边乘以传播

子进行积分,就可以得到含时演化波函数的递推

关系。利用上文约定的坐标变换,最终得到的

ψn+1(x,t)形式为

ψn+1(x,t)

=
α

π2n+1(n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

∫
+∞

-∞

mω
2πi sinωt  

1/2

·

exp
1
2

i
tanωt-1  z2+b  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

2z-
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  ·

Hn z-
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  dz-

2n
α

π2n+1(n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

∫
+∞

-∞

mω
2πi sinωt  

1/2

·

exp
1
2

i
tanωt-1  z2+b  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

Hn-1z-
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  dz (50)

其中,右边第一个积分需要利用到分部积分法将

积分中的含z的项去掉,

ψn+1(x,t)

=
α

π2n+1(n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

·

mω
2πi sinωt  

1/2 1
1
2

i
tanωt-1  

·

 exp 12 i
tanωt-1  z2+b  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

Hn z-
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt   +∞

-∞
-

α
π2n+1(n+1)!

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

·

∫
+∞

-∞

mω
2πi sinωt  

1/2 1
1
2

i
tanωt-1  

·

exp
1
2

i
tanωt-1  z2+b  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

H'n z-
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  dz-

2
α

π2n+1(n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁

1
2aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt

·

∫
+∞

-∞

mω
2πi sinωt  

1/2

·

exp
1
2

i
tanωt-1  z2+b  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

Hn z-
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  dz-

2n
α

π2n+1(n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

∫
+∞

-∞

mω
2πi sinωt  

1/2

·

exp
1
2

i
tanωt-1  z2+b  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

Hn-1z-
aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωt  dz (51)

上式右边第一项显然为零。分部积分出现的厄米

函数的导数项可以利用厄米多项式另外一个递推

关系[5]

H'n(x)=2nHn-1(x) (52)
这样就可以将上式的后三项积分出来了

ψn+1(x,t)

=-2
α

π2n+1(n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2 π2nn!

α  
1
2

·

aiαcosωt-iαx
icosωt-sinωtψn(x,t)-
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 2n
α

π2n+1(n+1)!
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2 π2n-1(n-1)!

α
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

·

 1+
1

1
2

i
tanωt-1  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ψn-1(x,t) (53)

再代入ψn,ψn-1 的归一化因子,就可以得到谐振

图2 初态波函数为ψ2(x,0)=2
α
8 π  

1
2
exp

α2

2
[-(x-a)2]  [2(x-a)2-1]的一维谐振子概率密度(灰色实

线)随时间演化图像。灰色虚线为势函数

(a)
 

t=0时刻概率密度分布;
 

(b)
 

t=π/ω 时刻概率密度分布;
 

(c)
 

t=3π/2ω 时刻概率密度分布

子含时演化非级数解的递推关系

ψn+1(x,t)=
2

n+1
e-iωtα(x-acosωt)ψn(x,t)-

n
n+1

e-2iωtψn-1(x,t) (54)

由于我们已经知道了ψ0(x,t)(第2节中的ψ(x,t))

和ψ1(x,t)的形式,因此原则上我们找到了求出

这种平移本征波函数的所有含时演化解析解的方

法。比如

ψ2(x,t)

=
α
2 π  

1
2

e
-
5iωt
2 2α2 x-acosωt  2-1  ·

exp-
mω
2 x2+

a2

2 1+e-2iωt  -2axe-iωt􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
(55)

读者可以用第二激发态波函数平移a 与传播子积

分来验证一下,同样可以得到式(55)。

图2展示了ψ2(x,t)的概率密度随时演化图

像。可以看到,上式的位置概率密度和一维谐振

子第二激发态的位置概率密度形状保持一致,随
着时间的变化而左右振荡。具体计算可得

ψ2(x,t)2

=
α
2 π  2α2 x-acosωt  2-1  2·

exp -α2 x-acosωt  2  (56)

显然这也是孤子解形式。分析递推公式(56)可以

看出,为什么每一个解都会还有一个exp{-mω/

2 …  },同时也会看出来为什么求解出来的含

时演化 是 一 个 孤 子 解 形 式。递 推 公 式 中 x-
acosωt作为整体出现的;而

exp-
mω
2 x2+

a2

2 1+e-2iωt  -2axe-iωt􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
2

=exp -α2 x-acosωt  2  (57)

x-acosωt也是作为一个整体出现的。这个x-
acosωt和e指数项保持了概率密度分布的整体本

征态波函数形状。从ψ1(x,t)和ψ2(x,t)形式还
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可以看出来,此类含时演化解析解前面还有一个

含时演化因子exp(-iEnt/ )。这个因子使得波

函数振荡很快,但是对粒子概率密度的振荡不会

产生影响。很明显,所有这些我们找到的谐振子

含时演化非级数解析解初始时刻是正交的。演化

过程中,振荡速度不同,但是经过一个公倍数周期

之后,又回到了初始时刻。当然,由于薛定谔方程

是线性方程,这些解的线性组合也是含时薛定谔

方程的解。总之,本文得到了此类谐振子解析解

形式都很有意思,虽然不是本征态,但是似乎又具

有本征态的某些特征。这值得我们深入探究,比
如此时怎么用厄米函数生成函数求解等等。如果

在量子力学的课堂上让学生去尝试,将是非常有

趣且有训练效果的教学内容。
以上和传播子积分的初态都是谐振子本征态

波函数平移之后的形式。读者会发现,和传播子

积分可以解析计算的原因在于初态波函数中的e
指数项和传播子中的e指数项可以凑成二次型,
利用式(21)就可以解析计算。这并没有要求初态

波函数一定是本征态波函数平移的形式。于是,
下一步的推广,自然是取一个任意的二次型e指

数项初态波函数和传播子积分即可。在不失一般

性的情况下,可以把上文的初态波函数(37)稍作

扩充

ϕn(xc,0)=
β

π2nn!  
1
2

exp -
1
2β

2(xc -a)2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·

Hn β(xc -a)  (58)
即把式(37)中的α 替换为β。β 是和α 同量纲的

一个任意参数,并不一定等于 mω/ 。这样做实

际上就把初态波函数推广到了无穷多个含有二次型

e指数项的形式。接下来就可以和传播子积分得到

谐振子含时演化非级数解析解了。具体求解过程和

上面推导差不多是一样的,只是更复杂一些。本文这

里直接给出计算结果来。ϕ0(x,0)的演化为

ϕ0(x,t)=
α2

α2cosωt+β2isinωt
β
π
·

exp -1
2(α2cosωt+iβ2sinωt)

·

[α2(β2cosωt+iα2sinωt)x2-

2aα2β2x+α2β2a2cosωt]     (59)

ϕ1(x,0)的演化为

ϕ1(x,t)

=
2β
π
e

-
3iωt
2 (xβ-aβcosωt)·

exp
1
2

β2sinωt-iα2β2cosωt
β2sinωt   ·

aα2βcosωt-xα2β
α2cosωt+iβ2sinωt  

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 -

α2β2cosωtx2-2aα2β2x+α2β2cosωta2

α2cosωt+iβ2sinωt
􀭤
􀭥

􀪁
􀪁  

(60)
与上文推导类似,利用厄米函数递推公式,同样可

以得到此时的含时演化非级数解析解递推公式

ϕn+1(x,t)

=
2

n+1
xα2β-aα2βcosωt
α2cosωt+iβ2sinωt

ϕn(x,t)-

n
n+1

α2cosωt-iβ2sinωt
α2cosωt+iβ2sinωt  ϕn-1(x,t)

(61)
读者可以验证,当β=α 的时候,以上结果就回到

上文相应的公式,同时这些结果也都满足含时谐

振子薛定谔方程。这里我们就得到了更多谐振子

含时演化非级数解析解。同样由于本征态演化有

公倍数周期,概率密度演化仍然存在周期2π/ω。
但是此时的概率密度演化就不像上面本征态波函

数平移之后的孤子形式。图3展示了|ϕ1(x,t)|2

的含时演化。可以看到,虽然被束缚在势阱中,概
率密度演化过程中并不保持稳定形状,而是时而

“变胖”,时而“变瘦”。具体来说就是,当β小于α的

时候,初始波函数比对应的本征态波函数“胖”;演
化到中间位置时,就变“瘦”了。相反情况,如果初

始“瘦”,到中间就变“胖”。这种形状的振荡行为看

上去是非常有意思的。至于此时坐标、动量平均值

以及能量等等情况,限于篇幅,就不做深入讨论了。
本文一直在关注一维谐振子薛定谔方程的含

时演化非级数解析解,最后稍微解释一下以上计

算的算符系统表达形式。熟悉量子力学算符表示

的读者就会知道波函数平移a 的形式在坐标表象

中可以通过动量算符P̂ 来实现,即

ψ(x-a)=∑
∞

n=0

ψ
(n)(x)
n!

(-a)n

=exp-i
âP
   ψ(x) (62)
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图3

(a)
 

β=
1
2α的一维谐振子概率密度(实线)随时间演化图像,虚线为势函数;

 

(b)
 

β=2α 的一维谐振子概率密度(实线)随时间演化图像。

虚线为势函数

其中,ψ
(n)(x)=dnψ/dxn 是波函数在x 点出的n

阶导数。由此可知利用算符系统表达平移之后的

波函数为

ψ(x-a)>=e
-i

âP
 
ψ(x)> (63)

计算x,p 以及能量E 的平均值可以由以上算符

系统表达清晰地计算出来。比如平均能量

<E>=<φn(x-a)Ĥ φn(x-a)>

=<φn(x)e
iâP Ĥe

-i
âP
 
φn(x)>   (64)

利用豪斯朵夫(Hausdorff)公式

eÂ̂Be-̂A =∑
∞

n=0

1
n!

[̂A,̂B](n) (65)

其中

[̂A,̂B](0)=B̂,  [̂A,̂B](n)=[̂A,[̂A,̂B](n-1)]
(66)

因此平均能量的结果为

<E>=<φn(x)Ĥ φn(x)>+

mω2a<φn(x)̂x φn(x)>+
1
2mω2a2<φn(x)φn(x)>

=En +
1
2mω2a2 (67)

这就解释了为什么本征函数平移a 之后多出来了

经典谐振子能量项。其他平均位置和动量等,都
可以类似求解出来。这种算符求解方法其实对应

了量子力学的矩阵力学形式。读者也可以对比体

会量子力学波动力学与矩阵力学的差别。

3 结语

本文主要讨论了薛定谔在1926年找到的一

维谐振子薛定谔方程含时演化解析解。这个解并

不是能量本征态波函数级数求和形式。我们知

道,物理学中只有极少的系统有严格的解析解,这
种含时演化非级数解析解对我们理解量子系统时

间演化提供了新的视角。谐振子势束缚态的演化

可以组成孤立子的形式,这是非常有趣的现象。
本文主要对该含时演化解析解进行了分析,给出

了两种推导方法。传播子积分的方法是求含时演

化解析解的标准方法。正是因为谐振子传播子可

以解析计算出来,给了我们得到其他类似含时演

化解析解的可能。后面我们继续推广得到了更多

的含时演化非级数解析解,同时利用厄米函数的

递推关系找到了这些解析解的递推关系。
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最后简单讨论一下这些含时演化非级数解析

解的意义。首先在量子力学的课堂上,这些解析

解的推导过程是对学生非常好的训练。当然,计
算过程非常复杂,且需要在学生掌握路径积分或

者传播子理论之后才能完成。正如上文所说,这
些解析解保持了本征态波函数概率密度的波形,
维持着孤立子振荡行为。这开拓了我们对束缚态

粒子含时演化的物理图像。另外一点也需要再强

调一下,这些解其实可以作为求解量子力学问题

数值计算的验证函数。我们知道,物理学中含时

演化非级数解析解是非常少的,所以用这些解析

解可以验证数值求解含时薛定谔方程方法的有效

性。薛定谔方程的数值求解通常会采用有限元方

法,把时空离散化,逐步求解。仅仅凭借数值方法

理论给出计算误差分析并不一定是合适的。而如

果有一个严格的含时演化解析解,相应的计算误

差就完全可以准确确定。这在前沿物理研究中不

失为一种好的演算工具。总之,论文作者认为最

重要的点在于这些含时演化非级数解析解形式非

常简单! 漂亮! 值得学习量子力学的老师和同学

们分析并欣赏。
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