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小球在粗糙圆轨道上的运动
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摘 要 小球在粗糙圆轨道上既可以做纯滚动,也可以做又滚又滑的运动,利用质心运动定理

和质点系角动量定理得出:小球在圆轨道上的运动情况与动摩擦因数密切相关。小球

在粗糙圆轨道上的运动与小滑块在粗糙圆轨道上的运动存在明显区别,小球的转动不

能忽略,不能处理成质点模型。中学阶段命制物体在圆轨道上运动的题目时,为回避

转动的影响,建议将物体选为小滑块。
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Abstract A
 

small
 

ball
 

can
 

perform
 

pure
 

rolling,
 

as
 

well
 

as
 

rolling
 

and
 

sliding
 

motion
 

on
 

a
 

rough
 

circular
 

orbit.
 

Using
 

the
 

theorem
 

of
 

center
 

of
 

mass
 

motion
 

and
 

the
 

theorem
 

of
 

angular
 

momentum
 

of
 

the
 

particle
 

system,
 

it
 

is
 

concluded
 

that
 

the
 

motion
 

of
 

a
 

small
 

ball
 

on
 

a
 

circular
 

orbit
 

is
 

closely
 

related
 

to
 

the
 

dynamic
 

friction
 

coefficient.
 

The
 

motion
 

of
 

a
 

small
 

ball
 

on
 

a
 

rough
 

circular
 

track
 

is
 

significantly
 

different
 

from
 

that
 

of
 

a
 

small
 

slider
 

on
 

a
 

rough
 

circular
 

track.
 

The
 

rotation
 

of
 

the
 

small
 

ball
 

cannot
 

be
 

ignored
 

and
 

cannot
 

be
 

processed
 

as
 

a
 

particle
 

model.
 

To
 

avoid
 

the
 

influence
 

of
 

rotation,
 

it
 

is
 

recommended
 

to
 

select
 

the
 

object
 

as
 

a
 

small
 

slider
 

when
 

setting
 

the
 

problem
 

of
 

controlling
 

the
 

movement
 

of
 

an
 

object
 

on
 

a
 

circular
 

orbit
 

in
 

middle
 

school.
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  小球(均质)模型是中学及大学物理中重要的

模型,小球在各种接触面上的运动随处可见,如果

接触面光滑,小球在接触面上的运动与小滑块的

运动等效。如果接触面粗糙,小球受到接触面的

摩擦力可能是滑动摩擦力,也可能是静摩擦力,小
球的形状及大小不能忽略,小球不能视为质点模

型,应该把小球处理成刚体模型,即小球在接触面

上的运动与小滑块的运动不能等效。如果小球的

运动为平面平行运动,质心运动定理可以解决小

球随质心的平动,质点系的角动量定理可以解决

小球绕质心的转动。文献[1]中讨论小球在斜面

最斜方向上的滚滑运动,在不同的摩擦因数情况

下,小球可以做纯滚动,也可以做又滚又滑的运

动。文献[1]还指出,由于小球滚动不可忽略,即
便小球半径趋于零,小球的运动情况与小滑块也

不等同。文献[2]中讨论小球在粗糙斜面上的一

般运动,即小球在斜面上时其质心的一般二维运

动(球体本身做三维转动),摩擦因数对小球的运

动(无滑还是有滑滚动)有决定作用,无滑滚动时

的一般轨迹是抛物线,而有滑滚动时的一般情况
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则更加复杂。相比小球在斜面上的运动,小球在

圆轨道上的运动更为复杂,本文通过2018年浙江

卷(4月选考)第20题,研究小球在圆轨道上的运

动,由于小球的转动,对不同的摩擦因数,小球的

运动情况不相同。以此说明小球在圆轨道上的运

动与小滑块在圆轨道上的运动存在明显区别,为
教学和命题工作提供参考。

1 问题的提出

例题[2018年浙江卷(4月选考)第20题节

选]如图1所示,一轨道由半径为2m的1/4竖直

圆弧轨道AB 和长度可以调节的水平直轨道BC
在B 点平滑连接而成。现有一质量为0.2kg的小

球从A 点无初速度释放,经过圆弧上的B 点时,
传感器测得轨道所受压力大小为3.6N,小球经过

BC 段所受阻力为其重力的0.2倍,然后从C 点

水平飞离轨道,落到水平面上的P 点,P、C 两点

间的高度差为3.2m。小球运动过程中可以视为

质点,且不计空气阻力。
(1)

 

求小球运动至B 点的速度大小;
(2)

 

求小球在圆弧轨道上克服摩擦力所做

的功。

图1 小球的运动图示

分析与解答:B 点往左是圆弧轨道AB,曲率

半径为R,B 点往右是直线轨道,曲率半径无穷

大,所以B 点是第一类间断点。圆弧轨道末端B
点的速度大小和水平轨道B 点的速度大小相等,在
圆轨道末端B 点(在圆轨道上),利用牛顿运动定律

或者质心运动定理可以求解B 点的速度大小。
(1)

 

将小球视为质点,不考虑小球的转动,对
小球在圆轨道上末端B 点利用牛顿第二定律

N -mg=mv2

R
v=4m/s (1)

  如果将小球视为刚体,考虑小球的转动,设小

球的半径为r,对小球在圆轨道上末端B 点利用

质心运动定理

N -mg=m v2

R-r
(2)

即在半径方向的动力学方程与不考虑转动相似,
但是不知道小球的半径,无法计算速度的大小。

(2)
 

将小球视为质点,不考虑小球的转动,小
球从A 点运动到B 点的过程中,由动能定理

mgR-wf =
1
2mv2

wf =2.4J (3)
如果将小球视为刚体,考虑小球的转动,小球视为

均质实心球,绕质心转动角速度为w,小球对质心

轴的转动惯量为

I=
2
5mr2 (4)

小球从A 点运动到B 点的过程中,由动能定理

mg(R-r)-wf =
1
2mv2+

1
2Iw

2=
7
10mv

2

(5)

  考虑转动时,无法求出小球在最低点质心的

速度,所以不能得到克服摩擦力做功的大小。小

球在圆轨道上运动时,由于小球与圆轨道之间存

在摩擦力,小球在圆轨道上作平面平行运动,所以

例题中不能把小球视为质点,应将小球的运动处

理成刚体小球的平面平行运动。文献[3]中对

式(5)也做了推导,但是作者将不考虑转动时小球

的速度代入考虑转动时的动能定理求克服摩擦力

做功,这样是不严谨的。式(5)第二个等号成立的

条件是小球在圆轨道上的B 点做纯滚动,即v=
rw。但是不知道小球在圆轨道末端B 点的运动

是纯滚动还是又滚又滑的运动,所以很有必要对

小球在圆轨道上的运动做更进一步的深入研究。
本文假设最大静摩擦力与滑动摩擦力相等。

2 问题分析

2.1 小球在1/4竖直圆轨道全程纯滚动动摩擦

因数满足的条件

  小球在A 点静止释放,小球质心到圆轨道圆

心连线转过θ角度时,质心的速度大小为v,小球

绕质心的角速度大小为w,小球受力分析示意图
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如图2所示。假设小球从A 点释放便开始做纯滚

动,由质心运动定理得

N -mgsinθ=m v2

R-r
(6)

mgcosθ-f=mdvdt
(7)

图2 小球在圆轨道的运动示意图

由于小球在圆轨道上做纯滚动,小球与斜面之间

的摩擦力是静摩擦力,摩擦力的作用点的位移为

零,摩擦力不做功,由机械能守恒得

mg(R-r)sinθ=
1
2mv2+

1
2Iw

2=
7
10mv

2 

(8)
将式(8)代入式(6)得

N =
17
7mgsinθ (9)

将式(8)两边同时对时间求导数得

mg(R-r)cosθdθdt=
7
10m2v

dv
dt

(10)

小球质心绕圆轨道圆心转动角速度与质心速度满

足关系

dθ
dt=

v
R-r

(11)

联解式(10)、式(11)得

dv
dt=

5
7gcosθ

(12)

将式(12)代入式(7)得

f=
2mgcosθ
7

(13)

小球在圆轨道上纯滚动的条件

f≤μN (14)
将式(9)和式(13)代入式(14)得

μ≥
2
17cotθ

(15)

从式(15)可知,当θ→0时,cotθ→∞,若小球在1/4

圆轨道上运动时,式(15)都成立,需要μ→∞,即
小球与圆轨道之间需要无穷大的动摩擦因数才能

使得小球在A 点静止释放以后均做纯滚动。

2.2 对于有限的动摩擦因数,小球应先做又滚又

滑的运动,小球再次达到纯滚动在何处

  因为小球与圆轨道的动摩擦因数不是无穷

大,所以小球在A 点释放,便做又滚又滑的运动,

在再次达到纯滚动前,小球和圆轨道之间的摩擦

为滑动摩擦力。

由质心运动定理

N -mgsinθ=m(R-r)̇θ2 (16)

mgcosθ-f=m(R-r)̈θ (17)

由滑动摩擦力与正压力的关系

f=μN (18)

式(16)和式(17)代入式(18)整理得

(R-r)̈θ+μ(R-r)̇θ2+g(μsinθ-cosθ)=0
(19)

为了求解式(19),引入下面的等式

θ̈=
1
2
ḋθ2

dθ
(20)

将式(20)代入式(19)整理得

ḋθ2

dθ +2μ̇θ2+
2g

R-r
(μsinθ-cosθ)=0(21)

式(21)可以看成是θ̇2 是θ的函数,即θ̇2=̇θ2(θ),所
以式(21)是一阶线性非齐次微分方程,式(21)的解由

齐次微分方程的通解与非齐次微分方程的特解构成。

式(21)对应的齐次微分方程为

ḋθ2

dθ +2μ̇θ2=0 (22)

利用分离变量,齐次微分方程的解为

θ̇2=Ae-2μθ (23)
式(23)中的A 为积分常数,后面可由初始条件确定。

式(21)中仅含有三角函数,故设式(21)的特解为

(̇θ2)* =Bcosθ+Csinθ (24)

由式(23)和式(24)可知,式(21)的一般解为

θ̇2=Ae-2μθ +Bcosθ+Csinθ (25)

由初始条件:̇θ2 θ=0=0,代入式(25)得

B=-A (26)

式(26)代入式(25)得

θ̇2=Ae-2μθ -Acosθ+Csinθ (27)

将式(27)代入微分方程式(21)以确定系数A、C的值
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-2μAe-2μθ +Asinθ+Ccosθ+
2μ(Ae-2μθ -Acosθ+Csinθ)+
2g

R-r
(μsinθ-cosθ)=0 (28)

式(28)中,余弦项的系数为零,正弦项的系数为零

C-2μA-
2g

R-r=0 (29)

A+2μC+
2g

R-rμ=0 (30)

联解式(29)和式(30)得

A=-
3μ

1+4μ2
2g

R-r
(31)

C=
1-2μ2

1+4μ2
2g

R-r
(32)

将式(31)与式(32)代入式(27)得一阶线性非齐次

微分方程式(21)的解为

θ̇2=
2g

R-r
(1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ

1+4μ2

(33)
利用式(11)可以得到小球质心的速度大小

v= 2g(R-r)
(1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ

1+4μ2

(34)
  文献[4]中小物块(小滑块)在粗糙圆弧轨道

上运动,其受力情况与小球在粗糙圆弧轨道上受

力情况相似,文献[4]中对式(16)、式(17)和式(18)
的求解用了非常详细的数学方法,得出小物块速

度的表达式,本文利用通解加特解的方法,得出小

球质心速度的表达式,两种数学处理思路虽然不

同,但是最后的结果相似。
利用式(16)、式(18)及式(34),求小球所受的

摩擦力为

f=μ mgsinθ+m v2

R-r
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=μ mgsinθ+

 2mg
(1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ

1+4μ2    
(35)

小球对质心轴转动的角加速度为

β=fr
I

=
5μ
2r gsinθ+

 2g
(1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ

1+4μ2    
(36)

联解式(33)和式(36),利用积分求小球在任意时

刻的角速度

w=∫
t

0
βdt=∫

θ

0

β
θ̇
dθ

=∫
θ

0

5μ
2r gsinθ+2g

(1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ

1+4μ2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

2g
R-r

(1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ

1+4μ2

dθ

(37)
小球再次达到纯滚动的条件

rw=(R-r)̇θ (38)
将式(33)和式(37)代入式(38)整理得

5μ
4∫

θ

0

3sinθ+6μcosθ-6μe-2μθ

(1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ
dθ

= (1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ (39)
式(39)说明动摩擦因数与纯滚动时的角度一一对

应,特殊情况,小球刚好在B 点达到纯滚动,此时

θ=
π
2
,式(39)变为

5μ
4∫

π
2

0

3sinθ+6μcosθ-6μe-2μθ

(1-2μ2)sinθ+3μcosθ-3μe-2μθ
dθ

= (1-2μ2)-3μe-πμ (40)
计算式(40)得

μ=0.17385
  当μ>0.17385时,小球在1/4圆轨道上先

做又滚又滑的运动,然后在一个特定的位置小球

可以达到纯滚动,当μ<0.17385时,小球在1/4
圆轨道上一直做又滚又滑的运动,不能达到纯

滚动。

2.3 小球在1/4圆轨道达到纯滚动后,能不能保

持纯滚动到最低点

  当μ>0.17385,小球在达到最低点之前的某一

位置达纯滚动,设此处为θ0<
π
2
,对应的摩擦力f0,

弹力N0,动摩擦因数μ0,摩擦力和弹力满足关系

f0=μ0N0 
f0

N0
=μ0  (41)

假设此后到最低点,小球能保持纯滚的状态,研究

小球在θθ0<θ≤
π
2  位置时,由质心运动定律得

N -mgsinθ=m v2

R-r
(42)

mgcosθ-f=mdvdt
(43)
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由于纯滚动,摩擦力不做功,由机械守恒得

mg(R-r)sinθ-mg(R-r)sinθ0

=
1
2mv2+

1
2Iw

2-
1
2mv2

0-
1
2Iw

2
0

=
7
10mv

2-
7
10mv

2
0 (44)

将式(44)代入式(42)得

N =mgsinθ+
10
7mgsinθ-

10
7mgsinθ0+

mv2
0

R-r
(45)

从式(45)可以得出,随着θ增加,小球与圆轨道的

正压力N 变大,N>N0。
式(44)两边求导

mg(R-r)cosθdθdt=
7
10m2v

dv
dt

(46)

小球质心绕圆轨道圆心转动角速度与质心速度满

足关系

dθ
dt=

v
R-r

(47)

式(46)和式(47)联解得

dv
dt=

5
7gcosθ

(48)

将式(48)代入式(43)得

f=
2mgcosθ
7

(49)

从式(49)可以得出,随着θ增加,小球与圆轨道的

摩擦力f 变小,f<f0。小球在θ位置时,摩擦力

和正压力的关系为

f
N <

f0

N0
=μ0 (50)

  式(50)表示,摩擦力为静摩擦力,并未达到最

大静摩擦力,所以小球在θ0<
π
2

处达到纯滚,以后

到最低点的过程中,小球与圆轨道直接的摩擦力

均为静摩擦力,所以保持纯滚的状态到最低点。

2.4 例题中,小球在最低点达到纯滚动还是非纯

滚动

  小球在最低点恰好纯滚动,将θ=
π
2

代入

式(34),得小球在最低点的速度

v= 2g(R-r)
(1-2μ2)-3μe-πμ

1+4μ2
(51)

式(16)中,取θ=
π
2
,并将式(51)代入得最低点的

压力大小

N =mg+2mg
(1-2μ2)-3μe-πμ

1+4μ2
(52)

将μ=0.17385及例题中的条件代入式(52)得
N =4.2749N

  小球恰好在最低点达纯滚动时,圆轨道对小

球的支持力大小为4.2749N,如果小球先又滚又

滑然后达纯滚动到最低点,由于纯滚动摩擦力不

做功,所以小球在最低点速度相对较大,这样圆轨

道对小球的支持力应大于4.2749N,例题中小球

在最低点受到的支持力大小为3.6N,所以小球在

最低点应为又滚又滑的状态,但是由于例题中没

有给出小球的半径,故无法求出最低点小球的速

度大小及克服摩擦力做功大小。

3 结语

小球模型是中学阶段非常重要的模型,当小球

在摩擦力作用下,绕质心转动,此时小球不能处理

成质点,即便小球半径趋近于零,也需要利用刚体

模型处理。利用质心运动定理和质点系的角动量

得到小球在粗糙圆轨道的运动情况与动摩擦因素

密切相关,虽然推导过程复杂,但是能让大家对小

球的模型理解得更加深刻。相比小球在圆轨道上的

运动,小滑块在圆轨道上的运动时,其转动影响可以

忽略,中学阶段命制物体在圆轨道上运动的题目时,
为了回避转动的影响,建议把物体选为小滑块。
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