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超导量子计算门操作及其保真度测定的基本理论
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摘 要 对于已有的超导量子比特器件,在进行系统标定之后构建相应的高保真度门操作是实现

量子计算的关键步骤。作为“物理前沿介绍———超导量子计算”系列的第五篇,本文系统

讨论通过微波脉冲构建超导量子比特门操作的物理图景以及基本方法,给出了一套单比

特门操作的构建流程,并对门操作保真度的测定以及优化发展作延伸讨论。本文旨在帮

助广大高校物理专业教师、高年级本科生、研究生以及对超导量子计算感兴趣的理工科

背景读者系统了解超导量子比特门构建与门操作保真度测量与优化的整个基本过程。
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  超导量子比特的操控是通过微波工程实现

的,目前通过设计一系列微波序列可以实现对超

导量子比特的特定调控[1]。对于以Xmon为例的

超导量子比特,其设计中起到接收微波序列的部

分被称为激励线[2]。在本系列文章的第四篇[3]中

着重讨论了在超导量子比特中实现Rabi振荡的

方法,并确定了一个可将超导量子比特从|0>完全

激发到|1>的微波脉冲,实际上,它可以看作是一

个使超导量子比特的量子态绕着x 轴做旋转的操

控。在对超导量子比特进行系统的标定后,通过一
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系列的门操作可以实现超导量子计算。2016年美

国IBM公司率先在互联网上建立了简明的超导量

子计算云平台Quantum
 

Experience。实验者登录后

能够使用一台5比特的超导量子计算机进行量子

算法或量子模拟实验,可以通过简单的交互将各个

量子门操作按实验需求组成一个超导量子计算实

验。可以看到,近几年发展起来的门操作是目前超

导量子计算的关键要素,了解超导量子计算的门操

作原理与门操作的保真度测量以及优化,对于超导

量子计算整体的理解是必不可少的一步。

1 门操作的基本物理图景

在详细讨论门操作微波脉冲构建的一般方法

前,需要把各种门的定义与物理图景做一个直观

说明,以下基于IBM的qiskit程序包[4]进行讨论。
如图1所示,超导量子比特的量子态可以视

为布洛赫球上的一个矢量。

图1 量子态在布洛赫球上的表示

单比特的门操作可以视为量子态在布洛赫球上绕

特定轴特定角度的一个旋转,定义一个绕任意轴

任意角度旋转为

R̂n =R̂(θ,φ,φn)

=e
-in·̂σφn/2

=cosφn

2 -

isinφn

2
(sinθcosφ̂σx +sinθsinφ̂σy +cosθ̂σz)

其中,θ,φ 分别为旋转轴的极角和方位角,φn 是绕

旋转轴旋转的角度,由此我们就可以定义如X,Y,

Z门的一些特定门操作。
在讨论门操作前,将特定旋转轴旋转操作的

数学表示给出,如表1所示。

表1 特定旋转轴旋转操作的定义

操作 函数表示 矩阵形式

绕X轴

旋转
R̂ π
2
,0,φn  

cosφn

2 -isinφn

2

-isinφn

2 cosφn

2  
绕Y轴

旋转
R̂ π
2
,π
2
,φn  

cosφn

2 -sinφn

2

sinφn

2 cosφn

2  
绕Z轴

旋转
R̂(0,φ,φn) e

-iφn/2
1 0

0 e
iφn  

  X门操作的其定义是

σx =
0 1
1 0  =R̂(0,φ,π)×R̂ π

2
,π
2
,π  

图2 X门操作的演示图。X门操作对应超导量子比特的

量子态从|0>到|1>的过程

(a)
 

X门操作前;
 

(b)
 

X门操作后

因此,X门可视为绕y 轴旋转π角度,再绕z轴旋

转π角度组合而成。如图2所示,从效果上看X
门操作可以实现超导量子比特从|0>到|1>的过

程,因此可将上述态矢量变换的操作与X门操作

相对应。由于在量子比特标定时对Rabi振荡脉

冲(X门操作)进行了详细的校正[3],因此X门操

作脉冲可以认为是可靠性较高的一种脉冲形式。
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类似地,如图3所示,可以定义Y门操作,Y门

定义是σy=
0 i
-i 0  ,其可以拆解为R̂ 0,φ,

π
2  ×

R̂ π
2
,π
2
,π  ×̂R 0,φ,π2  ,这样Y门操作可以表

示为在布洛赫球上需要先绕着z 轴旋转一个π/2
角度,再绕y 轴旋转π角度,最后绕z轴旋转π角

度得到。

图3 Y门操作的演示图

(a)
 

Y门操作前;
 

(b)
 

Y门操作后;
 

(c)
 

Y门操作前;
 

(d)
 

Y门操作后

如图4所示,Z门是制备量子叠加态的常用

操作,其定义是σz=
1 0
0 -1  =R(0,φ,π)。在实

验上,任何一个真实的微波操作都会带来误差,对
于Z门操作幸运的是在实验上有两种实现的途

径。一种是做一个方波微波脉冲使比特量子态相

位累积从而使得相位发生变化,然而在这种操作

下,新微波脉冲的不理想必然会引入误差,往往会

带来一些不可控的影响。另一种途径是改变量子

态初相位,考虑到在微波测控上改变相位的操作

较产生一个特定的脉冲更容易精确实现。考虑绕

x 轴旋转、绕y 轴旋转操作的物理图景可以发现,
实际上只需要使量子态在绕轴旋转时增加一个初

始相位
π
2

即可实现Z门操作。也就是说,人为地

在绕x 轴旋转、绕y 轴旋转的微波脉冲上增加一

个初相位π即可以实现Z门操作,由于这种操作

没有实际通入一个特定的Z门操作微波脉冲,因
此称为虚拟Z门操作。考虑到在标定超导量子比

特的时候对Rabi振荡脉冲做过细致的调整[3](X
门),虚拟Z门操作的好处是不会因为新脉冲的不

理想而产生附加误差或因新脉冲的校正而带来附

加的工作,因此是目前实验中采用最多的方式[5]。

图4 Z门操作的演示图

(a)
 

Z门操作前;
 

(b)
 

Z门操作后
 

由虚拟Z门衍生出来的Phase(S)门与
π
8
(T)
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门也是附加相位的门操作,因而保有了虚拟Z门

误差小的优点,具体而言S是在比特的量子态上

添加一个π/2的相位,而T是在比特的量子态上

添加一个π/4的相位,它们的矩阵形式分别为

1 0
0 i  、1 0

0 eiπ/4  。如图5、图6所示,分别给出

了S门、T门操作图。由于这类操作是在量子态

的位相上进行操作,因此在实验上将这种门操作

称为位相门操作。

图5 S门操作示意图

(a)
 

S门操作前;
 

(b)
 

S门操作后

图6 T门操作的示意图

(a)
 

T门操作前;
 

(b)
 

T门操作后

在实际实验中,H 门(哈德玛门)常常用于制

备单比特的叠加态
1
2
(|0>+|1>),它的矩阵形式

为 H=
1
2

1 1
1 -1  ,它可以分解为如下矩阵相乘

H =
1
2

1 1
1 -1  = 0 1

1 0  121 -1
1 1  

=R̂ π
2
,π
2
,π
2  ×R̂ π

2
,0,π  

因此,H门可以看作是先绕x 轴转π角度,再绕y
轴转π/2角度组合而成,为了更好地看出H门操作

的效果,如图7(a)所示,模拟中选取比特的叠加态

1
2
(|0>+|1>)为初始态,并对其进行H门操作。

图7 H门操作示意图

(a)
 

H门操作前;
 

(b)
 

H门操作后

  综上所述,单比特门操作基本特征在表2中

除了单比特门操作外,为了更好实现量子计算中

逻辑或、逻辑与等逻辑操作,另一个重要的门操作

是两比特的受控门操作,称为control-(X,Y,Z)
门,通常受控门可以写成如下矩阵形式:

control-(X,Z)=
I

0 0
0 0

0 0
0 0

(X,Z)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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表2 单比特门操作定义表

操作门 函数表示 图示 矩阵形式

Pauli-X(X) R̂x(π) ———X———
0 1
1 0  

Pauli-Y(Y) R̂y(π) ———Y———
0 -i
i 0  

Pauli-Z(Z) R̂z(π) ———Z———
1 0
0 -1  

哈德玛门(H)R̂x(π)̂Ry(π/2) ———H———
1
2
1 1
1 -1  

Phase(S) R̂z(π/2) ———S———
1 0
0 i  

π
8
(T) R̂z(π/4) ———T———

1 0
0 eiπ/4  

  受控门操作上要比单比特门操作复杂很多,
基于篇幅的原因,这里不再具体介绍两比特门的操

作,而将一些常用的两比特门操作总结在表3中,
需要了解的读者可以进一步参考相关文献[6-8]。

表3 两比特门操作定义表

操作门 函数表示 图示 矩阵形式

受控Z门

(CZ)
Ẑ|ψ>t

if|ψ>c=|1>

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 -1  

受控非门

(CX)
X̂|ψ>t

if|ψ>c=|1>

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0  

受控

相位门

(CP)

R̂z(π/2)|ψ>t
if|ψ>c=|1>

N/A

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 i  

  门操作的实现为后续的量子计算实验提供了

基础,但计算的复杂程度还会取决于门操作的保

真度,例如在一个比特的连续单比特门操作计算

中,假如单比特门操作的保真度为99%,进行50
个单比特门操作的时候,只剩下了60%的保真度,
可见门操作的保真度是量子计算中一个重要的

指标。

2 RB与门操作保真度

与经典计算机类似,在量子计算中当我们对

一个比特进行操作时,会有一定的概率得到一个

错误的结果,如果定义对比特进行一个操作的准

确度为保真度F,则操作的错误率可以用100%减

去保真度来描述,即error=1-F。目前认为利用

随机标准测试(RB)测量门操作的保真度是最好

方案之一[9-15]。
为了达到一般量子计算的要求,单比特门误

差容忍度需要小于10-4[16]。而随着器件上比特

数目的扩展,实验上需要将门操作的保真度信息

进行可靠的反馈。随机标准测试(RB)理论是一

个提供门操作平均保真度以及每一种不同门操作

保真度的表征手段[11]。
标准的RB流程的第一步是构建一个合理的

Clifford群[18],以单比特门操作为例,Clifford群

由几个基本门操作组合而成,在构建好的Clifford
群中,随机选择不同数目的门操作并组合成一个

U操作,同时将比特制备到需要测量的态上(初始

态)。在单比特门操作中,一般会将比特的|0>态
作为初始态,此后依次在比特上进行上面随机选

取的门操作,再依次做逆操作,最后测量|0>态(初
始态)的概率得到数据点。

在单比特门操作中,每一个门操作都不可避

免地会导致一定程度的误差,也就是说,每一次对

比特的操作都存在一个误差率,根据完全去极化

通道理论[17]构建n 个比特的误差概率为

ε(ρ,δ)=(1-δ)ρ+δI􀱋n (1)
其中,δ 是去极化率,ρ 为描述比特量子态的密度

矩阵,I为最大混合态,根据上述的保真度定义,
门误差可以表示为

εg =1-F(ρ,ε(ρ,δ))

=1- 1-δ+δ1
2n

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=
2n -1
2n δ

其中,F(ρ,ε(ρ,δ))=|<φ|ε(ρ,δ)|φ>|,这样就有

δ=
2n

2n-1
εg,若令an=

2n

2n-1
则式(1)可改写为

ε(ρ)=(1-anεg)ρ+anεgI􀱋n
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门操作次数为l时,可有

ε􀱋l(ρ)=(1-anεg)lρ+[1-(1-anεg)l]I􀱋n

类似地,在考虑制备初态的误差εm 后上式可进一

步写为

ε􀱋l(ρ)=[1-anεm  (1-anεg)lρ+
[1- 1-anεm  (1-anεg)l]I􀱋n]

一系列门操作后最终的误差可以表示为

El =1-F(ρ,ε􀱋l(ρ))

=1- 1-anεm  (1-anεg)l +

1
2n
[1- 1-anεm  (1-anεg)l] 

=
2n -1
2n +

1-2n

2n 1-anεm  (1-anεg)l

=
1
an
1- 1-anεm  (1-anεg)l  

  综上过程,最终的误差率为[20]

El =
1
αn
[1-(1-αnεm)(1-αnεg)l] (2)

  通过一系列门操作的初态概率(保真度)为

Fl =1-El

=1-
1
αn
[1-(1-αnεm)(1-αnεg)l] (3)

在单比特门中可取n=1,αn=2。
在单比特中

Fl =
1
2+

1
2 1-

1
2εm  1-

1
2εg  

l

(4)

  我们通过用上述公式来拟合得到平均门保真

度(EPG),在实际的测量中,可以将式(4)改写为

Fl =Apl
g +B (5)

其中,参数A,B 为常数,A=
1
2 1-

1
2εm  ,pg=

1-
1
2εg  即平均门保真度,B=

1
2
。实验中利用

上述指数公式进行测量得到数据的拟合,就可以

得到平均门保真度pg 的数值。
总体而言,标准RB流程大致如下(流程如图8

所示):
第一步:选择一系列合适的门数量l,比如1,

100,400,1000,2000等

第二步:对门数量长度l,从Clifford群中选

取相应的l个门操作

第三步:制备初始的态(单比特门操作会选择

|0>态为初始态)

图8 标准RB流程图

第四步:依次将这些门操作作用在比特上,并
做一个全同的逆操作

第五步:测量初始态的概率,得到数据点

第六步:重新选择门数量,重复第二、三、四、
五步

第七步:把不同门数量的概率与门数量数据

整理,拟合保真度曲线得到平均门操作保真度。
对RB的一个重要改进是交错随机标准测试

(Interleaved
 

RB)过程[18],标准的RB无法得到单

个特定门的保真度,而交错随机标准测试过程可

以得到特定门操作的平均保真度。在每次测量中

交错随机标准测试需要在每一个门操作中插入一

个特定的门操作,以下用 H 来表示。标准RB与

交错随机标准测试的流程图分别如图9(a)、(b)
所示。

假设插入的门操作H 的平均保真度为εH,接
下来将Un+H 当作一个整体门操作,则一次操作

的门保真度为p'g= 1-
1
2ε'g  ,同样对于单比特

门操作中,经过一系列门操作的保真度可以表

示[30]为
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图9 门操作流程示意图

(a)
 

标准RB门操作流程图;
  

(b)
 

交错随机标准测试门操作流程图

F'l=
1
2+

1
2 1-

1
2εm  1-

1
2ε'g  

l

(6)

注意,因为此处为一个组合门操作,因此可将εg

改写为ε'g,上述式子仍可写为

F'l=A(p'g)l +B (7)
最终可以拟合得到p'g,而插入的门误差为

εH =
1
αn
1-
1-αnε'g

1-αnεg  (8)

在单比特情况中上式可化简为

εH =
1
2 1-

p'g

pg  (9)

这样一来就得到了标准RB无法得到的特定门 H
保真度为

pH =1-
1
2 1-

p'g

pg  (10)

图10 RB与interleaved
 

RB -
Y
2

门  拟合曲线[19]

  图10所示为实际实验得到的拟合曲线,黑色

Ref.为标准的RB实验过程得到的数据曲线红色

Y-π/2 曲线为交错随机标准测试 插入-
Y
2

门  曲

线。经过该过程,准确地得到了实验中特定门

-
Y
2

门  操作的保真度[19]。

近年来随着量子计算的不断进展,RB理论也

不断得到优化,比如三能级粒子随机标准测试

(Qutrit
 

Randomized
 

Benchmarking)[20]讲述多能

级单比特 RB实验扩展,多粒子同时标准测试

(Simultaneous
 

Randomized
 

Benchmarking)[21]是有关

同时多比特RB过程的扩展等,这里就不做展开了。

图11 DRAG
 

操作所用示意图

(a)
 

具有相同时域范围的矩形和高斯脉冲;
 

(b)
 

在频域内,高斯脉

冲的激发带宽明显窄于矩形脉冲的激发带宽;
 

(c)、(d)
 

DRAG操

作后的高斯脉冲非谐性约为200MHz;
 

(d)
 

从DRAG操作后的傅

里叶变换可见(Ωx
 and

 

Ωy 曲线)由于非谐性分量被减小,从而抑

制了高能级泄漏[22]

3 门操作DRAG的优化

在单比特门操作中,除保真度外还有另一个

重要的指标,那就是完成一个门操作所用的时间。
实验上,量子计算由复杂的门操作组成,由于量子

比特退相干时间所限,实验上需要在系统退相干

前完成尽可能多的门操作,这就对门操作的时间

提出了较高的要求,随着量子计算的发展这个要

求就显得日益重要。矩形脉冲和高斯脉冲是两种

在超导量子计算中广泛使用的微波脉冲。如图11
(a)、(b)所示,高斯脉冲的激发带宽明显窄于矩形

脉冲,但由于高斯脉冲没有明确定义的起始点和

终点,在使用的时候需要增加截断脉冲包络线的

操作。对于目前主流的传输子(Transnom)量子

比特设计,由于高斯脉冲带宽与典型 Transnom
的非谐性都在100MHz量级,所以高斯脉冲仍很
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难实现纳秒量级的量子比特门操作,对二者进行

傅里叶变换可以看到具有此带宽的脉冲不仅可能

引起在|0>和|1>之间的跃迁,甚至有可能引起在

|1>和|2>之间的跃迁,从而导致所谓“高能级泄

漏”问题,影响实验质量[22,23]。

图12 DRAG修正效果对比(其中深色虚线为修正项振

幅,λ=0表 示 无 DRAG 修 正)[25]。可 以 看 到 没 有 做

DRAG修正的时候10ns短脉冲量子态末态出现偏离目标

状态,而修正后量子态末态出现偏离目标状态达到要求

(a)
 

未做DRAG
 

操作时的短脉冲;
 

(b)
 

未做DRAG
 

操作时量子态

的演化示意;
 

(c)
 

做DRAG
 

操作时的短脉冲;
 

(d)
 

做DRAG
 

操作

时量子态的演化示意

目前,抑制微波泄漏的方案被称为绝热门的导

数约化(Derivative
 

Reduction
 

by
 

Adiabatic
 

Gate)[24]。
DRAG方法是在原来的微波基础上,附加一个与

原微波脉冲项的导数有关的微波脉冲修正项,修
正后的激励微波对量子比特的作用项为

Hrot
d =􀮙Ωx(t)

σ̂x

2+ 􀮙Ωy(t)λ
σ̂y

2
(11)

Ωy(t)=-
Ω̇y(t)
α

(12)

其中,Ωx(y)为微波脉冲在x 与y 轴上的幅度,α是

单比特的失谐量,􀮙Ωy(t)
σ̂y

2
是修正项,λ为DRAG

系数。通过DRAG操作后,如图11(c)、(d)所示,
再对微波函数做傅里叶变换可以看到这种可以引

起高能级泄漏的频率得到了抑制。
更直观地,在图12所示的布洛赫球上显示

DRAG效果,可以看到短脉冲微波高能级泄漏问题

得到了较好的抑制,从而提高短脉冲下门操作的保

真度[25]。在目前的超导量子计算系统中所实现的

高保真门操作均基于DRAG脉冲及其改进方案。

4 结语

本文详细地讨论了如何通过微波实现对比特

的门操作。门操作有两个关键性的指标,一个是

保真度,另一个是微波脉冲的时间。保真度的标

定采用的RB标准流程,它能够真实地反映出一

个门操作的平均保真度大小,越短的脉冲越具有

优势,但会面临微波泄露的问题,为了解决这个问

题,需要采用DRAG的方式,从而提高短脉冲的

门操作保真度。
通过上面的讨论,本文将本系列第四篇的器

件表征基本流程图扩充到了具备初步实验能力的

程度,如图13所示。然而需要注意的是,这些都

还是最基本的操作,在真正的量子计算实验中,往
往要面临更多更复杂的问题,比如比特之间的磁

通串扰[26](Crosstalk),Z波形失真[27,28],二比特

门的校准[29]等。
本系列的第六篇将重点放到超导量子比特器

件的制备上,以期让读者对超导量子比特器件的

实现与面临的挑战有一个直观的认识。此外,由
于原计划在本文中讨论的Single-shot(单光子模

式)测量[30]方法与门操作关联较小,故将在后续

的文章中再进行讨论。
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