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范德瓦尔斯气体的状态方程与多方过程

张 龙 高国营

(华中科技大学物理学院,湖北
 

武汉 430074)

摘 要 范德瓦尔斯气体模型是对理想气体模型的一种修正,很多普通物理教材和文献对范德

瓦尔斯气体的状态方程进行了讨论,但对过程方程很少讨论,尤其是结合物理图像的

讨论。本文结合数学表达式和相关物理图像首先讨论了范德瓦尔斯气体的状态方程,
并代入实际气体进行分析,再探究特殊的热力学过程,进而讨论一般的热力学过程,并
与理想气体进行比较。讨论在热力学过程中功、内能、热量、热容量以及多方指数的变

化,并结合相关实际应用,可以加深对范德瓦尔斯气体相关物理图像的理解。
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  范德瓦尔斯气体是基于理想气体,考虑气体

分子的体积以及分子之间相互作用力的一种模

型。目前,很多普通物理教材和文献对理想气体

的多方过程进行了探讨[1-3],但是关于范德瓦尔斯

气体多方过程的研究仅涵盖几种特殊热力学过

程[4-6],并且很少有结合过程方程与物理图像的讨

论。本文通过与压强、体积和摩尔热容量等相关的

物理图像,讨论范德瓦尔斯气体的状态方程以及与
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多方过程相关的一般热力学过程,并且将其与理想

气体进行对比,以加深对相关物理图像的理解。

图1 范德瓦尔斯气体(实线1~5,颜色依次为:绿、蓝、红、橙、紫)与理想气体(灰色虚线6)的p-V 曲线

(a)
 

b=4×10-5m3·mol-1,T=300K,实线1~5分别为:a=0.25,0.3,0.35,0.4,0.45J·m3·mol-2;
 

(b)
 

a=0.35J·m3·mol-2,T=

300K,实线1~5分别为:b=3×10-5,3.5×10-5,4×10-5,4.5×10-5,5×10-5m3·mol-1;(c)
 

a=0.35J·m3·mol-2,b=4×10-5m3·

mol-1,实线1~5分别为:T=200,250,300,350,400K;
 

(d)
 

T=300K,实线1~5分别为氨气、二氧化碳、氧气、氮气和氦气等五种实际气

体;(e)
 

压强为负值时的p-V 图像,取a=0.25J·m3·mol-2,b=4×10-5m3·mol-1,T=300K。虚线位置为V=4×10-5m3

1 范德瓦尔斯气体状态方程的p-V 关系

1.1 对一般状态方程的讨论

对于1mol范德瓦尔斯气体,状态方程[7]可以

写成

p+
a
V2  (V-b)=RT (1)

其中,p、V 和T 分别为气体压强、体积和温度,R
是气体普适常量,a 和b 分别是范德瓦尔斯压强

与体积的修正量。热力学第一定律的微分形式

为:dQ =dE +dA,结 合 能 态 方 程 ∂E
∂V  T

=

T ∂p
∂T  V

-p,可知范德瓦尔斯气体内能的微分形

式为

dE=CVdT+
a
V2dV (2)

可知

CndT=CVdT+ p+
a
V2  dV (3)

其中,Cn 和CV 分别表示摩尔热容量和定容摩尔

热容量。记多方指数为n,即

n=1-
R

Cn -CV
(4)

那么有

dT
T =(n-1)

dV
V-b

(5)

将上式积分,得
T(V-b)n-1=常量 (6)

结合状态方程式(1),上式可进一步表示为

p+
a
V2  (V-b)n =常量 (7)

p+
a
V2  

1-n

Tn =常量 (8)

范德瓦尔斯气 体 的 多 方 过 程 方 程 即 为 式(6)、
式(7)和式(8),这三式是等价的。

显然,由于a 和b有不同取值,范德瓦尔斯气

体p-V 曲线并不唯一。因此,在讨论范德瓦尔斯

气体多方过程之前,应先探究不同的a 和b 值对

p-V 曲线的影响。由式(1)知

p=
RT

V-b-
a
V2

(9)

那么p 是a、b和T 的函数,我们可以通过调控参

量,分别描绘不同a、b和T 条件下的p-V 物理图

像,如图1(a)~(c)所示,其中a=b=0时为理想
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气体的p-V 曲线。
由图1(a)~(c)可知:当a 取较大值时,如图1

(a)中a=0.45J·m3·mol-2(曲线5);或者当b
取较小值时,如图1(b)中b=3×10-5m3·mol-1

(曲线1);又或者当T 取较小值时,如图1(c)中

T=200K和T=250K(曲线1和曲线2),曲线均有

明显的间断区域。间断区域分别随着a 的减小,b
的增大以及T 的增大而消失,继而出现的尖峰也逐

渐变得平坦,最终,范德瓦尔斯气体p-V 曲线与理

想气体的p-V 曲线相似,这表明在压强不太高(体积

不太小)和温度不太低的情况下,理想气体近似的描

述与范德瓦尔斯近似相近。在间断区域,有 RT
V-b<

a
V2,即:p<0,这是不合理的。在曲线的上升区

段,有 ∂p/∂V  T >0,这 与 真 实 气 体 满 足

∂p/∂V  T<0的条件矛盾,所以上升区段是不存

在的[8,9]。此外,以图1(a)的绿色实线1为例,作
其p 为负值时的p-V 曲线,由于p 的跨度过大,
省略了其中一部分图像,如图1(e)所示。当V<0
时,p<0,该区域没有实际物理意义,不做讨论。b
的数值为4×10-5m3·mol-1,当0<V<4×
10-5m3 时,p<0,且V→0时,p→-∞,当V 从左

或右侧趋向于4×10-5m3,得p→-∞或p→
+∞,对图1中其他的范德瓦尔斯气体p-V 曲线

也有相似的情况。b 的定义是分子气体占有体积

而引起的修正值,其数值约等于气体内所有分子

体积总和的4倍[7]。可以发现:在数值上,当0<
V<b时,范德瓦尔斯气状态方程的描述是不恰当

的。实际上,图1描述的范围在数值上是V>b。
从式(9)中同样可以发现在数值上,V 无法达到b
处,但是对实际气体而言,V 的取值显然是连续

的,在V 取一个特定的正值时,p 的数值不应当为

无穷值。这揭示了范德瓦尔斯气体状态方程的不

足之处,也表明了数学表达式不能完全反映物理

规律,需要结合实际物理现象进行修正。

范德 瓦 尔 斯 气 体 p-V 曲 线 的 斜 率kFp =

-
RT
(V-b)2

+
2a
V3,而理想气体kp=-

RT
V2。因为

a、b 的数值一般分别在10-1、10-5 量级,所以当

温度T 较高或体积V 较大时,斜率表达式中b和

2a
V3的影响可以忽略,即: RT

(V-b)2
≈
RT
V2 ≫

2a
V3,那么

kFp≈kp。这说明在高温或大体积(低压强)的条

件下,理想气体与范德瓦尔斯气体的状态方程是

一致的,并且理想气体状态方程在形式上更加简

洁;但在低温和小体积(高压强)的条件下,两者有

明显差异,由于气体分子的体积以及分子之间的

相互作用力不容忽视,范德瓦尔斯气体比理想气

体更加符合实际气体。

1.2 实际气体范德瓦尔斯状态方程的p-V 关系

以T=300K时的氨气、二氧化碳、氧气、氮气

和氦气等五种实际气体为例,利用范德瓦尔斯气

体状态方程(7)分别代入相应的a、b 值(表1),得
到它们的p-V 曲线,并与理想气体p-V 曲线比

较,如图1(d)所示。可以看到,氨气和二氧化碳的

p-V 曲线(实线1和实线2)与理想气体的p-V 曲

线(灰色虚线6)有明显区别,氨气的p-V 曲线有

明显的间断区域,而氧气、氮气和氦气的p-V 曲线

(实线3~实线5)与理想气体p-V 曲线的差异较

小。其原因在于这五种气体的b 值差距不大,而
氨气和二氧化碳的a 值相对较大,另外三种气体

的a 值相对较小。图1(d)气体之间的差异与图1
(a)的情况相似。另外,用理想气体来描述这些实

际气体,得到的p-V 曲线是相同的。

表1 五种气体的范德瓦尔斯修正量a和b的值[7]

氨气
二氧

化碳
氧气 氮气 氦气

a/(J·m3·mol-2)0.4240.3650.1380.1370.00324

b/(10-5m3·mol-1)3.73 4.28 3.19 3.86 2.34

2 范德瓦尔斯气体多方过程

2.1 特殊的热力学过程

以二氧化碳气体为例,通过代入其a 和b 值

(表1),探究几种特殊的热力学过程,进而讨论范

德瓦尔斯气体多方过程。根据式(7),可以作在不

同的n值条件下的二氧化碳气体p-V 曲线,如图2
所示。对于理想气体特殊多方过程的分析已经有

很多[1-3],这里不再重复讨论。
将式(3)、式(4)、式(7)与式(1)的微分形式联

立,可以得到
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图2 二氧化碳气体p-V 图像

实线1~5描绘范德瓦尔斯气体,分别对应等压、等温、绝热、等容

以及n=0的情况,颜色依次为:绿、蓝、红、橙、紫。理想气体的等

压和等容情况分别与实线1和实线4重合,虚线6和虚线7分别

描绘理想气体的等温和绝热情况,颜色分别为蓝和红

n=1-
V-b
T

dT
dV =1-

R

p+
a
V2

dT
dV

=1-
1

p+
a
V2

p-
a
V2+

2ab
V3 +

(V-b)dp
dV

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(10)

  对于范德瓦尔斯气体的等容过程,dV=0,
V=常量。可得Cn=CV,Q 与E 完全转化,这与

理想气体一致。
对于范德瓦尔斯气体的等温过程,dT=0,

p+
a
V2  (V-b)=C2(C2 是常量)。这时系统的

内能改变量dE=
a
V2dV≠0,并非像理想气体那样

Q 与A 完全转化。
对于范德瓦尔斯气体的等压过程,dp=0,

p=常量。由式(10)可知n=1-
1

p+a/V2(p-

a/V2+2ab/V3),n 是V 的函数,并不是常数,所
以范德瓦尔斯气体的等压过程不是多方过程。在

等压线上,当V→∞时,有n→2;当V→b 时,n→
∞,此时与等容过程(n=∞)的情况吻合。此时,

Cn=Cp=CV+ p+
a
V2  dVdT,其中Cp 表示定压摩

尔热容,Cn 与CV 的大小关系取决于
dV
dT

的正负。

而在理想气体的等压过程中,有n=0。那么对

于范德瓦尔斯气体而言,当n=0时,会有怎样的热

力学过程呢? 如图2实线5所示,有p+
a
V2=C1

(C1 是常数)。此时,CV+C1
dV
dT
,Cn 与CV 的大

小关系也取决于
dV
dT

的正负。结合式(1),可知V=

R
C1

T+b,那么恒有
dV
dT>0

,这说明Cn>CV。

对于范德瓦尔斯气体的绝热过程,dQ=0。

dE=-dA,E 与A 完全转化,这与理想气体一

致。结合式(4)可知n=
CV+R
CV

>1,那么过程方

程为 p+
a
V2  (V-b)

CV+R

CV =C3(C3 是常量)。

从图2可以看到,范德瓦尔斯气体的等压和

等容过程曲线分别是平行于横、纵轴的直线,这与

理想气体相同,但是范德瓦尔斯气体的等温和绝

热过程曲线明显与理想气体不同。范德瓦尔斯气

体的等温和绝热过程的曲线斜率分别是k2=

-
C2

(V-b)2
+
2a
V3,k3=-

CV+R
CV

C3

(V-b)
CV+R

CV
+1
+

2a
V3,而对于理想气体,两者分别是k6=-

C6

V2,k7=

-γ
C7

Vγ+1(C6 和C7 均表示常量,γ 为理想气体的

热容比),这四个斜率均为负值,将曲线下方的面

积分别记为S2、S3、S6、S7,表示系统对外做功的

大小。那么以图2的二氧化碳气体为例,理想气

体等温和绝热曲线处在范德瓦尔斯气体等温和绝

热曲线之间,在等温过程中,V 较小时,有k2<k6,

S2<S6,随着V 的增大,有k2>k6,S2>S6。而在

绝热过程中范德瓦尔斯气体与理想气体的斜率以

及对外做功的大小规律与等温过程恰恰相反。

2.2 γF 与γ以及Cp 与CV 的差值

在范德瓦尔斯气体的绝热过程中,将n=
CV+R
CV

记为γF,则 CV =
R

γF-1
,γF 意为与热容

比γ=
Cp

CV
区 别 开。那 么 其 过 程 方 程 可 写 为
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p+
a
V2  (V-b)γF=常量。

对范德瓦尔斯气体而言,Cp=
∂Q
∂T  p

=CV+

图3 fR(T,V)图像

(a)
 

三维图;
 

(b)
 

T 取0~400K范围的二维投影图;
 

(c)
 

T 取0~4K范围的二维投影图

p+
a
V2  ∂V∂T  p

。由式(1)可知

 ∂V
∂p  p

=
RV3

-2a(V-b)+V3 p+
a
V2  

(11)

那么可得

p+
a
V2  ∂V∂T  p

=
R2TV3

RTV3-2a(V-b)2

=
R

1-
2a(V-b)2

RTV3

(12)

将式(12)记为fR(T,V),其为 T 和V 的函数。
对理想气体有R=Cp-CV,那么对范德瓦尔斯气

体,有fR(T,V)=Cp-CV。γ=1+
fR(T,V)

CV
,

显然γ≠γF。
接下来探究fR(T,V)随T和V 的变化,fR(T,V)

曲线如图3所示。由式(12)可知:2a
(V-b)2

RTV3 >0。

若0<
2a(V-b)2

RTV3 <1,有0<1-
2a(V-b)2

RTV3 <1,

那 么 fR (T,V)>R;若
2a(V-b)2

RTV3 >1,有

1-
2a(V-b)2

RTV3 <0,那么fR(T,V)<0。若在等

容过程中,即V=常量,令 m=
2a(V-b)2

RV3 ,则

fR=
R

1-m/T=R(1+
m

T-m
),fR 在0<T<m

和T>m 范围内随着T 的增大而减小。若在等温

过程中,即T=常量,记2a(V-b)2=RTV3 的解

为V=VT,可以从数值大小上确定0<VT<b。当

V<VT 时,2a(V-b)2>RTV3,那么fR<0,fR 随着

V 的增大而减小;当V>VT 时,2a(V-b)2<RTV3,
那么fR>0,fR 同样随着V 的增大而减小。

从图3以及式(12)可以发现,当T 和V 不

太小时,fR(T,V)→R,这同样证实了在高温或大

体积(低压强)的条件下理想气体与范德瓦尔斯气

体的状态方程的一致性。然而,当 T 和V 较小

时,即在低温和小体积(高压强)的条件下,显然有

fR(T,V)≠R,范德瓦尔斯气体和理想气体有着

明显差异。这也与前文对范德瓦尔斯气体p-V 曲

线的探究结果相符合。
2.3 多方过程中的一般热力学过程

接下来讨论范德瓦尔斯气体多方过程中的一

般热力学过程。结合前文,容易知道

Cn =
n-γF

n-1
CV= 1+

1-γF

n-1  CV

=
R(n-γF)

(n-1)(γF-1)
(13)
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可以记函数g(n)=1+
1-γF

n-1
,其图像如图4所

示。当n 有不同的取值时,Cn 与CV 的大小关系

如表2所示。

图4 g(n)图像

表2 n的取值对Cn 和CV 大小关系的影响

n的取值 (-∞,1) 1 (1,+∞) ∞

Cn 与CV 的

比较
Cn>CV Cn=∞ Cn<CV Cn=CV

  由图4可知,当n<1时,g(n)>1;当n>1
时,g(n)<1;当n→±∞时,g(n)→1。

根据图2的特殊热力学过程,可以进一步分

析。系统对外做功的大小即为图2中曲线下方的

面积,那么当n 在下面的某一特定范围内时,dA
的值也正是介于对应的两种特殊热力学过程的

dA 之间。
当-∞<n<0时,过程曲线介于n=0和n=

∞(等容过程)两条曲线之间,系统的内能改变量

和对外做的功都不为0。dV≠0,若dV>0,则比

等容过程多吸收热量,反之则少吸收热量。
当0<n<1时,过程曲线介于n=0和n=1(等

温过程)两条曲线之间,系统对外做功dA=pdV。
当1<n<γF 时,过程曲线介于n=1(等温过

程)和n=γF(绝热过程)两条曲线之间,系统从外

界吸收的热量不为0,分别用于对外做功和改变内

能。系统内能改变量的大小介于等温和绝热过程

的内能改变量之间。制冷机膨胀致冷的工作原理

正是由此而来,随着压强降低,范德瓦尔斯气体的

温度降低,虽然系统不可避免地从外界吸收热量,

但是通过其快速膨胀,使范德瓦尔斯气体的体积

迅速增大,来减少吸热。
 

当γF<n<+∞时,过程曲线介于n=γF(绝
热过程)和n=∞(等容过程)两条曲线之间,系统

从外界吸收的热量和对外做的功都不为0。dT≠

0,若dT>0,则内能改变量比等温过程的大,反之

则小。实际中,热机一般工作在绝热过程和等容

过程之间,当热机压缩升温时,范德瓦尔斯气体温

度低于外界温度,从外界吸收热量。当范德瓦尔

斯气体的温度高于外界温度时,降温膨胀,并对外

做功和向外界释放热量。
此外,天空中的气团在白天吸收热量,温度升

高,体积膨胀变大,夜晚时气团向外界放出热量,
温度降低,体积收缩减小,这样的气团变化是介于

等温过程和等压过程之间的多方过程[10]。

3 结语

本文利用数学表达式和相关物理图像比较了

范德瓦尔斯气体与理想气体的状态方程以及与多

方过程相关的一般热力学过程。通过讨论范德瓦

尔斯气体状态方程数学表达式和压强与体积关系

曲线,得到了不同的范德瓦尔斯气体修正量和温

度对压强与体积关系的影响,并且分析了范德瓦

尔斯气体模型的不足之处。在高温和大体积(低
压强)的条件下,范德瓦尔斯气体与理想气体的描

述趋于一致,而在低温和小体积(高压强)的条件

下,范德瓦尔斯气体比理想气体更加符合实际。
通过范德瓦尔斯气体和理想气体状态方程描述实

际气体,进而讨论两者在压强与体积关系曲线上

的异同之处。随后,探究了几种特殊的热力学过

程,进而讨论范德瓦尔斯气体的多方过程,最后,
在范德瓦尔斯气体与理想气体的热力学过程中,
比较功、内能和热量以及热容量和多方指数的变

化,并列举相关实际应用。这些结果有助于加深

对范德瓦尔斯气体相关物理图像的理解。
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进行合理取舍,让学生体会到数学知识在专业上

的应用,注重体现数学知识中的物理思想。在物

理知识的教学过程中,以恰当的方式引入新概念,
在教学中适当地引入穿插物理学史的知识,让学

生掌握物理思想方法,学会用物理学的视角、方法

看待问题、分析问题和解决问题。同时,注意做好

与后续课程的衔接,为学生后续专业学习奠定良

好的物理基础。
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