
物理与工程 Vol.34 No.3 2024

相对论宏观系统中的热力学平衡态
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摘 要 本文在广义相对论弯曲时空背景下,讨论了相对论流体力学、动理学和随机热力学对

于热力学平衡态的定义以及它们之间的联系和区别。特别地,一阶相对论流体力学给

出的平衡态定义有可能存在不稳定性,而动理学给出的定义总是稳定的。
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  在热力学和统计物理中,平衡态有着特殊的

地位。如果我们要研究各种非平衡状态的现象,
首先需要对平衡态有准确的理解。在非相对论的

热力学中,平衡态有着多种不同而互不等价的定

义。文[1]对不同定义进行了分类梳理,并提出了

适用于整个热力学演化过程的平衡态定义。然

而,对于处于具有长程特征的引力场和电磁场作

用下的相对论热力学系统,直接使用在非相对论

系统中引入的平衡态定义会遇到许多问题,通常

的热力学和统计物理教科书大都对此采取回避的

态度。
具体来说:在文[1]中被划分为第一、二类定义

的平衡态的要点是将热力学平衡态定义为不随时

间演化的状态,但对于相对论系统,不同的观测者

有不同的计时标准,时间不再具有绝对性,因而也

不存在绝对的“不随时间演化”的提法,至多只能

谈论相对于某个特定观测者而言不发生时间演化

的状态;文[1]中的第三类定义将热力学平衡态定

义为由一系列平衡条件决定的状态,这些平衡条

件要求描述平衡条件的热力学参量(即所谓的态

平衡参量)的空间梯度为零。然而,在弯曲时空

中,由于 Tolman-Ehrenfest效应和 Klein效应的

存在,即便是在相对于某个特定观测者而言不发

生时间演化的状态下,热力学系统内部的温度场

和化学势场也不再是均匀的。一些观点甚至认为

在长程力场下不允许存在热平衡态。文[1]中的第

四类定义通过统计平均值或熵来定义平衡态,而
通过统计平均值的定义要求宏观物理量有均匀

性,同样无法应用于弯曲时空背景。利用最大熵

原理定义的平衡态原则上可能适用于弯曲时空,
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但是这种定义仅适用于孤立系,并且正如本文第4
节的讨论,一阶相对论流体力学理论中通常讨论

的平衡态不一定满足最大熵原理。
幸运的是,基于相对论动理学的工作表明,弯

曲时空中的非平衡输运效应并非由态平衡参量的

空间梯度激发,而是由推广的热力学力激发。这

使得我们有机会自然地延拓非相对论系统中关于

平衡态的定义。在本文中,我们建议将弯曲时空

中的平衡态定义为经过弛豫过程后达到的熵产生

率为零的状态。本文第1节我们将从流体力学的

层面证明,尽管耗散项和热力学力都依赖于观测

者的选择,但依然存在对任意观测者而言所有的

耗散项或所有的热力学力都为零的状态,因此平

衡态也可以通过全部耗散项或全部热力学力为零

来定义。目前相对论统计力学有两个主要分支,
相对论动理学与相对论随机热力学。以熵产生率

为零作为出发点,本文第2节中将检验在动理学

框架下弯曲时空中平衡态的定义。另一方面,以
热传导率为零作为出发点,本文第3节将检验在

随机热力学的框架下平衡态的定义。在这些讨论

中,可以看到我们建议的热力学平衡态的定义可

以囊括相对论流体力学、相对论动理学和相对论

随机热力学的定义惯例(尽管不同理论定义平衡

态的方式不尽相同),同时我们也会指出存在弛豫

过程是定义热力学平衡态的必要条件。
本文的符号约定如下:度规gμν 的号差采用

(-,+,…,+),时空维数为d+1,其中d 表示空

间维数,c表示光速,张量指标:μ,ν,…,=0,1,…,d
表示时空指标,i,j,…,=1,2,…,d 表示空间指标。

1 流体力学中的平衡态

1.1 热力学平衡态

粒子流 Nμ 和能量动量张量Tμν 是相对论流

体力学里的两个重要的张量。值得提前声明的

是,在相对论语境下,观测者的选择会影响到观测

到的现象。粒子流和能量动量张量本身是与观测

者的选择无关的,但是通过粒子流和能量动量张

量向着观测者的固有速度方向或正交于观测者的

固有速度方向投影而得到的流体力学状态量是依

赖于观测者的选择的。在本小节和下一小节中,
我们将遵循相对论流体力学的习惯,仅引入与流

体共动的观测者 -,而对于一般的观测者 的讨论

将在1.2小节和1.3小节进行。

利用共动观测者 -的固有速度Uμ 对粒子流

和能量动量张量进行分解,所得结果为

Nμ =(n(0)+ )Uμ +jμ,

Tμν =
1
c2
(ε(0)+  )UμUν +

2
c2q

(μUν)+

(P+Π)Δμν +Πμν (1)

其中,Δμν=gμν+
1
c2

UμUν 是与Uμ 正交的类空面上

的诱导度规,jμ、qμ 以及Πμν 满足正交关系jμUμ=
qμUμ=0,ΠμνUμ=0,局部强度变量{n(0),ε(0),P}
分别代表粒子数密度、能量密度的零阶背景值和

热力学压强(零阶与高阶修正的区别将在后文解

释);耗散项{ , ,Π,jμ,qμ,Πμν}分别代表相对于

零阶背景而言粒子数密度、能量密度和压强的修

正项以及粒子流的空间分量、能流的空间分量和

剪切应力张量。压强的修正项又称为动力学压

强。上述流体力学变量都是由与流体共动的观测

者 -所测得的。
必须强调指出:热力学平衡态仅对于存在耗

散的流体(也即存在黏性或热输运的流体)才能够

定义。在相对论流体力学中,热力学平衡态(ther-
modynamic

 

equilibrium)或 整 体 平 衡 态(global
 

equilibrium)通常被定义为全部耗散项归零的状

态( =0, =0,Π=0,jμ=0,qμ=0,Πμν=0),此
时粒子流和能量动量张量的形式与完美流体一

致,粒子流和能量动量张量的本征方向(即粒子输

运方向和能量输运方向)均与Uμ 重合,因此Uμ

可以被合理地解释为平衡态流体的流速场。
除了上面的定义之外,还存在着另外两种等

价的定义[2,3]:熵产生率为零的状态以及全部热力

学力为零的状态。这两种定义的含义和等价性将

在1.2节解释。
1.2 局部平衡和熵产生

对于近平衡流体,当宏观演化的特征时间尺

度远大于微观过程的时间尺度而又远小于系统达

到平衡的弛豫时间时,可以采用局部平衡(local
 

equilibrium)假设描述系统,即近平衡系统的局部

达到平衡,在系统位形空间的各个点处可以定义

热力学变量,如温度T、化学势μ 等,但系统中依

然存在非零的耗散,因此整体上并未处于平衡态。
为了简便起见,本节仅讨论中性粒子构成的流

体系统。局部平衡是系统完整描述的零阶近似。当

考虑中性流体的一阶描述时,流体的熵流定义为[4]

Sμ =kB(βPUμ -βTμνUν +αNμ) (2)

9
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其中kB 为Boltzmann常量,α、β是局部平衡温度

T 和局部平衡化学势μ 的函数,α=- μ
kBT

,β=

1
kBT

。式(2)又被称作协变的Euler关系。

将式(1)代入式(2)有
1
kB

Sμ =βPUμ -βTμνUν +αNμ

=(βP+β(ε
(0)+  (1))+α(n(0)+

  

(1)))Uμ +αj(1)μ +βq
(1)μ

=
1
kB

s(0)+α  

(1)+β 
(1)  Uμ +

αj(1)μ +βq
(1)μ (3)

其中,局部平衡熵密度满足Euler关系s(0)=
ε(0)

T +

P
T-

μn
(0)

T
。

对于中性粒子构成的系统,利用流体运动方

程�μNμ=0,�μTμν=0(同样截断到一阶),局部平

衡的Euler关系和Gibbs-Duhem关系

s(0)=kB(αn
(0)+βε

(0)+βP) (4)

dP=s(0)d 1
kBβ  -n(0)dα

β  (5)

可以得到熵产生率

1
kB

�μSμ =  

(1)Uμ �μα+  (1)Uμ �μβ-

Π(1)β�μUμ +j(1)μΔμ
ν �να+

q(1)μΔμ
ρ �ρβ-β

c2
Uσ �σUρ  -

Π(1)μνβ Δμ
ρΔν

σ �ρUσ -
1
d

�ρUρΔμν  
(6)

其中,Uμ�μα、Uμ�μβ以及-β�μUμ 称为标量热力学

力,它们分别对应热力学参量α、β的时间演化以及流

体自身的膨胀;Δμ
ν�να、Δμ

ρ �ρβ-
β
c2

Uσ�σUρ  称为

矢量热力学力,它们可以看作是态平衡参量的空间

梯度的相对论推广;-β Δμ
ρΔν

σ�ρUσ-
1
d

�ρUρΔμν 
称为张量热力学力,它与流体内部的剪切效应相

对应;式中的 (1)、 (1)、Π(1)、j(1)μ、q(1)μ、Π(1)μν 称

为一阶耗散项,它们都可以表达为热力学力的线

性组合,这样的关系式称为本构关系

  

(1)=ν1Uν�να+ν2Uν�νβ-ν3β�νUν

 (1)=ρ1Uν�να+ρ2Uν�νβ-ρ3β�νUν

Π(1)=π1Uν�να+π2Uν�νβ-π3β�νUν

j(1)μ =σ1Δμν�να+σ2Δμν �νβ-β
c2

Uρ�ρUν  
q(1)μ =κ1Δμν�να+κ2Δμν �νβ-β

c2
Uρ�ρUν  

Π(1)μν =-η ΔρμΔσν�ρUσ -
1
d

�ρUρΔμν  (7)

其中,{νi,σi,ρi,κi,πi,η}称为动理系数。这些本

构关系对应着一阶耗散项 对 热 力 学 力 的 线 性

响应。
容易看出三种热力学平衡态定义的等价性:

热力学力是耗散项出现的原因,也是熵产生的原

因;而熵产生存在则必然要求耗散项不为零,热力

学力不为零。从上述本构关系式中 (1)、 (1)的表

达式也可以看出它们与零阶背景n(0),ε(0)的区别:
一阶修正项依赖于热力学力,而代表局部平衡的

零阶背景值则与热力学力无关。热力学压强 P
与动力学压强Π(1)之间也有类似的区别。

热力学平衡态下所有热力学力为零。特别

地,将矢量热力学力为零的条件改用温度T 和化

学势μ 来表达,可以得到著名的 Tolman-Ehren-
fest效应和Klein效应

�μT+
T
c2

Uν �νUμ =0, �μμ+μ
c2

Uν �νUμ =0

(8)
其中,Uν �νUμ 是流体的固有加速度。也就是说,
弯曲时空中的热力学平衡态是由态平衡参量的梯

度和流体受到的引力达成的平衡。

1.3 观测者在热力学平衡态的定义中起到的

作用

  相对论的背景下,观测者的选择会极大地影

响到观测到的现象。下面将以一阶流体力学为例,
说明观测者在热力学平衡态的定义中起到的作用。

热力学平衡态是系统的内禀属性,本身与观

测者的选择无关,因此我们可以通过与观测者无

关的方式定义热力学平衡态(例如通过熵产生率

为零定义)。然而,熵产生率并不是可以直接观测

到的物理量,判断一个系统是否处于平衡态,最简

便的方法还是测量系统的状态参量是否满足平衡

态条件,也即计算系统的热力学力是否为零。然

而,不同的观测者观测到的态平衡参量是不同

的[5],测量到的热力学力也并不一致。
对于固有速度为Zμ 的一般观测者 ,流体的

固有速度可以分解为Uμ=γ(Zμ+uμ),这里uμ

01
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的含义是观测者  看到流体的空间速度,γ 是

Lorentz因子。利用协变的Euler关系和协变的

Gibbs-Duhem关系(见附录 A),我们可以算出熵

流的散度为

1
kB

�μSμ =�μ(P μ-Tμν  ν+αNμ)

=�μ(P μ)-Tμν �μ ν+Nμ�μα

=-T(1)μν�μ ν+N(1)μ�μα (9)

其中, μ=βUμ,第三个等号用到了协变的Gibbs-
Duhem关系的推论

�μ(P μ)=T(0)μν�μ ν-N(0)μ�μα (10)
截止到式(9),我们还没有引入明确的观测者。这

里的一阶流体力学变量 N(1)μ、T(1)μν 包含了全部

的耗 散 项。利 用 观 测 者  的 固 有 速 度 Zμ 对

N(1)μ、T(1)μν 进行分解,有

N(1)μ =  

(1)
Z Zμ +j(1)μ

Z (11)

T(1)μν =
1
c2
 (1)Z ZμZν +

2
c2q

(1)μ
Z Zν +Π(1)Z Δμν

Z +

   Π(1)μνZ (12)

其中,诱导度规Δμν
Z =gμν+

1
c2

ZμZν,{ (1)
Z , 

(1)
Z ,

j(1)μ
Z ,q(1)μ

Z ,Π(1)Z ,Π
(1)μν
Z }是固有速度为Zμ 的观测

者 看到的一阶耗散项,这些一阶耗散项满足正交

关系jμ
ZZμ=qμ

ZZμ =0,Πμν
ZZμ =0。将 N(1)μ 和

T(1)μν 的分解代入式(9),有

1
kB

�μSμ

=  

(1)
Z Zμ�μα+  (1)Z -

1
c2

ZμZν�μ ν  +
Π(1)Z (-Δμν

Z �μ ν)+j(1)μ
Z �μα+

q(1)μ
Z -

2
c2

Zν�μ ν  +
Π(1)Z μν -Δμρ

ZΔνσ
Z �ρ σ+

1
d

�ρ σΔρσ
ZΔμν

Z  
=  

(1)
Z Zμ�μα+  (1)Z Zμ�μβZ +

1
c2βZuμZ

ν�νZμ  +
Π(1)Z  -βZ �μZμ -βZ �μuμ -uμ�μβZ +

1
c2βZuμZ

ν�νZμ +j(1)μ
Z �μα+

q(1)μ
Z  �μβZ -

1
c2βZZν�νZμ -

1
c2

uμZ
ν�νβZ -

2
c2βZZν�μuν +Π(1)Z μν(-βZΔρμ

ZΔνσ
Z �ρ(Zσ+uσ)+

1
dβZ �ρ(Zσ +uσ)Δρσ

ZΔμν
Z -uσΔρμ

ZΔνσ
Z �ρβZ +

1
duρ�ρβZΔμν

Z) (13)

其中,第二个等号代入了 μ=βUμ,同时利用到温

度的观测者变换关系βZ=γβ
[5]。显然,对比式(6),

一般观测者 看到的热力学力与流体共动观测者

 -看到的不同。容易验证,如果我们把观测者取

为共动观测者,即Uμ=Zμ,γ=1,uμ=0,上式将退

回式(6)。
从上述讨论可以看到,虽然流体的平衡态本

身是内禀的,与观测者的选择无关,但是如果采用

易于由观测者判定和测量的热力学力来描写平衡

条件,则平衡条件会呈现出观测者依赖性。因此,
我们更加倾向于采用与观测者无关的熵流散度为

零的条件来描述平衡态,虽然比起热力学力而言,
熵流散度缺少直观性且不易测量。

2 动理学中的平衡态

动理学描述的气体分子之间相互独立,只通

过弹性碰撞相互作用,在分子混沌假设下,可以通

过单粒子分布函数f(x,p)描述气体系统。单粒

子分布函数f(x,p)是质壳丛[6]上的函数,其中x
是底流形上的坐标,p 是动量坐标且满足质壳方

程pμpνgμν=-m2c2,m 是粒子的静止质量。
单粒子分布函数f 可以生成流体的粒子流

Nμ、能量动量张量Tμν、熵流Sμ[7]

Nμ =c∫针pμf, Tμν =c∫针pμpνf (14)

Sμ =-kBc∫针pμf log
hdf
f*  - logf*

ζhdf
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (15)

其中ζ=0、1和-1分别对应Boltzmann气体、Bose气

体和Fermi气体,f*≡1+ζ -1hdf,针 =
g
|p0|

(dp)d

是质壳丛的纤维(动量空间)上的体元,g 是度规行

列式g≡|det(gμν)|,代表微观态的能级简并度。

2.1 中性气体系统的细致平衡

单粒子分布函数f的演化遵循Boltzmann方程

L (f)= (x,p) (16)
其中

L (f)=pμ ∂f
∂xμ -Γμ

αβp
αpβ ∂f
∂pμ

(17)

11
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是切丛上的Liouville矢量场[6],而
 (x,p1)

=∫针 2针 3针 4[Wx(p3+p4 p1+p2)f3f4f*
1f*

2 -

Wx(p1+p2  p3+p4)f1f2f*
3f*

4] (18)
是碰撞项[7],其中,Wx(p3+p4  p1+p2)称为转移

概率。Wx(p3+p4  p1+p2)f3f4f*
1f*

2 描述了正

散射的贡献,Wx(p1+p2  p3+p4)f1f2f*
3f*

4 描

述了逆散射的贡献。
在微观可逆性假设下,碰撞项写作

 (x,p1)

=∫针 2针 3针 4[Wx(p3+p4  p1+p2)·

(f3f4f*
1f*

2 -f1f2f*
3f*

4)] (19)
动理学关心的平衡态称为细致平衡态(detailed

 

balance),要求在微观可逆性的前提下,熵产生率

为零。熵产生率为零同时要求分布函数满足碰撞

项为零的Boltzmann方程。
计算熵流的协变散度需要用到下面这个关系

(文献[8]中的定理3):对于s级矩

T
(s)μ1μ2…μs =∫针Φpμ1p

μ2…p
μs, s=1,2,…

(20)

其中,Φ可以是坐标和动量的任意函数。T
(s)μ1μ2…μs

的协变散度可以表达为

 �μ1T
(s)μ1μ2…μs =∫针L (Φ)p

μ2…p
μs (21)

将熵流的定义式(15)代入式(21),利用 Boltz-
mann方程(16)和碰撞项的对称性,熵流的散度可

以表达为

�μSμ

=
kBc
4∫针 1针 2针 3针 4Wxf1f2f*

3f*
4
f3f4f*

1f*
2

f1f2f*
3f*

4
-1  ·

log
f3f4f*

1f*
2

f1f2f*
3f*

4

(22)

利用不等式(x-1)logx≥0(当且仅当x=1时等

号成立),可以得到H定理�μSμ≥0。
考虑熵产生为零的情形,此时

f*
1f*

2f3f4

f1f2f*
3f*

4
=1

进一步求对数,可得

log
hdf1

f*
1  +loghdf2

f*
2  

=log
hdf3

f*
3  +loghdf4

f*
4  (23)

因此log
hdf
f*  是一个碰撞不变量。根据文献[8]

中的定理5,碰撞不变量的形式只能取为弹性碰撞

中守恒的能量,动量和粒子集体运动而产生的可

加衍生量的线性组合

log
hdf
f*  =-α+pμ  μ (24)

其中,α是一个标量场,是由粒子集体运动而产生的

可加衍生量, μ是一个矢量场,-pμ  μ是与 μ平

行的观测者测量到的无量纲化的粒子能量。通过

附录A的计算可以说明,这里出现的α 与之前流

体力学熵流定义中的α 完全相同,因此这里不再

使用新的符号进行区分。
从式(24)反解出分布函数的形式

f=
hd

1

e
α- μp

μ

-ζ
(25)

将上 式 代 入 碰 撞 项 等 于 零 的 Boltzmann方 程

L (f)=0,可得

L (f)=(-pμpν�μ ν+pμ�μα)
∂f
∂α=0

(26)
由于粒子动量的任意性,上式中动量的一次项和二

次项需分别为零。因此,对有质量粒子系统,要求

�μα=0, �μ ν=0 (27)
即α是空间常量, ν是Killing矢量场。对于无质

量粒子组成的系统,可以得到更弱的条件

�μα=0, �μ ν=χgμν (28)
其中,只需 ν是共形 Killing矢量场。与此同时,
细致平衡态也是孤立系统总熵最大的状态(详见

本文第4节)。
通过附录A对Euler关系的计算,可以得到α

和 μ的热力学含义

α=- μ
kBT

,  μ=βUμ =
1

kBT
Uμ (29)

2.2 带电气体系统的细致平衡

带电气体系统在切丛上的Liouville矢量场为

LF =pμ ∂
∂xμ +qFμ

νpν ∂
∂pμ -Γμ

αβp
αpβ ∂
∂pμ

(30)
其中,Fμ

ν 是电磁张量,q 是粒子携带的电荷量。
将式(25)代入碰撞项等于零的Boltzmann方程有

LF(f)= -pμpν�μ ν+pμ �μα-qFν
μ ν    

∂f
∂α

=0 (31)
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可以得到带电气体系统的细致平衡条件

�μα=qFν
μ ν, �μ ν=χgμν (32)

其中,对有质量粒子组成的系统,χ=0。方程�μα=
qFν

μ  ν可以改用微分形式表达:dα=qi F。该式

两边作用一次外微分,并利用李导数满足的Car-
tan公式L F=(di +i d)F 和电磁张量的性质

dF=0还可以得到

L F=0 (33)
其中,L 代表沿着矢量场 μ的李导数。带电气体

系统的细致平衡态满足式(25)、式(32)和式(33),这
些条件允许存在不为零的稳态电磁场,但要求电磁

力的贡献和态平衡参量梯度�μα的贡献相平衡。
特别地,对于Minkowski时空的静态流体,平

衡态温度T 是常数,流体固有速度Uν=(-c,0,

0,0),式(32)的第一式可以改写为

-�μμ=qFνμU
ν =-qEμ (34)

其中,Eμ=(0,E)是电场强度,Aμ= -φ
c
,A  是

电磁 势。对 于 静 态 电 磁 场,Eμ =- �μφ,那 么

式(34)表明了平衡态下电化学势的空间梯度为零

�μ(μ+qφ)=0 (35)

2.3 无碰撞Boltzmann方程描述的系统

对于可以忽略粒子之间的碰撞的系统,可以

用无碰撞Boltzmann方程来描述。以电磁场足够

强的情况(例如等离子体)为例,此时分布函数的

演化方程为

LF(f)=pμ ∂f
∂xμ +qFμ

νpν ∂f
∂pμ -Γμ

αβp
αpβ ∂f
∂pμ =0

(36)
碰撞项严格为零的系统中尽管熵产生率恒为零,
但是系统不会经过弛豫过程,无法定义热力学意

义上的平衡态。对于我们讨论的强电磁场下的气

体,碰撞项可以忽略的含义是,当电磁场足够强,
电磁场影响系统的时间尺度远小于系统通过碰撞

进行弛豫的时间尺度。
在不忽略碰撞项的前提下,热力学平衡态可

以被定义,但系统的演化被电磁场主导,难以达到

热力学平衡。尽管如此,我们还是可以用局部平

衡假设描述近平衡的系统,给系统定义相应的温度

和化学势。在这个条件之下,我们可以进一步假设

分布函数是α和 μpμ 的函数,即f(α, μpμ)。分

布函数f(α, μpμ)满足无碰撞的玻尔兹曼方程

(36),通过这个条件可以得到

LF(f)

=pμ �μα
∂f
∂α+qFν

μ ν
∂f

∂( σpσ)  +pμpν�μ ν
∂f

∂( σpσ)

=0
进一步根据粒子动量的随机性,可以得到约束

条件

�μα
∂f
∂α+qFν

μ ν
∂f

∂( σpσ)=0
, �μ ν=χgμν

(37)
其中,对有质量粒子组成的系统χ=0。注意此时

分布函数的形式不一定与式(25)相同,系统的状

态也不一定是热力学平衡态。也就是说,任意满

足的式(37)的f(α, μpμ)都可以作为无碰撞系统

的分布函数。特别地,如果分布函数的形式被限制

为f(α- μpμ),那么约束条件(37)退化为式(32)。
等离子体物理中更关心的平衡态是准静电平

衡态。由于等离子体的Debye屏蔽,在大于Debye
长度的尺度上,可以认为系统内部电磁场强为零。
再次强调:准静电平衡态不是热力学平衡态。

3 随机热力学中的平衡态

随机热力学关心Brown粒子在热库中的运

动,Brown粒子和组成热库的粒子都视为经典粒

子(对应于ζ=0),背景热库始终处于细致平衡态。
描述Brown粒子运动的约化 Fokker-Planck方

程为[9]

1
mL (f)=�

(h)
i   

i[f] (38)

其中,f 是Brown粒子的单粒子分布函数,�(h)i 是

质壳上的协变导数, 
 
i[f]描述了热库通过随机力

和阻尼力对Brown粒子的作用

  
i[f]=

1
2
 ij�

(h)
j f- iνUνf (39)

其中, ij= i j是扩散张量,Ri 是随机振幅,扩
散张量是一个半正定的二次型, iνUν 表示阻尼

力, iν是阻尼系数,Uν 是热库的固有速度。 
 
i[f]

直接决定了热库和Brown粒子间的传热率[10]

Q[f]=∫针mZν   
ν[f]=-Zν�μTμν[f]

(40)
其中,Zν 是一般观测者 的固有速度。

Brown粒子与热库粒子间不交换粒子而仅交

换能量,该能量完全由Q[f]刻画,因此,Q[f]=0
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必然暗示着Brown粒子与热库之间达成了热平

衡。但是Q[f]=0并不一定意味着 
 μ[f]=0,后

者实际上是更严格的条件,我们称之为细致热平

衡条件(detailed
 

thermal
 

equilibrium)。细致热平

衡的含义也容易从 
 
i[f]的定义中看出:热库粒子

提供的随机力的净效应与阻尼力相平衡,Brown
粒子和热库间没有净能量动量交换。通过考虑低

温极限并选择合适的阻尼模型,我们可以得出相

对论Einstein关系

 μν=2T μν (41)
其中,T 是热库共动观测者观测到的温度。这样

我们就从约化Fokker-Planck方程出发得到了通

过Einstein关系确定的平衡态,这同时也是相对

论随机粒子热力学讨论的出发点。
 

类似于流体力学和动理学,细致热平衡态下

Brown粒子的熵产生也为零。Brown粒子的熵流

被定义为

Sμ =-kB∫针pμflogf (42)

热库始终处于细致平衡态,热库的熵流满足Euler
关系(见附录A)

Sμ
R =kB(Ξμ

R -  νTμν
R +αRNμ

R)

=kB((1+αR)Nμ
R -  νTμν

R) (43)
其中,下标R 表示热库的流体力学变量,第二个等

号用到了平衡态Boltzmann气体(ζ=0)满足的条

件Ξμ
R=Nμ

R。Brown粒子的熵产生率和热库的熵

产生率分别为

1
kB

�μSμ =-∫针mf-1 ∂f
∂pμ

 μ[f]

1
kB

�μSμ
R =-∫针m  μ μ[f] (44)

容易看出,细致热平衡的条件下( μ[f]=0),
Brown粒子和热库的熵产生均为零。

需要注意,仅通过熵产生为零的条件不能导

出细致热平衡条件,存在弛豫过程是定义热力学

平衡态的必要条件。对于扩散张量 ij不满秩的

情况,在某些维度上没有热库对Brown粒子的相

互作用,在这些维度上Brown粒子的运动是自由

的,没有弛豫过程,也就无法定义热力学平衡态。
如果扩散张量 ij满秩的情况,熵产生为零与细致

热平衡条件等价。

4 讨论

本文讨论了相对论背景下的流体力学、动理

学和随机热力学对平衡态的定义。尽管我们建议

的热力学平衡态的定义(经过弛豫过程后达到的

熵产生为零的状态)适用于上面讨论的三种理论,
但是以相同方式定义出的热力学平衡态在不同理

论中仍然是有区别的。下面以大质量中性粒子构

成的孤立气体系统为例,探讨流体力学和动理学

的热力学平衡态的区别。
流体力学作为一个宏观理论,它不关心具体

的微观机制,流体系统的熵只要求满足两个条件:
平衡态熵产生率为零,偏离平衡熵产生率为正。
流体的运动方程�μTμν=0、�μNμ=0无法给出进

一步的约束。也就是说,在某些可能的流体理论

中,流体的平衡态不是系统总熵最大的状态,这会

导致流体平衡态的不稳定性[11,12],一个典型的例

子是Hiscock证明了一阶流体在Ecarkt
 

frame和

Laudau
 

frame中是不稳定的[13]。
作为对比,动理学理论明确了粒子之间的相

互作用,对熵的演化有着更强的限制。为了简单

起见,我们将通过对中性气体系统的计算说明,动
理学描述的细致平衡态总是系统总熵最大的状态

(对于带电气体系统这个结论也成立)。作为孤立

系,流体系统的总粒子数和总能量守恒,利用式

(14)我们可以将守恒条件写为

∫Σ
ηΣ -

1
c2

δNμZμ  =-
1
c∫ηΣ ∧针pμZμδf=0

(45)

∫Σ
ηΣ

1
c2

δTμν μZν  =1c∫ηΣ ∧针pμpν μZνδf=0

(46)
其中,ηΣ 是Cauchy面Σ 上的体元,δNμ 和δTμν

表示系统分布函数产生一个小变化δf 后粒子流

和能 量 动 量 张 量 相 应 的 变 化,Zμ 是 正 交 于

Cauchy面Σ 的观测者固有速度。根据式(15),系
统总熵的相应变化是

δS=
kB

c∫ηΣ ∧针Zμpμ log hdf0

+ζhdf0
δf+

1
2 f0+ζhdf2

0
δf2+o(δf3) 

=
kB

c∫ηΣ ∧针Zμpμ (-α+  σpσ)δf+

hd

2e
-α+ σp

σ

(e
α- σp

σ

-ζ)2δf2+o(δf3) 
(47)
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其中

f0=hd
1

e
α- μp

μ

-ζ
是满足条件(27)的细致平衡分布函数。由于式(45)
和式(46)的约束,式(47)中括号里面δf 的一阶项

对于积分的贡献为零,因此,截止到δf 的二阶

δS=
kB

c∫ηΣ ∧针Zμpμh
d

2e
-α+ σp

σ

(e
α- σp

σ

-ζ)2·

δf2 <0 (48)
其中的小于号来自两个指向未来的类时矢量的缩

并Zμpμ<0。因此

δS
δf|f0 =0, 

δ2S
δf2

f0

<0

根据H定理,细致平衡态一定是系统总熵最大的

状态,这也意味着动理学的细致平衡态一定是稳

定的[12]。
最后,有必要指出:由于在相对论系统中时间

不再具 有 绝 对 性,相 对 论 热 力 学 中 的 某 些 概

念———例如准静态热力学过程———含义变得比较

微妙。有鉴于此,本文并没有尝试像文[1]一样给出

适用于整个准静态热力学过程的平衡态的定义。

附录A 通过动理学得到一阶流体力学的Euler
关系和Gibbs-Duhem关系

  根据动理学对熵流Sμ 的定义式(15),在局部

平衡阶,我们可以得到协变的Euler关系和协变

的Gibbs-Duhem关系

S(0)μ =-kBc∫针pμf(0)log
hdf(0)

f(0)*  -  logf(0)*

ζhdf(0)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

=kB(Ξμ -  νT
(0)μν +αN(0)μ) (49)

dΞμ =T(0)μνd ν-N(0)μdα (50)

其中,f(0)=
hd

1

e
α- μp

μ

-ζ
是局部平衡阶的分布函

数,S(0)μ,T(0)μν,N(0)μ 的上标(0)表示局部平衡阶

的流体力学变量,

Ξμ =P μ=c∫针pμ

ζhdlog(1+ζ -1hdf(0))

(51)
考虑对局部平衡阶的一阶非平衡修正f(1),对于

近平衡流体,f(1)是一个小量,将熵流的定义式展

开到一阶

S(1)μ =-kBc∫针pμf(1)log f(0)

 /hd +ζf
(0)

=kBc∫针pμf(1)(α-  νpν)

=kB(αN
(1)μ -  νT

(1)μν) (52)
因此,截止到流体力学的一阶描述,熵流可以写为

Sμ =S(0)μ +S(1)μ =kB(P μ-  νTμν +αNμ)
(53)

与流体力学中对熵流的定义式(2)比较,我们有

α=- μ
kBT

,  μ=βUμ =
1

kBT
Uμ (54)
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