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热力学·统计物理教学中的量纲问题

熊兆华 杨琳朔 梁淇玮 王雯宇

(北京工业大学物理与光电工程学院,北京 100124)

摘 要 本文就热力学·统计物理的一道习题的解法展开讨论,说明在物理问题推导过程有量

纲物理量的规范运算方法,以及物理结果的规范表达方式。此外,论文简单说明了Π
定理并举例利用Π定理对物理系统进行量纲分析。量纲分析在物理学中如此重要,
因此在物理基础课教学中应予足够的重视。论文附录给出了汪志诚《热力学·统计物

理》(第六版)教材中部分公式规范表达形式。
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  热力学·统计物理是四大力学之一,是物理

学专业重要基础课程。该门课程在热学的基础之

上,更加深入地研究热运动的规律,比如物质的力

学性质、热学性质、电磁性质以及凝聚状态等。课

程中的热力学主要是热运动的宏观理论,通过对

热现象的观测、实验和分析,物理学家总结出以热

力学三定律为基础的宏观热学规律。统计物理则

从微观角度,通过大量微观粒子的统计平均阐释

宏观热学现象的统计意义,同时还解释了涨落现

象等。热力学和统计物理相辅相成构成热学现象

的完整描述[1]。
本文主要想讨论热力学统计物理中的物理量

量纲问题,即对有量纲的对数和指数的运算问题。
热力学·统计物理中有很多运算过程需要对相关

物理量求对数和指数,比如玻尔兹曼熵的计算、麦
克斯韦速度分布律等等。在这样的计算过程中,
有一点是必须明确的,即对数和e 指数运算中的

物理量必须是无量纲的,否则就会出现荒谬的结

果。其实这个规则是物理学理论教学中一个基本

法则,力学、电磁学等其他学科也必须遵循该法
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则。只是现行的热力学·统计物理教材中很多时

候为了表述方便,放弃了这个法则,以至于出现了

大量的对有量纲物理量求对数或e 指数的例子。
比如国内比较流行的汪志诚所著的《热力学·统

计物理》(第六版)教材(下文简称汪《热统》教材)
第33页计算理想气体熵公式(1.15.3)给出的熵

表达式为[2]

Sm =CV,mlnT+RlnVm +Sm0

其中,T 是温度,V 为体积,CV,m 是摩尔定体热

容。该公式对温度和体积求对数,会让很多读者

产生疑惑,即如果采用不同的单位制,比如,温度

用开尔文(K)、体积用立方米(m3)的结果,与温度

用毫开尔文(mK)和立方米(m3)的结果完全不一

样,而且不知道怎么做单位的转换。怎么能是一

个正确的物理表达式呢? 对数中必须有一个温度

的标度T0 或者体积的标度V0,又或者将T 和Vm

两项合并放在一起得到一个无量纲的数之后再求

对数,才能给出正确的结果。显然,教材的著者了

解该问题,因此特在此加了一个脚注:
“式中的 T 和Vm 是有量纲的物理量,由于

Sm0 中包括含有相同量纲的物理量的项,对应项

所含量纲因子可相互消去。如果将式(1.15.2)写
成定积分,

Sm =∫
T

T0

CV,m

T dT+Rln
Vm

Vm0
+S'm0

则式(1.15.3)中的

Sm0=S'm0-CV,mlnT0-RlnVm0

可以更清楚地看出这一点。类似的情况以后不再

说明。”
虽然该脚注说明了原因,这样做在一定程度上也

简化了表达式。对于一个有经验的物理学者来说

无伤大雅,且方便一些。但是本文需要说明的是,
这样的表达式其实会给很多初学者以误解,以为

有量纲的物理量可以任意运算,而这样容易出现

因计算单位制改变而造成的非物理结果。更为重

要的是,这样的表达式可能失去了重要的物理法

则,即物理量对物理量量纲的依赖性。这是物理

学中的一个重要的规律。在课堂上如果详细讲解

物理学的量纲标度依赖性会大大提高物理学习者

的理解,也为后续的高级课程,如量子场论等,打
下基础。

为此,本文将从该教材的一道例题出发,来讨

论物理学量纲的问题,给出本文作者对该问题的

看法。需要说明的是,本文作者都是这本教材的

学习者和使用者(作者之一熊兆华二十余年讲授

热统课,一直使用此教材),深受其影响,也想对教

材作出一些修正。为此作者特将教材中的所有存

在此类问题的表达式都找了出来,并给出其规范

表达,以飨读者。本文余下部分的安排是:第1部

分给出教材中的例子并进行讨论,第2部分作者

讨论中关于物理量量纲Π定理以及应用举例,第
3部分给出本文结论,最后在附录中列出我们找

到的教材中的规范表达形式。

1 一道热统例题量纲的讨论

我们以教材第一章课后习题1.19为例子,分
析量纲的问题。

原题:均 匀 杆 的 温 度 一 端 为 T1,另 一 端 为

T2。试计算达到均匀稳定
1
2
(T1+T2)后的熵增。

在汪志诚《热力学·统计物理(第五版)学习

辅导书》中的解法如下:
以L 表示杆的长度。杆的初始状态是l=0

端温度 为 T2,l=L 端 温 度 为 T1,温 度 梯 度 为

T1-T2

L
(设T1>T2)。这是一个非平衡状态。通

过均匀杆中的热传导过程,最终达到具有均匀温

度
1
2 T1+T2  的平衡状态。为求这一过程的熵

变,我们将杆分为长度为dl 的许多小段,位于l
到l+dl的小段,初温为

T=T2+
T1-T2

L l (1)

这小段由初温T 变到终温
1
2
(T1+T2)后的熵增

加值为

dSl =cpdl∫
T1+T2
2

T

dT
T =cpdlln

T1+T2

2

T2+
T1-T2

L l

(2)
其中,cp 是均匀杆单位长度的定压热容。

根据熵的可加性,整个均匀杆的熵增加值为

ΔS=∫dSl

=cp∫
L

0
ln

T1+T2

2 -lnT2+
T1-T2

L l  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dl
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=cpLln
T1+T2

2 -
cp

T1-T2

L

×

 T2+
T1-T2

L l  lnT2+
T1-T2

L l  -
 T2+

T1-T2

L l   L

0

=Cp ln
T1+T2

2 -
T1lnT1-T2lnT2

T1-T2
+1  

(3)

其中,Cp=cpL。
整个求解过程看上去似乎是没有问题的。但

是正如引言所说,最终的结果看上去存在很大的

问题。最直观的当然就是对数函数中含有有量纲

物理。这看上去很不合理。但是简单分析也会发

现计算结果中不同单位制的结果似乎又刚好抵消

了。比如对同一物理系统我们用t表示用开尔文

(K)来计量的物理量具体数值,再用􀭴t表示用毫开

尔文(mK)来计量的物理量具体数值

ΔS

=Cp ln
t1+t2
2 -

t1lnt1-t2lnt2
t1-t2

+1  
=Cp ln(

􀭴t1+􀭴t2)×103

2 -

􀭴t1×103×ln􀭴t1×103  -t2×103×ln􀭴t2×103  
(􀭴t1-􀭴t2)×103

+1 

=Cp ln
􀭴t1+􀭴t2
2 -

􀭴t1ln􀭴t1-t2ln􀭴t2
􀭴t1-􀭴t2

+1  (4)

  结果看上去很神奇! 如果不深入分析其中的

原因就很难知道其中的奥秘所在。但是这其实是

计算过程中对有量纲物理量的错误处理的结果,
或者说不规范操作的结果。如果采用规范的方

法,我们就会得到规范表达的物理公式,也不会出

现以上看似神奇,却有点误导的结果。
出现上述问题的原因在于计算过程式(3)为

了计算方便,把对数运算中分数的分子和分母分

开,使用了对数中含有量纲的物理量计算项,比如

ln
T1+T2

2
等,且一直保留到了最后的结果。这是

一种非常不规范的计算,正确的计算方法一定要

保证每一步的计算项都是合理的。为此本文给出

以上推导过程的规范计算过程

ΔS=∫dSl =cp∫
L

0
ln

T1+T2

2

T2+
T1-T2

L l  dl
=cp∫

L

0
ln

L T1+T2  
T2L+ T1-T2  l

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 dl-cpLln2

(5)
作变量替换,令T2L+ T1-T2  l=x,我们有

ΔS=cp∫
T1L

T2L
ln

L T1+T2  
x

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 d

x-T2L
T1-T2  -

cpLln2

=-cp
1

T1-T2  ∫T1L

T2L
ln x

L T1+T2    􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 dx-

cpLln2 (6)

再令
x

L T1+T2  =y
,有

ΔS=-cp
1

T1-T2  ∫
T1

T1+T2
T2

T1+T2

lny  dL(T1+T2)y  -

cpLln2

=-Cp
1

T1-T2   T1ln
T1

T1+T2
-

T2ln
T2

T1+T2
-(T1-T2) -Cpln2

(7)

  以上表达式看上去就很合理,不会出现奇怪

的量纲问题。在运算的过程中,我们一直保持了

对数ln项中无量纲量,没有破坏公式中每一项背

后的物理含义。熵的量纲是热量除以温度,和热

容Cp 同一量纲。热容后面的系数就是具体物理

系统给出的无量纲的系数,表达式完全无单位变

换的问题!
熟练的 物 理 老 师 都 会 明 白,以 上 式(3)和

式(7)的计算结果其实一样的。原因在于具体计

算的熵增是一个定积分。读者进一步的计算也可

以由式(7)推导式(3),或者反过来推导也可以。
但是需要说明的是规范表达形式(7)的物理意义

非常清晰。从物理图像上看,整个过程的熵增大

概估 计 为 整 个 系 统 的 吸 热 比 上 系 统 的 温 度。
式(3)则很看看出来这种物理性质来。虽然前面

有热容系数Cp,但是Cp 后面跟着的系数则完全

看不出来物理意义来。这就是本文引言所说的,
虽然可以在物理教学中可以约定去掉一些看似不

重要的常数,但是如果要真正理解某个过程的物

理意义,公式中的每一项其实都有重要的意义,是
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不能够任意去掉的。要不就会出现难以理解的

现象。
为了更直观的说明以上讨论,我们不妨定义

两个温度

TT=
T1+T2

2
, ΔT=

T1-T2

2  (8)

来说明从规范表达形式(7)中得到的物理理解。
对式(3)和式(7)进行改写,式(3)的形式为

ΔS=Cp lnTT-
1
2ΔT

[(TT+ΔT)ln(TT+ΔT)-

(TT-ΔT)ln(TT-ΔT)]+1 (9)

式(7)的形式为

ΔS=-Cp
1
2ΔT   (TT+ΔT)ln

TT+ΔT
2TT

-

(TT-ΔT)ln
TT-ΔT
2TT

-2ΔT -Cpln2

=Cp
1
2ΔT   (TT-ΔT)ln

TT-ΔT
TT

-

(TT+ΔT)ln
TT+ΔT

TT
+2ΔT 

=Cp
TT

2ΔT 1-
ΔT
TT  ln1-

ΔT
TT  -

1+
ΔT
TT  ln1+

ΔT
TT  +2ΔTTT (10)

  由于
ΔT
TT

无量纲,可以把它作为小量展开。

式(7)变形运算过程因为有着清晰的物理意义,计
算结果也一直保持着规范的形式。比如后面多出

来的常数项自然被抵消了,很容易得到当杆子两

端温 差 趋 于 零 的 时 候 熵 增 也 为 零 的 结 果。而

式(3)变形过程则很难进行下去,因为此时并没有

一个无量纲参数的存在,使得熵增为零的极限很

难得到。公式花括号中的最后一项1显得特别奇

怪,难以理解其意义。因此,在物理学计算过程中

保持公式中每一项合理量纲也具有非常重要的意

义。这会保证在整个推导或计算过程中,物理意义

的连续性和合理性。公式中的每一项都有着特定

的量纲,例如温度、质量、时间等,并代表着特定的

物理意义。通过推导和理解每一项的物理意义,我
们可以确保计算结果是合理的,符合物理规律。

处理以上分析的物理过程的意义外,量纲分

析有助于理解各物理量之间的关系,以及在实际

应用中选择适当的单位和量值。实际上,关于物

理量的量纲有个Π定律来说明量纲分析在物理研

究中的重要性,下面我们来说明Π定律及其相关

应用。

2 Π定理及其应用

Π定理是量纲分析中常用的定理,它为我们

提供了一种将变量联系起来以减少方程中物理量

的方法。特别是定性分析物理系统的属性是特别

方便的。很多情况下,仅仅做量纲分析,就可以得

到物理系统的很多信息。因此利用Π定理分析物

理系统的量纲,进而确定物理系统的大体属性,是
成熟的物理学者必然熟练掌握的技能。要理解Π
定理,我们首先来看量纲分析。物理量都有自己

的单位[3],由于各物理量之间存在着规律性的联

系,所以不必对每个物理量的单位都独立地予以

规定。我们可以选定一些物理量作为“基本量”,
并为每个基本量规定一个“基本度量单位”,其他

物理量的度量单位则可按照他们与基本量之间的

关系式(定义或定律)导出,这些物理量称为“导出

量”,他们的单位称为导出单位。按这种方式构成

的一套单位,就构成一定的“单位制”。不同的单

位制中,基本量的选取和数目都可以不同。
在选定了单位制之后,导出量的度量单位就

可以由基本度量单位表达出来,这种表达式称为

该导出量的“量纲式”,设 X1,X2,…,Xm 是所选

单位制中的m 个基本单位,用[P]代表导出量P
的量纲式,有

[P]=X
a1
1 X

a2
2 …X

am
m (11)

指数(a1,a2,…,am)称为物理量P 的“量纲”。很

明显,一个物理量的量纲与单位制的选择有关。
对上式两端取对数,可以将量纲看成某个“矢量空

间”中的“矢量”

ln[P]=a1lnX1+a2lnX2+…+amlnXm

(12)
这里若把lnX1,lnX2,…,lnXm 看作m 维空间的

“正交基矢”,则(a1,a2,…,am)就是“矢量”ln[P]
在基矢上的投影,所以量纲式也可以简写为

ln[P]~ (a1,a2,…,am) (13)
这里几个物理量的量纲彼此独立,是指无法用他

们幂次的乘积组成无量纲量。用线性代数的语言

表达,就是代表他们的矢量彼此线性无关。在m
维空间中,最多有 m 个彼此线性无关的矢量,m
个矢量(a1i,a2i,…,ami)(i=1,2,…,m)线性无关
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的条件是有他们组成的行列式不等于0
a11 a12 … a1m

a21 a22 … a2m

a31 a32 … a3m

︙ ︙
am1 am2 … amm

≠0 (14)

  关于量纲分析的“Π定理”是物理学家白金汉

姆(Buckingham)在1914年提出来的:设某物理问

题内涉及n 个物理量(包括物理常量)P1,P2,…
Pn,我们所选的单位制中有m 个基本量(n>m),
则由此可做成n-m 个无量纲的量 Π1,Π2,…,
Πn-m。在物理量P1,P2,…Pn 之间存在的函数

关系式

f(P1,P2,…,Pn)=0 (15)
可表达成相应的无量纲形式

F(Π1,Π2,…,Πn-m)=0 (16)
在n=m 的情况下有两种可能:若P1,P2,…Pm

的量纲彼此独立,不能由它们组成无量纲的量;若
不独立,则还可能组成无量纲的量。以上是Π定

理的主要内容。Π定理还有另一种表述形式:在
上述条件下,第m+1个物理量Pm+i 解出可以由

前m 个物理量P1,P2,…Pm 的xmi 次幂的积乘以

一个无量纲的表达式表达,即

Pm+1=P
x11
1 P

x21
2 …P

xm1
m Φ Π2,…,Πn-m  

(17)
Π定理的证明过程并不复杂,限于篇幅,这里不做

证明。想要了解Π定理证明细节的读者可以参阅

文献[3]。
文献[3]不仅给出了Π定理的证明,还给出了

利用Π定理对具体物理系统进行量纲分析得到了

很多重要结论的例子。这些例子很多,这里选择

一个常见的单摆周期的例子来做说明。单摆是物

理学重要的装置,在大学物理教学中,在小角度摆

动时,单摆的摆动可以近似看做满足简谐振动动

力学方程。因此我们可以方便的得到单摆小角度

摆动的周期T,能量E 等。其实利用Π定理在没

有定量计算的情况下,也可以获得很多单摆系统

的信息。通常人们都会选定单摆的质量m,重力

加速度g 和摆长l为独立变量。要利用Π定理可

以把上述物理量依据其量纲列成如下矩阵,每个

纵列代表一个变量的量纲矢量。
m g l T E

M 1 0 0 0 1
L 0 1 1 0 2
T 0 -2 0 1 -2

很明显,我们选取的m,g 和l量纲矩阵行列式不

等于零,因此这三个量是线性无关的。而T 和E
则可以由前面三个线性无关的物理量表示出来,
或者说和前面三个线性无关的变量组成n-m 个

无量纲的组合。那怎么找到这个组合呢? 如果是

比较简单的物理量用眼睛看即可,或者“拼凑”也
可以。其实严格的计算也不复杂,用线性无关的

变量矩阵求解线性代数方程即可。比如我们要求

T,可以求解以下线性方程组

1 0 0
0 1 1
0 -2 0  

x1

x2

x3  = 0
0
1  (18)

  很明显可以看出,x1 是m 参数系数;x2 是g 参

数系数;x3 是l参数系数,由这三个x值作为对应三

个参数的幂指数,就可以求出时间T 来。求解可得

x11

x21

x31  = 0
-1/2
1/2  (19)

因此构造无量纲参数

Π1=T g
l

(20)

同理求解E 后可以得到无量纲参数

Π2=
E

mgl
(21)

  下面利用Π定理分析周期T 的具体物理属

性。根据公式(17)可以构造周期T 形式为

T=
l
g

 E
mgl  (22)

  因为mgl是单摆摆到90°时相对最低点的势

能,如果摆角很小,自然可以按照Π2 做泰勒展开

T=C0
l
g
1+C'1

E
mgl  +2C'2 E

mgl  
2

+…􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(23)
其中,C0 是把 在零点归一化系数,以上公式的系

数都是无量纲的纯数。小角度情况下,只取领头

阶即可。可以看出单摆的周期T 既与质量m 无

关,又与摆幅无关,都不是显然的。这就是利用Π
定理做量纲分析的巧妙之处。当然,根据小角度

情况的结果,很容易得到C0=2π。至于其他高阶

修正系数,可以有单摆的动力学方程严格算出来。
这里主要讨论量纲分析,对这些系数就不做进一

步讨论了。
我们现在利用Π定理,重新看上一节讨论的

教材1.19题。不妨选取热量Q 和温度T 作为基
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本量。因为只有两个基本量,可以选取两个线性

无关的物理量量作为输入参量。因此我们选择定

压热容Cp 和平均温度TT 作为输入参量,由此来

分析温差ΔT 和熵增ΔS。首先画出量纲表

Cp TT ΔT ΔS
Q 1 0 0 1
T -1 1 1 -1

(24)

很明显可以看出来热容Cp 和熵增相同量纲,平均

温度和温差相同量纲,因此两个无量纲量可以简

单确定为

Π1=
ΔS
Cp

, Π2=
ΔT
TT

(25)

类似上文同样的分析估计熵增的形式为

ΔS=Cp  Π2  

=Cp C0+C1
ΔT
TT  +C2

ΔT
TT  

2

+…􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(26)
其中,C0,C1,C2,…都是纯数。很明显,温差

ΔT 趋于零的时候,熵增为零,所以C0=0。依据

对称性分析,可以知道该系统是关于ΔT 的偶函

数,所以C1,C3,…等都为零。第一个不为零的结

果从C2 开始。这同时也保证了孤立系统熵增大于

零的 结 果。这 些 结 论 都 可 以 与 严 格 计 算 结 果

式(10)保持一致。这表明我们正确地理解了物理

现象背后的基本关系,并且使用了规范物理表达

式。在计算过程中,保持量纲的正确有助于避免

犯下计算错误,并确保我们得到的结果是物理上

合理且符合预期。同时,保持量纲的正确可以保

持公式背后的物理意义,使我们在计算和解释物

理现象时能够保持清晰的物理图像。式(9)很难

得到有意义的物理结果来,也无法与量纲分析保

持一致。因此,物理公式规范表达是物理学教学

和研究过程中必须坚持的一个原则。

3 结语

本文通过一道练习题对热力学·统计物理有

量纲物理量的运算过程进行了分析,说明物理推

导过程有量纲物理量规范运算方法,以及结果的

规范表达方式。后面论文简单说明了Π定理并举

例利用Π定理对物理系统进行量纲分析。量纲分

析在物理学中如此重要,因此在物理基础课教学

中应予足够的重视。其实在工程领域,量纲分析

也至关重要。工程师能够借助量纲分析更好地理

解物理量之间的关系,选择合适的材料、尺寸和工

艺参数,确保产品性能和安全。量纲的理论为我

们提供了一种简洁而通用的物理量描述方法,为
科学研究和工程技术应用奠定基础。国际单位制

的制定促进了全球科学研究和技术应用的合作。
总的来说,量纲在物理学中的历史和意义是多方

面的。它不仅为科学研究提供了基础,还对工程

技术的发展和国际交流合作起着重要作用。不管

是在物理学教学中,还是研究过程中,物理量的规

范运算是一种重要的原则。掌握分析物理量量纲

是一项重要物理学技能,希望本文能够对量纲分

析的教学有一定的帮助。
以上关于量纲的讨论基本上都是基于经典物

理进行的,实际上,在量子力学物理量纲以及标度

就成为了更加重要的问题。这是因为在测不准关

系是量子力学的基本规律,因此物理量的测量结

果依赖于具体物理系统的能量标度,物理理论也

随着能量标度演化而演化,这就是量子场论中著

名的重整化群跑动理论[4,5]。感兴趣的读者可以

继续深入学习量纲理论。

附录

论文作者检查了汪志诚《热力学·统计物理》
(第六版)教材中的物理公式,梳理出来有问题的

表达式,并给出了规范表达形式。下面分章节分

别给出。特别说明,
 

论文作者假定读者对汪《热
统》教材足够熟悉,因此附录内容主要给出公式规

范表达形式,
 

简单补充说明,并没有详细说明其

推导过程。
 

A 第一章 热力学的基本规律

1.15 理想气体的熵
 

  Sm =∫CV,m

T dT+RlnVm +Sm0 (1.15.2)

  Sm =CV,mlnT+RlnVm +Sm0 (1.15.3)

  S=nCV,mlnT+nRlnVm +Sm0 (1.15.4)

  S=n(Sm0-Rlnn) (1.15.5)

  Sm =∫CP,m

T dT-Rlnp+Sm0 (1.15.6)

  Sm =Cp,mlnT-Rlnp+Sm0 (1.15.7)

  S=nCp,mlnT-nRlnp+S0 (1.15.8)
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  •
 

规范表达[1]

dSm =
CV,m

T dT+R
dVm

Vm

Sm T,Vm  -Sm0 T0,Vm0  =∫CV,m

T dT+Rln
Vm

Vm0

原则上讲,该公式的积分号内的温度T 应该换另

外一个符号,比如T';积分的下限是T0,上限是

T。这里为了保持和该教材一致,就忽略这些细

节。下文除非出现特殊情况,否则都是默认这样

表达。

Sm T,Vm  =∫CV,m

T dT+Rln
Vm

Vm0
+Sm0 T0,Vm0  

(1.15.2)
在CV,m 可以看作常量的情形下

Sm T,Vm  -Sm0 T0,Vm0  =CV,mln
T
T0

+Rln
Vm

Vm0

Sm T,Vm  =CV,mln
T
T0

+Rln
Vm

Vm0
+Sm0 T0,Vm0  

(1.15.3)

S=nCV,mln
T
T0

+nRln
Vm

Vm0
+nSm0 T0,Vm0  

(1.15.4)
同理

Sm T,p  =∫CP,m

T dT+Rlnp
p0

+Sm0 T0,p0  

(1.15.6)

Sm T,p  =Cp,mln
T
T0

+Rlnp
p0

+Sm0 T0,p0  

(1.15.7″)

S=nCp,mln
T
T0

-nRlnp
p0

+nSm0 T0,p0  

(1.15.8)
例题1.15.1

SA =CVlnT+nRlnVA +S0

SB =CVlnT+nRlnVB +S0

  •
 

规范表达

SA =CVln
T
T0

+nRln
VA

V0
+S0

SB =CVln
T
T0

+nRln
VB

V0
+S0

1.17 熵增加原理的简单应用

例1.17.3
SA =CVlnT+nRlnVA +S0

SB =CVlnT+nRlnVB +S0

  •
 

规范表达

SA =CVln
T
T0

+nRln
VA

V0
+S0

SB =CVln
T
T0

+nRln
VB

V0
+S0

课后习题

1.2

lnV=∫αdT-κTdp  

  •
 

规范表达

按照体胀系数、等温压缩系数的定义,可以证

明αT,κTp 无量纲,所以

dV
V =αdT-κTdp

lnV
V0

=∫
(T,p)

(T0,p0)
(αdT-κTdp)

1.19 参考答案:

ΔS=Cp ln
T1+T2

2 -
T1lnT1-T2lnT2

T1-T2
+1  

  •
 

规范表达

ΔS=-cpL
1

T1-T2   T1ln
T1

T1+T2
-

T2ln
T2

T1+T2
-(T1-T2) -cpLln2

B 第二章 均匀物质的热力学性质

2.4 基本热力学函数的确定

例2.4.1

Sm =∫CP,m

T dT-Rlnp+Sm0   (2.4.12)

Sm =CP,mlnT-Rlnp+Sm0 (2.4.12')

Gm =∫CP,mdT-T∫CP,m
dT
T +RTlnp+

Hm0-TSm0 (2.4.13)

Gm =CP,mT-CP,mTlnT+RTlnp+
Hm0-TSm0 (2.4.13')

Gm =-T∫dTT2∫CP,mdT+RTlnp+Hm0-TSm0

(2.4.14)

Gm =RT φ+lnp  (2.4.15)

φ=
Hm0

RT -
Cp,mlnT

R +
Cp,m -Sm0

R
(2.4.16')

Sm =∫CV,m

T dT+RlnVm -b  +Sm0 (2.4.18)

  •
 

规范表达

S-S0=∫Cp

TdT-
∂V
∂T  p

dp
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
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∂Vm

∂T  p
=

R
p

S-Sm0=∫Cp,m

T dT-
R
p
dp

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

S-Sm0=∫Cp,m

T dT-Rlnp
p0

如果热容可以看作常量

S-Sm0=Cp,mln
T
T0

-Rlnp
p0

Sm =∫Cp,m

T dT-Rlnp
p0

+Sm0 (2.4.12)

Sm =Cp,mln
T
T0

-Rlnp
p0

+Sm0 (2.4.12')

Gm =Hm -TSm

Gm =∫Cp,mdT+Hm0-

  T∫
T

T0

Cp,m

T'dT'-Rlnp
p0

+Sm0  
Gm =∫Cp,mdT-

  T∫
T

T0

Cp,m

T'dT'+RTlnp
p0

+Hm0-TSm0

(2.4.13)
如果热容可以看作常量

Gm =Cp,mT-Cp,mTln
T
T0

+RTlnp
p0

+

Hm0-TSm0 (2.4.13')
从式(2.4.13)和式(2.4.13')可以看出,在汪《热
统》教材中两式的Sm0 应该是不同的,但却用了一

样的符号表达,很容易误导读者。

Gm =-T∫
T

T0

dT'
T'2

·

∫
T'

T0
CP,mdT″+RTlnp

p0
+Hm0-TSm0

(2.4.14)

Gm =RT φ+lnp
p0  (2.4.15)

φ=
Hm0

RT -∫
T

T0

dT'
RT'2∫

T'

T0
Cp,mdT″-

Sm0

R
(2.4.16)

如果将热容看作常量,则有

φ=
Hm0

RT -∫
T

T0

dT'
RT'2∫

T'

T0
Cp,mdT″-

Sm0

R

φ=
Hm0

RT +
1
RT∫

T

T0
Cp,mdT'-T∫

T

T0

Cp,m

T'dT'  -

Sm0

R

φ=
Hm0

RT +
1
RT Cp,m T-T0  -TCp,mln

T
T0

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -

Sm0

R
(2.4.16')

S=∫CV

TdT+
∂p
∂T  V

dV􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +S0

∂p
∂T  V

=
R

Vm -b

Sm =∫CV,m

T dT+
R

Vm -bdV
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +Sm0

Sm =∫CV,m

T dT+∫ R
Vm -bdV+Sm0

Sm =∫CV,m

T dT+Rln
Vm -b  
Vm0-b  +Sm0 

(2.4.18)
课后习题

2.11

Fm =∫CV,mdT+Um0-

T∫CV,m

T dT-RTlnVm -TSm0

=-T∫dTT2∫CV,mdT+Um0-TSm0-RTlnVm

  •
 

规范表达

Fm =∫
T

T0
CV,mdT'+Um0-

T∫
T

T0

CV,m

T'dT'-RTln
Vm

Vm0
-TSm0

=-T∫
T

T0

dT'
T'2

·

∫
T'

T0
CV,mdT″-RTln

Vm

Vm0
+Um0-TSm0

C 第三章 单元系的相变

3.4 单元复相系的平衡性质

lnp=-
L
RT +A (3.4.8)

3.6 液滴的形成

μβ p,T  =RT φ+lnp  (3.6.11)

  •
 

规范表达[1]

1
p
dp
dT =

L
RT2

(3.4.7)
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此时更进一步近似的认为相变潜热与温度无关

(这个近似是十分粗糙的),就可以将上式积分得

1
p
dp
dT =

L
RT2

∫
p

p0

1
p
dp=∫

T

T0

L
RT2dT=

L
R∫

T

T0

1
T2dT

lnp
p0

=
L
R -

1
T +

1
T0  (3.4.8)

与文献[1]中66页公式(3.15)相同

Gm =RT φ+lnp
p0  (2.4.15)

μ=
∂G
∂n  T,p

(3.2.3)

μβ p,T  =RT φ+lnp
p0   (3.6.11)

课后习题

3.11

lnp=27.92-
3754
T

(原文后面注明是国际单位制。)
3.14

lnp=A-
B
T +ClnT

  •
 

规范表达

3.11
由

lnp=-
L
RT +A

lnp
p0

=
L
R -

1
T +

1
T0  

公式内的输入物理量L,初始温度T0 和压强p0

可以实验给定。
3.14

1
p
dp
dT =

L0

RT2+
Cβ

p -Cα
p

RT
积分,则有

∫
p

p0

1
p
dp=∫

T

T0

L0

RT2+
Cβ

p -Cα
p

RT  dT
lnp

p0
=∫

T

T0

L0

RT2dT+∫
T

T0

Cβ
p -Cα

p

RT dT

lnp
p0

=-
L0

RT +
L0

RT0
+

Cβ
p -Cα

p

R lnT
T0

lnp
p0

=-B 1
T -

1
T0  +ClnT

T0

其中B=
L0

R
,C=

Cβ
p-Cα

p

R

D 第四章 多元系的复相平衡和化学平衡热力

学第三定律

4.6 混合理想气体的性质

μi=RT φi+lnpi  =RT φi+lnxip    
(4.6.6)

φi=
hi0

RT -
cpi

RlnT+
cpi-si0

R
(4.6.8)

G=∑
i
niμi=∑

i
niRT φi+lnxip    

(4.6.9)

S=∑
i
ni∫cpi

dT
T -Rlnxip  +si0

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(4.6.11)

S=∑
i
ni∫cpi

dT
T -Rlnp+si0  +C

(4.6.14)
  •

 

规范表达

μi=RT φi+ln
pi

p0  
pi

p =xi

pi=xip
p0=x0p

但为了明确p0 仅是一个量纲和压强相同的常数,
并不随系统的p 的改变而改变,我们不写成p0=
x0p 的形式

μi=RT φi+ln
pi

p0  =RT φi+ln
xip
p0  
(4.6.6)

如果理想气体的热容可以看作常量,则由式(2.4.16')
可得φi 为

φi=
hi0

RT +
1
RT cpi T-T0  -Tcpiln

T
T0

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -
si0

R
(4.6.8)

根据式(4.1.8),混合理想气体的吉布斯函数为

G=∑
i
niμi=∑

i
niRT φi+ln

xip
p0  
(4.6.9)

由

S=-
∂G
∂T

S=-
∂
∂T∑i niRT hi0

RT +
1
RT ∫

T

T0
cpidT'-

  T∫
T

T0

cpi

T'dT' -
si0

R +ln
xip
p0 
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S=-
∂
∂T∑i ni hi0+∫

T

T0
cpidT'-

  T∫
T

T0

cpi

T'dT'-si0T+RTln
xip
p0
 

S=-∑
i
ni ∂∂T∫

T

T0
cpidT'-

  ∂
∂T T∫

T

T0

cpi

T'dT'  -si0+Rln
xip
p0 

S=-∑
i
ni cpi-∫

T

T0

cpi

T'dT'-

  T ∂
∂T∫

T

T0

cpi

T'dT'-si0+Rln
xip
p0
 

S=-∑
i
ni cpi-∫

T

T0

cpi

T'dT'-

  T
cpi

T -si0+Rln
xip
p0
 

S=∑
i
ni∫

T

T0

cpi

T'dT'+si0-Rln
xip
p0  

(4.6.11)

S=∑
i
ni∫

T

T0

cpi

T'dT'+si0-Rlnp
p0

-Rlnxi  
S=∑

i
ni∫

T

T0

cpi

T'dT'+si0-Rlnp
p0  +C

(4.6.14)

这里C=-R∑
i
nilnxi

例题

μi=RT φi T  +lnpi  
∂μi

∂xL
i  T,p

=
∂μi

∂pi  T,p

∂pi

∂xL
i  T,p

=
RT
pi

∂pi

∂xL
i  T,p

=RT ∂
∂xL

i
lnpi=

RT
xL

i

  •
 

规范表达

μi=RT φi+ln
pi

p0  
∂μi

∂xL
i  T,p

=
∂μi

∂pi  T,p

∂pi

∂xL
i  T,p

=
RT
pi

p0

1
p0

∂pi

∂xL
i  T,p

=
RT
pi

∂pi

∂xL
i  T,p

=
RT
axL

i

∂axL
i  

∂xL
i  T,p

=
RT
xL

i

这里最后一步用了亨利定律,a 为常数。
4.7 理想气体的化学平衡

RT∑
i
νi φi T  +lnpi  =0 (4.7.2')

lnKp =-∑
i
νiφi T  (4.7.3)

lnKp =-
∑
i
νih0i

RT +
1
R∑i νi∫dTT2∫cpidT+

∑
i
νis0i

R
(4.7.11)

lnKp =-
A
T +ClnT+B (4.7.12)

lnKp =-
ΔH0

T +
5
2lnT+常量 (4.7.20)

  •
 

规范表达

∑
i
νiμi=0

将式(4.6.6)代入上式

  RT∑
i
νi φi T  +ln

pi

p0

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =0 (4.7.2')

定义

lnKp =-∑
i
νiφi T  

已知

φi=
hi0

RT +
1
RT cpi T-T0  -Tcpiln

T
T0

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -
si0

R
有

lnKp =-∑
i
νi hi0

RT +
1
RT cpi T-T0  -

Tcpiln
T
T0 -

si0

R (4.7.11)

=-∑
i

νi hi0

RT +
1
Rcpi 1-

T0

T -

lnT
T0
 -

si0

R 
=-∑

i
νi 1RT hi0-cpiT0  -

1
Rcpiln

T
T0

-

1
R si0-cpi   

=-
A
T +ClnT

T0
+B (4.7.12)

其中,

A=∑
i

νi

R h0i-cpiT0  

B=∑
i

νi

R s0i-cpi  

C=
∑
i
νicpi

R
分析可得A 是温度量纲,B 和C 均无量纲。
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4.8 热力学第三定律

Cy =T ∂S
∂T  y

=
∂S
∂lnT  y

(4.8.10)

  •
 

规范表达

此时应该像量子场论对标度求导一样,(Pes-
kin量子场论[4]377页,公式(11.77))加入一个

温度的标度T0

Cy =
T0

T0
T ∂S
∂T  y

=
∂S

∂ln T
T0    y

(4.8.10)
课后习题

4.8(c)

ΔS= n1+n2  Rln
V1+V2

n1+n2
-n1Rln

V1

n1
-

n2Rln
V2

n2

  •
 

规范表达

由式(1.15.4)可得

S=nCV,mln
T
T0

+nRln
Vm

Vm0
+nSm0 T,Vm0  

(1.15.4″)

S1=n1CV,mln
T
T0

+n1Rln
Vm1

Vm0
+n1Sm0

S2=n2CV,mln
T
T0

+n2Rln
Vm2

Vm0
+n2Sm0

S=S1+S2

S'= n1+n2  CV,mln
T
T0

+

n1+n2  Rln
Vm1+Vm2

Vm0
+ n1+n2  Sm0

ΔS(c)=S'-S= n1+n2  Rln
Vm1+Vm2

Vm0
-

n1Rln
Vm1

Vm0
-n2Rln

Vm2

Vm0

E 第七章 玻尔兹曼统计

7.6 理想气体的熵

S=
3
2NklnT+NklnV+

3
2Nk 1+ln

2πmk
h2
0  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(7.6.1)
(依据熵是广延量,全同粒子的分布与可分辨粒子

分布差了一个1/N! 的性质,上式修改为)

S=
3
2NklnT+NklnV

N +
3
2Nk 5

3+ln
2πmk
h2  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(7.6.2)

lnp=
5
2lnT+

5
2+lnk5/2

2πm
h2  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 -

Svap

Nk
(7.6.3)

lnp=-
L
RT +

5
2lnT+

5
2+lnk5/2

2πm
h2  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(7.6.5)

  •
 

规范表达

S=NklnZ1-β
∂
∂β
lnZ1  

Zt
1=V

2πm
h2
0β  

3/2

S=NklnV
2πm
h2
0β  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -β

∂
∂β
lnV

2πm
h2
0β  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  
  ∂∂β

lnV
2πm
h2
0β  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

V
2πm
h2
0  

3/2

V
2πm
h2
0β  

3/2 -
3
2β

-5/2  

=
-
3
2β

-5/2

β-3/2 =-
3
2β

-1

S=NklnV
2πmkT

h2
0  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 +
3
2Nk (7.6.1)

根据能量均分定理和测不准关系,配分函数Z1 无

量纲。我们注意到,汪热统教材第七章讨论的是

玻尔兹曼统计即经典统计,
 

而不是量子统计,
 

所

以在式(7.6.2)~式(7.6.5)中的h 应改为h0。h0

是为了与量子统计对比而引入的,是一个趋于零

的数。将玻尔兹曼统计的粒子配分函数

Z1=V
2πm
h2
0β  

3/2

代入理想气体熵函数的统计表达式

S=NklnZ1-β
∂
∂β
lnZ1  -klnN!

有

S=NklnV
2πm
h20β  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 -β

∂
∂β
lnV

2πm
h20β  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁  -

  klnN!

∂
∂β
lnV

2πm
h2
0β  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

V
2πm
h2
0  

3/2

V
2πm
h2
0β  

3/2 -
3
2β

-5/2  

       =
-
3
2β

-5/2

β-3/2 =-
3
2β

-1
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S=NklnV
2πmkT

h2
0  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

3
2  -

  kN lnN -1  

S=NklnV
2πmkT

h2
0  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

 5
2Nk-kNlnN (7.6.2)

S=NklnV
2πmkT

h2
0  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

5
2Nk-kNlnN

S
Nk=ln

V
N
2πmkT

h2
0  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

5
2

U=-N ∂
∂β
lnZ1=-N ∂

∂β
lnV

2πm
h2
0β  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁

=
3
2Nβ-1=

3
2NkT

S
Nk=ln

V
N
2πmkT

h2
0  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

5
2

 =ln
V
N
2πm
h2
0

2U
3N  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 +

5
2

S
Nk=ln

V
N
4πm
3h2

0

U
N  

3/2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

5
2

(7.6.5)

公式(7.6.5)为Sakur-Tetrode公式,参考文献[6]。

F 第九章 系综理论

9.3 微正则系综理论的热力学公式附录

  p
kT =

∂
∂VlnΩ=

∂
∂VlnV

N =
N
V 

(9.3.19)

  •
 

规范表达

热力学概率 Ω无量纲,因此 Ω应该正比于

(V/V0)N,V0 是可以概率归一化来确定。

p
kT =

∂
∂VlnΩ=

∂
∂Vln

V
V0  

N

=
∂

V0∂(V/V0)
lnV

V0  
N

=
N
V

(9.3.19)

9.6 实际气体的物态方程

lnQ=NlnV+ln1+
N2

2V∫f12dr    (9.6.8)
lnQ=NlnV+

N2

2V∫f12dr (9.6.9)

p=
1
β
∂
∂VlnZ=

1
β
∂
∂VlnQ

  •
 

规范表达

原文Q 有量纲,不能单独将 Q 拿出来写作

lnQ 的形式,

Z=
1

N!
2πm
βh2  

3N
2

Q

Q=VN 1+
N2

2V∫f12dr  
Z=

VN

N!
2πm
βh2  

3N
2

1+
N2

2V∫f12dr  
这里Z 是无量纲的,类似上文,在运算过程中可以

把V 配一个V0 来进行正确的运算,压强的公式应

该写为

p=
1
β
∂
∂VlnZ=

1
β

∂
V0∂(V/V0)

lnZ

相应的,Z 中的V 也应该做类似的处理。
课后习题

9.3

S=
3
2NklnT+NklnV

N +Nkln
2πmk
h2  

3/2

+
5
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

9.15

S=
3
2
􀭿NklnT+􀭿Nkln

V
􀭿N

+􀭿Nkln
2πmk
h2  

3/2

+
5
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

  •
 

规范表达

9.3

S=NklnV
2πmkT

h2  
3/2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

5
2Nk-kNlnN

9.5

S=􀭿NklnV
2πmkT

h2  
3/2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

5
2
􀭿Nk-k􀭿Nln􀭿N
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