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“橡皮筋上的球”运动规律的研究

刘 旭 赵泉翔 王振宇 刘 伟

(北京理工大学物理学院,北京 100081)

摘 要 本文对2022年IYPT的一道题目“橡皮筋上的球”进行了研究,在对橡皮筋扭转力和

阻尼作线性假设的条件下,建立了二自由度线性阻尼自由扭振模型描述双球橡皮筋运

动规律,建立了弹性圆轴的剪切形变力学模型描述橡皮筋的力学性质,并给出解析解。
本文解释了双球橡皮筋系统的“钟摆”行为,定量探究了此行为与相关参数的依赖关

系;通过Tracker软件得到了相关实验数据,验证了模型的正确性,并对实验中的等时

性破缺现象进行了半定量解释,对非线性公转半径r 随时间t 的变化进行了定性

分析。
关键词 橡皮筋;球;线性扭振;剪切形变;振动
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  2022年IYPT有一道题目是有关“橡皮筋上

的球”运动现象的研究:“Connect
 

two
 

metal
 

balls
 

with
 

an
 

elastic
 

band,
 

then
 

twist
 

the
 

elastic
 

band
 

and
 

put
 

the
 

balls
 

on
 

a
 

table.
 

The
 

balls
 

will
 

begin
 

031
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to
 

spin
 

in
 

one
 

direction,
 

then
 

in
 

the
 

other.
 

Ex-
plain

 

this
 

phenomenon
 

and
 

investigate
 

how
 

the
 

behaviour
 

of
 

such
 

a
 

“pendulum”
 

depends
 

on
 

the
 

relevant
 

parameters.”
分析题目发现,我们需要一根弹力带将两个

硬质球连接起来提供扭转恢复力矩。常见的弹力

带一般有织物弹力带、橡胶弹力带(又称橡皮筋)
两类,此外也可使用金属材料的扭转弹簧(又称扭

簧)提供扭转恢复力矩。考虑到织物弹力带由于

其纺织工艺存在经纬向的差别带来的各向异性,
其虽具有出色的纵向伸缩弹性,但是其横向剪切

弹性却并不好;并且考虑到实验可行性,硬质球直

径在10mm量级,因此弹力带的长度和直径分别

在10cm、1mm量级,长径比约100∶1量级,这也

是金属扭簧难以实现的。综上,可以完美符合实

验要求的橡皮筋变成了实验的首选。
为了解题目,进行如下预实验:(1)用502胶

水将单根橡皮筋与两个金属球连接;(2)手持球,
扭转橡皮筋约几十圈,然后在橡胶垫上释放。观

察到系统做周期性的扭转振动,两球会先向一个

方向公转数周,再向相反的方向公转数周,如此反

复几次直至系统能量耗尽,即双球橡皮筋系统呈

现出“钟摆”振荡行为:小球的自转角度、公转角

度、公转半径、公转线速度均呈现准期性的特征。
前人的研究主要针对橡皮筋拉伸与弹出建立

的动力学数学模型[1],球在振动弹性膜上反弹的

动力学模型[2]或者以扭曲实现扭转制冷的能量分

析方法[3]。本文通过构建理论动力学模型分析

“橡皮筋上的球”,将橡皮筋与球视为一个系统整

体分析,从理论力学力矩分析的角度将线性部分

的模型进行定量计算,对“橡皮筋上的球”全新模

型进行建模。
本文建立二自由度线性阻尼自由扭振模型描

述双球橡皮筋系统的运动,建立弹性圆轴的剪切

形变力学模型描述橡皮筋的力学性质,给出了系

统的扭振周期的表达式。在实验中调整小球质

量、半径、橡皮筋长度、并联橡皮筋条数等参数,并
测量其扭振周期,对影响系统周期性的参数进行

定量分析,反推出了橡皮筋的剪切模量,从多方面

验证了理论的合理性。此外还发现双球橡皮筋系

统运动周期的非等时性,认为非线性系统阻尼和

橡皮筋的多阶盘绕是导致周期等时性破缺的两个

主要因素,并做了相应的半定量分析。本文还对

公转半径r随时间t近似呈振荡衰减的关系以及

系统能量耗散的来源进行了定性分析。
该实验虽然装置简单,但现象引人入胜,实际

上双球橡皮筋系统的“钟摆”振荡行为中蕴含着极

为丰富的力学知识,对该问题的研究不仅有助于

同学们更深刻地理解理论力学,尤其是振动相关

的知识,并且该问题所蕴含的非线性等内容更是

当今控制科学与自动化领域的基础问题,对该问

题的研究将增进人们对该领域的理解,也可以极

大激发同学的学习和研究兴趣。

1 理论分析

设两球为质量均匀的球体,质量分别为 m1,
 

m2,半径分别为R1、R2,绕质心的转动惯量分别

为I10、I20,绕地面接触点的转动惯量分别为I1、

I2,则有

I1=I10+m1R2
1=
7
5m1R2

1

I2=I20+m2R2
2=
7
5m2R2

2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

  为反映双球橡皮筋系统的“钟摆”振荡行为的

主要特征,作以下简化假设:
(1)

 

主要关注小球的自转公转情况,不考虑

径向运动的情况,忽略橡皮筋长度这一自由度的

变化,令两小球绕橡皮筋分别转过的角度θ1、θ2
为系统的广义坐标。

(2)
  

橡皮筋粘性阻尼线性假设:将橡皮筋在

整个运动过程中的本构关系近似为线弹性,记橡

皮筋扭转刚度系数为k,将小球所受橡皮筋的阻

力矩近似为正比于小球绕橡皮筋转动角速度的粘

性阻尼,记橡皮筋阻力矩的粘性阻尼系数为c。
(3)

 

滚动阻尼线性假设:假设小球受到的除

橡皮筋阻力矩以外的滚动阻力矩正比于小球绕质

心转动惯量I10 、I20(也因此正比于绕地面接触点

的转动惯量I1、I2)和小球绕橡皮筋转动的角速度

θ̇1、̇θ2 的乘积,故记其大小为σI1̇θ1、σI2̇θ2,其中σ
为比例系数。

基于以上假设,由相关理论力学知识,下面建

立双球橡皮筋系统“钟摆”振荡行为的粘性线性阻

尼扭振模型[4-7]。
双球橡皮筋系统在线性阻尼作用下做二自由

度的自由扭振,得到系统的扭振动力学方程为
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I1 0
0 I2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 θ̈1

θ̈2  + σI1+c -c
-c σI2+c

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 θ̇1

θ̇2  +
k -k
-k k
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 θ1

θ2  = 0
0  (2)

可简记为以下形式

M̈θ+Ċθ+Kθ=0 (3)
其中,M 为惯性矩阵,C 为阻尼矩阵,K 为刚度

矩阵。
若系统无任何阻尼,即阻尼矩阵C=0(即c=

σ=0),可以解得无阻尼时系统的两个扭振频率

ω1=0

ω2= k
I1+I2
I1,I2

(4)

对应的特征向量

ϕ
(1)=(1 1)T

ϕ
(2)=(I2 -I1)T (5)

振型矩阵

ϕ=
1 I2
1 -I1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁􀪁 (6)

求得主惯性矩阵Mp、主阻尼矩阵Cp、主刚度矩阵

Kp 如下

Mp =ϕTMϕ=
I1+I2 0
0 I1I2I 1+I2)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (7)

Cp =ϕTCϕ

=
σ(I1+I2) 0

0 σI1I2I 1+I2)+c(I1+I2)2
􀭠

􀭡
􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

(8)

Kp =ϕTKϕ=
0 0
0 k(I1+I2)2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 (9)

  注意到在振型矩阵的变换下,不仅主惯性矩

阵Mp、主刚度矩阵 Kp 是对角化的,主阻尼矩阵

Cp 也被同时对角化了,这是因为阻尼矩阵C 恰好

可以写成惯性矩阵M 与刚度矩阵K 的线性组合,
这与假设(2)(3)中假定橡皮筋粘性阻力矩和滚动

阻力矩分别正比于角速度和转动惯量与角速度的

乘积密切相关。
简正坐标应满足关系式

Mp̈θp +Cṗθp +Kpθp =0 (10)
进而得到解耦的方程组

θ̈p1+σ̇θp1=0 (a)

θ̈p2+ σ+c
I1+I2
I1I2  θ̇p2+k

I1+I2
I1I2

θp2=0 (b)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(11)

式(11-a)是双球系统绕过双球的轴的刚体转动自

由度(即两球同向扭振)动力学方程,式(11-b)是
双球系统绕过双球的轴相对转动自由度(即两球

反向扭振)的动力学方程。
利用方程组写出一般解

θp =(θp1 θp2)T =
Be-σt+D

Ae-βtcos(ωrt+δ)  
(12)

或表示为

θ=Aϕ
(1)θp1+Bϕ

(2)θp2

=
1
1  

 

(Be-σt+D)+
I2
-I1  Ae-βtcosωrt+δ  

(13)

β=
1
2σ+c

I1+I2
I1I2  =12σ+

c
􀭵I  (14)

ωr = ω2
2-β2 = k

I1+I2
I1I2

-
σ+c

I1+I2
I1I2  

2

4

=
k
􀭵I

-
σ+

c
􀭵I  

2

4 ≈
k
􀭵I
1-

(σ􀭵I2+c)2

8k􀭵I
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(15)

其中,令􀭵I=
I1I2

I1+I2
。解式(13)中的两项分别表

示该二自由度系统系统的两个简正自由度,第一

项对应式(11-a)的解,表示有阻尼情况下的双球

系统绕过双球的轴的刚体转动(同步转动),简正

坐标θp1 呈指数衰减;第二项对应式(11-b)的解,
表示有阻尼情况下的双球系统绕过双球的轴相对

转动,即双球的相对扭转振动,简正坐标θp2 呈指

数衰减的振荡。我们要研究的是系统在有阻尼情

况下的双球的相对扭转振动自由度(以下简称扭

振自由度),即解的第二项。解中A、B、D、δ为待

定常数ωr,需通过初始条件确定。
为了得到橡皮筋扭转角度与恢复力矩的关

系,需对橡皮筋的扭转形变建立力学模型。保留

橡皮筋横截面积S、橡皮筋原长L 等关键参数,对
橡皮筋建立弹性圆轴的剪切形变模型,该模型认

为橡皮筋有一个等效截面圆半径a,S=πa2,在扭

转过程中形变均匀,即原横截面保持形状、大小不

变,且横截面之间的间距不变[8]。
橡皮筋的剪切应变公式为
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γ=ρ
dφ
dx

(16)

在形变均匀的条件下有
dφ
dx=

φ
L
。综上可以得出

恢复力矩

M =∫
a

0
γ·2πρdρ·ρ=

πGa4

2
dφ
dx=

GS2

2πLφ=kφ

(17)
由此得到无阻尼时的扭振周期τ0,可近似作为系

统扭振周期

τ0=
2π
ω2

=2π
􀭵I
k =2π

􀭵I
GS2

2πL

=2π
2π
G

mL
NS0

=α
􀭵IL
N

(18)

2 实验研究

实验中用到不同长短的橡皮筋,不同大小、不
同材质的球,部分实验材料如图1中所示。实验

方法为:用摄像机以120fps的高帧率拍摄一次从

开始运动到静止的完整视频,将视频导入Tracker
软件,跟踪小球的运动,获得运动数据,并进行

分析。

图1 部分实验材料

改变小球半径R、质量m、橡皮筋长度L 等参

数,采用多种参数组合,测得扭振角度(自转角度)

θ、极角(公转角度)Θ、极径(公转半径)r、扭振周期

τ、速率周期T=τ/2等,并和理论结果对照。

T 为小球轨道运动速度(公转速度)从零开始

到下一次零为止的时间间隔,故称为速率周期;τ
是系统完成一个完整的扭转振动的周期,每一个

扭振周期包含正向、反向两个速率周期,因此可以

认为速率周期T 是扭振周期τ的一半。

2.1 公转角度和自转角度随时间的变化

将质量为63.1g、半径为12.5mm 的两个不

锈钢球,通过一根长度为13.2cm的橡皮筋用胶水

固定的方式连接,扭转50圈后释放,拍摄运动视

频并提取球的运动数据,得到公转角度Θ 随时间t
变化的曲线如图2所示,自转(扭振)角度θ随时

间t变化的曲线如图3所示。

图2 公转角度Θ 随时间t的变化

图3 自转角度θ随时间t的变化

由理论分析部分可推导出公转角度在线性阻

尼下衰减振荡的公式为

Θ=Ae-ΒtcosΩt+Δ  -A (19)
图2中虚线为理论拟合数据,实线为实验数据,实
验和理论符合得较好。

自转角度在线性阻尼下衰减振荡的公式为

θ=ae-βtcosωt+δ  -a (20)
图3中虚线为理论拟合数据,实线为实验数据。
可以看到理论曲线和实验曲线基本吻合,回归指

数R2 达0.982。
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2.2 估测橡皮筋剪切模量

由前述理论分析,扭振周期τ0=2π
2π
G

mL
NS0

=

α
􀭵IL
N
,可 知 τ0 ∝

􀭵IL
N
,其 比 例 系 数 α=

αG,A0  为橡皮筋剪切模量G 和单根橡皮筋横截

面积A0 的函数,所涉及的橡皮筋长度L、约化转

动惯量􀭵I 和扭振周期τ0 都是可测值。忽略阻尼,取
各组实验数据速度周期作为系统的扭振周期τ0,
做7组实验,如表1所示,可定出比例系数α 的平

均值 为􀭵α=1.89×1010N
-12m-1,其 不 确 定 度

u(α)=0.08×1010N
-12m-1,相 对 不 确 定 度 为

Eα  =4%。
由α与S0 的值,可估测橡皮筋剪切模量

G=
8π3

S2
0α2

=1.4×102kPa (21)

  由相关文献,硫化橡胶的剪切模量约为400~
700kPa[9],本实验中推算的结果在数量级上与文

献一致。

2.3 扭振周期与横截面积的关系

实验中考虑到橡皮筋横截面积过大不符合模

型,故采用两根橡皮筋并联(即根数N=2)代替对

横截面积的改变,对两根和一根橡皮筋的情况进

行多次重复实验,得到数据如表2所示。
表2中T 为速率周期,τ=2T 为扭振周期。

由实验数据可知,扭振周期长短与横截面积成反

比,即横截面积越小,扭振周期越长。

2.4 扭振周期与小球质量和半径的关系

遵循控制变量的法则,保持小球的半径不变,
通过改变小球的材质来改变小球的质量,研究扭

振周期与小球质量的关系;同样,保持小球的质量

不变,通过改变小球的材质改变小球的半径,研究

扭振周期与小球半径的关系。实验中选取了铜、
不锈钢和铝三种材料进行研究,表3给出了扭振

周期与小球质量平方根 m 的关系,表4给出了扭

振周期与小球半径r的关系。实验结果表明,扭振

周期和小球质量平方根 m 的大小成正相关的关

系,扭振周期与小球半径r也是正相关的关系。

表3 扭振周期和小球质量平方根 m的关系

组别
m1=
m2/g

m/

g

R1=
R2/mm

L/

cm
N τ/s

铜 72.1 8.49 12.5 10.5 1 17.644

不锈钢 63.1 7.94 12.5 10.5 1 16.221

铝 21.7 4.66 12.5 10.5 1 10.221

表4 扭振周期与小球半径r的关系

组别
m1=
m2/g

R1=
R2/mm

L/

cm
N τ平均/s

铜 63.2 11.9 10.5 1 14.442

不锈钢 63.1 12.5 10.5 1 16.221

铝 63.1 17.7 10.5 1 23.568

2.5 系统扭振周期的非等时性

本文的理论模型基于对阻尼和扭矩做线性近

  
表1 估测橡皮筋剪切模量的实验数据

组别
 

τ/s m1/g R1/mm m2/g R2/mm L/cm α/·10-10N
1
2m

1 5.454
 

66.2 12.5 66.2 12.5 5.7 1.70
 

2 9.683
 

30.7 10.0 30.7 10.0 10.5 2.04
 

3 16.439
 

63.8 12.5 63.8 12.5 13.2 1.71
 

4 17.417
 

227.2 16.0 227.2 16.0 8.8 1.84
 

5 16.221
 

63.1 12.5 63.1 12.5 10.5 1.90
 

6 18.117
 

63.1 12.5 63.1 12.5 14.7 1.80
 

7 13.267
 

63.8 12.5 30.7 10.0 10.5 2.26
 

表2 扭振周期与橡皮筋横截面积(并联根数N)的关系

组别 S0/mm2 T/s τ/s m1/g R1/mm m2/g R2/mm L/cm N

1 2.25 3.989 7.978 63.1 12.5 63.1 12.5 13.2 2

2 2.25 8.562 17.124 63.1 12.5 63.1 12.5 14.7 1
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似的基本假设,此时系统扭振自由度满足的动力

学方程为

θ̈p2+ σ+c
I1+I2
I1I2  θ̇p2+k

I1+I2
I1I2

θp2=0

(22)
方程解出角频率

ωr = ω2
2-β2 (23)

虽小于固有频率ω2,但仍为常数,即线性阻尼并

不破坏系统的等时性。然而从图3中θ-t实验曲

线可以看出,系统已经不再表现出等时性,扭振周

期和速率周期长度随周期数增加逐渐变短,速率

周期的变化如表5所示。

表5 不同实验条件下周期变化的实验数据

序号 R/mm m/g N L/cm T/s T 平均/s

1 12.5 66.2 2 5.5

3.367
 

2.750
 

2.538
 

2.254
 

2.727

2 10 30.7 1 10.5

6.088
 

5.146
 

4.675
 

4.225
 

4.075
 

4.842

3 12.5 63.8 1 13.2

9.900
 

8.283
 

6.475
 

8.219

  我们分析等时性破缺可能来自于阻尼和橡皮

筋扭转恢复力矩的非线性性质。系统的扭振自由

度满足的动力学方程

θ̈p2+ σ+c
I1+I2
I1I2  θ̇p2+k

I1+I2
I1I2

θp2=0

(24)
将方程记为

θ̈+λ̇θ+ω2θ=0 (25)

把原本的常阻尼系数λ看做是θ̇的函数,有

λ=εf(̇θ) (26)
当λ为常数时,方程退化成线性阻尼自由振动。

这里使用三级数法来解决非线性问题[6],三
级数法是一种渐进法,特点为将通解取为三个级

数表达的形式

θ=acosφ+εu1 a,φ  +ε2u2 a·φ  +…
(27)

于是有

 

da
dt=εA1 a  +ε2A2 a  +…

ω'=
dφ
dt=ω+εB1 a  +ε2B2 a  +…

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(28)

  非线性系统在第一阶近似(线性近似)时的解

仍具备“等时性”(周期相同),在高阶近似时则失

去了“等时性”,考虑到第二阶近似时有

ω'=
dφ
dt=ω+ε2B2 a  =ω 1-

1
8

λ
ω  

2􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

(29)

一般来说λ是θ̇ 的单增函数,则ω'是θ̇ 的单减函

数,在系统振动时,̇θ 变小,λ 亦变小,引起ω'变

大,故实验数据中扭振周期呈递减趋势。

3 误差分析

实验与理论偏离的误差来源分析主要有以下

四点,其中分为主要误差与次要误差。
主要误差分为两点,分别涉及模型建立假设与

不可避免的能量耗散,导致与实验结果出现偏差。
(1)

 

系统的扭振振幅已经偏离小振动范畴,
非线性阻尼和橡皮筋多阶盘绕对系统运动产生较

大影响,前者的影响已在2.5中分析。实际系统

运动过程中,橡皮筋的扭转形变已经远远超出了

“弹性圆轴剪切形变模型”所能描述的程度,在此

过程中橡皮筋存在明显的多阶缠绕现象[3]。橡皮

筋的多阶盘绕一方面使得扭转恢复力具有非线性

性质,使得扭振角度θ的变化规律变得更加复杂,
不再具有等时性;另一方面则使得橡皮筋的长度

在运动过程中发生较大变化。

图4 橡皮筋的横向振动

(2)
 

实验显示,系统运动过程中橡皮筋会出

现横向振动(如图4照片所示),多根橡皮筋并联

时该自由度的振动机械能会迅速耗散,带来更多

的能量耗散,对实验结果产生影响。
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次要误差主要为系统误差,且可以通过特定

的方式缩小影响,主要有以下两点。
(1)

 

打滑与弹跳的影响。质量和半径都较大

的球转动惯量大,滚动摩擦力矩大,启动困难,在
经历第一个振荡周期后,难以自发进行后续的振

荡周期,导致周期性参量测量误差较大;质量小的

球
 

(r<10mm),与平面接触的正压力小,最大静

摩擦力小,导致橡皮筋最大扭矩超过了不打滑的

阈值,使得系统在扭振过程中,出现严重的球打滑

或者弹跳现象,造成不必要的能量衰减,带来误

差。选择质量适中、密度较大的钢球在橡胶垫上

进行实验可以有效减少打滑和弹跳,使其对实验

影响几乎忽略不计。
(2)

 

用502胶水连接橡皮筋与球时,会使橡皮

筋与小球接触的一小段硬化,导致实验与模型出

现偏差,影响较小。

4 结语

本文针对双球橡皮筋系统,创新性构建了二

自由度的线性阻尼自由振动模型和弹性剪切形变

模型,对“钟摆”行为与橡皮筋横截面积、小球质量

及半径的关系等进行了实验研究。实验数据表明

理论模型与实验结果拟合良好,解释了系统的运

动规律,并对系统周期的非等时性进行了分析。
本实验材料获取容易,操作简单方便,但是实验现

象却直观有趣,并蕴含了丰富的力学知识,可用于

大学物理实验教学的研究型项目拓展。
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