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均匀带电的无限长直导线电势问题的正规化处理
———一个将量子场论概念与方法融入本科教学的例子

高向东 王雯宇 曾定方

(北京工业大学理学部,北京 100124)

摘 要 若在基础物理课程的教学中合理融入现代物理学研究的概念与方法,则可使学生更好

地理解所学知识的应用价值,从而为更高水平的教学和研究作准备。本文以均匀带电

无限长直导线电势的计算为例,探讨了如何在本科二年级的电动力学课程教学中引入

和渗透现代量子场论的一些概念和方法。具体内容包括良好的数学定义与病态的数

学定义、发散积分的正规化、物理量与非物理量等。本文试图以较为浅显的方式来讲

明这些对于本科生来说太过抽象的物理与数学概念,以帮助学生在未来学习量子场论

等现代物理内容时更轻松自然地理解并使用其中的思想与方法,并对数学与物理中一

些一般性的相关问题有更好的理解。
关键词 电动力学;教学案例;发散积分;正规化
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Abstract If
 

the
 

concepts
 

and
 

methods
 

of
 

modern
 

physics
 

research
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reasonably
 

integrated
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the
 

teaching
 

of
 

basic
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thus
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prepared
 

for
 

higher
 

level
 

teaching
 

and
 

research.
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

take
 

the
 

calculation
 

of
 

the
 

potential
 

of
 

a
 

uniformly
 

charged
 

infinite-length
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ducting
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and
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0 引言

为学生未来进行前沿物理学研究以及工业实

践提供理论与技术基础是物理学专业基础课的重

要教学目标,但伴随着基础理论与应用技术的快

速发展以及学生就业前景的多样化趋势,当前物

理类专业基础的本科教学与实际科研活动产生了

相当大的距离。本科专业基础课越来越多地转变

为学生后续学习与工业实践基础知识的通识课,
前沿理论与技术很难直接体现在本科生教学中。
在这种背景下,在教学中融入现代前沿物理的概

念与方法变得尤为可贵,这一方面能使学生在未

来接触这些概念与方法时不会感觉过分突兀,另
一方面也能深化学生对物理学的认知。

基于这种理念,我们在本文中以一个简单的

例子,即电动力学课程中的“均匀带电无限长直导

线的电势”为例,展示如何在教学中把“物理量与

非物理量”“良好的数学定义”“发散的正规化”等
重要物理概念和解决问题的方法讲明白。这些概

念和方法对物理学学生,特别是将来准备从事理

论物理研究的学生,理解后续量子场论课程中的

正规化 重整化等概念以及理论探索研究有一定

技术铺垫意义。
本文在结构上作以下安排:首先我们将指出

流行教科书在求解这个问题时的不足之处。在第

2节中我们将以网络上的常见问题“0.9
∙

是否等于

1”为例解释良好与病态数学定义,并以此澄清部

分教科书在这一问题上的病态数学定义问题。第

3节将给出三种不同的发散积分的“良好数学定

义”,即正规化方法,并分别求出均匀带电无限长

直导线的电势;然后我们分析正规化方案与物理

结果之间的关系,帮助学生理解物理量与非物理

量的概念区别;最后是全文总结。

1 均匀带电无限长直导线的电势

本文主要要讨论的是电动力学中一道看似简单

的习题(由于习题很简单,这里就不画图说明了):
 

截面积可忽略的无限长直导线上均匀带电,

线电荷密度为τ,试求空间中电势分布。
 

在经典教材———郭硕鸿先生的《电动力学》
中,该习题被当作静电势概念及计算方法讲解的

典型例题。很明显,这样一个体系是柱对称的。
在柱坐标系下,与直导线距离为 R 处的电势可

写为
 

φ(R)=∫
∞

-∞

τdz
4πε0 z2+R2

. (1)

因此整个问题的核心就是计算这个积分。这里的

难点在于这是一个发散积分,即结果为无限大的

积分。在郭硕鸿先生的教科书中[1],这一积分的

结果被写为

φ(R)=
τ
4πε0

ln(z+ z2+R2)
∞

-∞
. (2)

很显然,把积分的上下限代入公式会得到无限大

的电势。接下来教材通过论证计算电势差不会出

现为无限大,并计算两点电势差得到一个有限的

物理结果。
虽然表面上看,这种处理似乎算出了正确的

结果,但是这种处理有两个不当之处。
第一点是量纲错误。在简单函数①中,除幂函

数外的其他函数的自变量在物理问题中必须是无

量纲的数。这是因为这些函数都可以做幂函数的

无限阶展开,因而若自变量有量纲,则我们在做的

就是把不同量纲的量加起来,如

e长度 =1+长度+
1
2!

长度2+
1
3!

长度3+…

(3)
这在物理上是荒谬的。在本例题中,z 是长度量

纲,不可做ln函数的自变量。这里需要无量纲处

理。虽然对于有经验的教师与研究人员来说,这
是无足轻重的小事,因为最后的物理结果并不会

受影响,但对物理规律和定义认识不够深刻的学

生来说,这种对量纲的错误使用会造成很大的困

扰与迷惑。
第二个问题更严重一些,式(2)实际上使用了

病态的数学定义,即用到了积分结果在无穷大上

限的值(一个无穷大的数)与无穷大下限的值(另

63

① 幂函数、三角函数、指数函数及其反函数等。
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一个无穷大的数)的差这种表示。历史上,对无限

大的数与无限小的数的理解曾带来了很多困扰。
比如说,若使用符号∞去做计算,诸如∞+3这样

的数学表达式其实是没有牢靠的根基的,我们也

无法比较两个无限大数到底哪一个更大。形如

式(2)这样的表达式跟∞+3一样,都是病态的数

学定义。对无限大、无限小这些问题的正确处理

需要用基于ε-δ语言的极限定义。“极限”是一个

良好的数学定义。使用极限概念,我们就可以严

格化地定义出问题中的发散,或者说使积分中的

发散以显式的形式表现出来。显形之后,就可以

作进一步讨论。例如,在n 趋向于无限时,我们可

以讨论n 与n2 的比是什么。
为了更清楚地说明良好的数学定义与病态的

数学定义的差别,我们讨论一个经常在网络上被

谈及的问题。

2 病态的数学定义与良好的数学定义:0.9999…等

于1吗?

  互联网上常有人讨论“无限循环小数0.9999…等

于1吗”这一问题。毫无疑问,二者相等。但为什

么很多人感到困扰呢? 因为这里使用了病态的数

学定义,即0.9999后面的……。这些点想要说明

的是无穷个9,这就是困扰之处———这里的省略号

没有良好的数学定义。省略号代表着无限步骤的

一个操作,不停地添加9。无限步骤是没法完成

的,这里的定义也是含混不清的。给这个无限循

环小数一个良好的数学定义,是解决这一问题的

关键。
我们可以用基于ε-δ 语言的极限概念来给

0.9999…一个良好的数学定义。我们用人们熟悉

的简便符号0.9
∙

来表示0.9999…。显然,按其本

意,0.9
∙

可以写为一个无穷等比数列(首项a1=
0.9,公比q=0.1)的和。而无穷等比数列的和可

以写为前n 项和的极限,即可定义

0.9
∙
≡lim

n→∞
Sn. (4)

其中

Sn =0.9+0.9×0.1+0.9×0.12+…+

0.9×0.1n-1=
a1(1-qn)
1-q

. (5)

代表等比数列的前n 项和,这是一个数学意义清

晰的表达式。而定义中用到的极限概念也是严格

的。这样,我们就把0.9
∙

从0.9999…这个病态定

义形式改成了基于ε-δ语言的极限定义形式。
计算这个极限,立即有

0.9
∙
=lim

n→∞

a1(1-qn)
1-q =lim

n→∞
(1-0.1n)=1.

(6)
使用其基于极限的良好数学定义,可以清楚地看

到0.9
∙

就等于1。这就是正确定义表达式的重

要性。

3 发散积分的正规化

同样地,对于上文讨论的积分,式(1),我们也

不能使用含混不清的无限大数来表示,而是要用

有严格定义的极限操作来将其表示出来。这种让

无限大“显形”出来的操作被称为正规化。需要特

别强调的是,正规化操作不是要改变目标积分的

结果,而是给发散积分一个严格的数学定义。
原则上,对一个表达式的正规化可有无限多

种形式,但在实践中人们只能想出几种。在我们

的教学中,我们有必要对几种常用的正规化都进

行教学。这样处理的好处是有助于学生们充分理

解正规化的任意性,以及物理量的客观性(不同的

正规化都给出相同的物理结果)。本文将介绍三

种常用的正规化,即有限长度正规化①、泡利 维拉

斯正规化和维数正规化。

3.1 有限长度正规化

从积分上下限上看,积分式(1)之所以发散,
是因为积分上下限为正负无穷。若是有限积分则

不会有发散,因此我们将要讨论的电势表达式写

成有限长度的积分,再让这有限长度取无穷极限,
这样就克服了病态定义的毛病。我们将电势积分

写为

φ(R)=lim
λ→∞∫

λ

-λ

τdz
4πε0 z2+R2

. (7)

以极限定义这个积分的这个操作就是正规化。正

规化没有改变表达式本身,它只是将一个病态的

73

① 在另一些问题中,“有限长度”为“有限能量”“有限动量”或有

限的其他量,总之这是一种“截断”方案,将无限积分看作有

限积分的极限。这种正规化比较容易想到,因而有时也被称

为“简单正规化”。
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数学定义改成了良好的数学定义。这里的“良好”
体现在极限操作有良好的数学定义上。

对这个良好定义的积分做计算,我们可得到

(可将积分变量z/R 变换为tan函数,则很容易算

出积分结果)

φ(R)=
τ
4πε0

lim
λ→∞
lnλ+ λ2+R2

-λ+ λ2+R2

=
τ
2πε0

lim
λ→∞
lnλ+ λ2+R2

R
(8)

虽然这一表达式在极限操作下仍是发散的,但我们

可先不取极限。这里计算出来的结果,电势φ(R),
并不是一个物理量(能直接与实验联系起来的

量),电势差才是物理量。我们可以在保留极限操

作不处理的情况下一直计算到最后,即算出真正

要计算的物理量,然后再取极限。正确计算出的

物理量应该是不发散的。
从这个例子中可以清楚地看到正规化(将发

散积分通过取极限方式表示出来)规避了计算结

果含混不清的问题,类似于0.9999……与lim
n→∞

Sn

的区别。正规化是一种数学操作,主要关注发散

的性质;而最终的物理结果是没有发散的,利用正

规化的积分结果计算物理量会算出正确的物理

结果。
除这种直接能想到的简单正规化外,人们还

发现了其他可能更为方便或有其他好处的正规化

方案,如泡利 维拉斯正规化和维数正规化。

3.2 泡利 维拉斯正规化

不同于有限长度正规化,泡利 维拉斯正规化

把关注点放在了被积函数而不是积分上下限。被

积函数的形状造成了积分结果(取上下限时)的发

散。因此,若在被积函数上减去相同的极限下(被
积变量的极限)发散项,则积分结果将给出有限结

果。但是,由于正规化不是把一个积分变成另一

个积分,我们必须保证积分结果不能变化,因而新

加的减除项在一个额外引入的常数的极限下必须

为零。这样的处理理念带来的正规化方案被称为

泡利 维拉斯正规化[2]。
按泡利 维拉斯正规化的想法,我们所讨论的

积分可被正规化为

φ(R)=
τ
4πε0

lim
Λ→∞∫

∞

-∞

1
z2+R2

-
1

z2+Λ2  dz
(9)

从被积函数上看,当对常数Λ取无限大极限,第二

项的贡献就为零,因此没有改变积分本身。而计

算这个积分将得到一个被表示成 Λ 极限的表

达式。
如前,将积分变量z/R 变换为tan函数,我们

得到

φ(R)=
τ
4πε0

·

lim
Λ→∞
2lnz+ z2+R2

R
Λ

z+ z2+Λ2  ∞

-∞

(10)
以极限的方式代入上下限,得到

φ(R)=-
τ
2πε0

lim
Λ→∞
lnR
Λ

(11)

发散被取极限操作以lnR/Λ的形式显形出来了。

3.3 维数正规化

仔细分析就会发现,有限长度正规化破坏了

问题中的对称性(柱对称性);而泡利 维拉斯正规

化需要对被积函数进行操作,这使得很难将其推

广到更复杂的问题中(如被积函数项数很多或较

为复杂)。那么有没有不具有这些缺点的正规化

方法呢? 从积分本身分析,维数正规化是另外一

种非常优异的正规化方法。我们知道积分总是由

积分上下限、被积函数以及积分微元(这里的dz)
三部分构成。从积分上下限上想办法就是有限长

度正规化,从被积函数上想办法就是泡利 维拉斯

正规化,维数正规化是从积分微元上进行正规化

处理的方案。
积分式(1)之所以有发散,是因为整个积分式

(被积函数与积分微元)的分子与分母的幂次一

样,因此在无穷上下限下产生了对数发散。形式

上看,当被积函数是一个幂函数时(如xn),有如

下不定积分结果

∫dxxn =

1
n+1

xn+1 n+1>0

lnx n+1=0
1

n+1
x-|n+1| n+1<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

. (12)

很明显,若计算的是无穷定积分,则取上下限后,
结果分别为幂律发散、对数发散和有限。因此,只
要改变分子与分母的幂次,就可以使积分形式上

有限(取极限后仍发散)。基于这种想法的正规化

是维数正规化[3]。维数正规化改变积分微元的幂
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次,使得积分有限。
对于积分式(1),我们可以将其维数正规化为

φ(R)=
τ
4πε0

lim
n→1∫

∞

-∞

λ1-ndnz
z2+R2

. (13)

注意这里的λ是我们为了保持等式两边量纲相同

而引入的具有长度量纲的常数,若我们计算正确,
物理结果中将不含这一人为引入的常数。这里的

dnz 代表着正在处理的是n 维空间的积分。看起

来一个一维积分被写成了复杂的n 维积分,似乎

自找没趣,但实际上我们得到的好处。利用维数

正规化,我们在保持了问题的对称性且不需要修

改被积函数的情况下就正规化了发散积分。
这里的n 维积分是直角坐标系的积分。由于

被积函数具有球对称性(只是球坐标系下径向变

量的函数),因而我们最好在球坐标系下完成积

分。在球坐标系下,该积分为n 维立体角的积分

和径向部分的积分之积,即

φ(R)=
τ
4πε0

lim
n→1

λ1-n∫
∞

0

zn-1dz
z2+R2∫dΩn 

(14)
其中

∫dΩn =∏
n-2

i=1∫
π

0
siniθidθi∫

2π

0
dφ=

2π
n
2

Γn
2  
 (15)

为n 维球的立体角积分。在计算中,通过简单的

三角函数变换可以将极角部分的积分变为第一类

欧拉积分(B 函数),其可用第二类欧拉积分(Γ函

数)表示出来①,因而就得到了上面的积分结果(参
见附录)。

而径向部分的积分

λ1-n∫
∞

0

zn-1dz
z2+R2

=
R
λ  

n-1

∫
∞

0

z
R  

n-1

dz
R

z
R  

2

+1

(16)
也可以通过变量变换变为B 函数,即令

z2

R2+1=
1
x

(17)

则径向积分变为

1
2

R
λ  

n-1

∫
1

0
x

-
n
2-

1
2(1-x)

n
2-1
dx

=
1
2

R
λ  

n-1

B -
n
2+

1
2
,n
2  (18)

  将立体角与径向积分结合起来,并利用B 函

数与Γ函数的关系,最后得到电势为

φ(R)=
τ
4πε0

lim
n→1

R
λ  

n-1

π
n
2-

1
2Γ-

n
2+

1
2  
(19)

为更好显示发散,令n=1-2ε,则

φ(R)=
τ
4πε0

lim
ε→0

R2

λ2  
-ε

π-εΓ(ε) (20)

将Γ函数按小量ε展开,得到

φ(R)=
τ
4πε0

lim
ε→0

1
ε -γE -2ln

R
λ -lnπ+ (ε)  

(21)
其中γE=0.577216…为欧拉常数。这就是维数

正规化下的结果。同样,这里我们也将发散分离

了出来,并且以1/ε 的形式展现了自己。这里需

要指出的是,λ 是我们为了保持量纲而引入的常

数,物理结果应不依赖于这一常数。常数λ 的消

除可以作为结果正确性的一种检验方式。
三种不同的正规化方案以不同的形式展示了

发散,但真实的物理结果应该是唯一的,与正规化

方案无关。这里的不同源于所计算的电势乃是一

个非物理量,电势差才是能带来可观测结果的物

理量。

4 物理量与非物理量

物理学中常常需要引入一些非物理量以便于

处理问题或构造理论。比如,人们总是在保守力

系统中定义“势”,但势本身没有物理效应,势的零

点可以任意取,而势差才有物理效果,才是物理

量。人们在牛顿引力理论、电磁学中引入的势,就
是一个非物理量。人们可以计算势,但没办法将

其与实验现象联系起来。势差则是一个物理量,
具有可观测效应,如重力势差将使物体掉落。在

现代物理,尤其是量子理论中,对非物理量的使用

则更为常见。非物理量可以有不合理的计算结

果,如无限大。但是只要那些能够直接从实验数

据中抽取出来的物理量,能够有合理的计算结果,
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① 在电动力学的教学中引入第一和第二类欧拉积分是比较恰当

的,因为它们是最简单的特殊函数。通常情况下,学生第一

次接触特殊函数就是比较复杂的勒让德函数,这使得同学对

特殊函数有一定心理阴影。在我们的教学中引入简单的特

殊函数,也有助于学生在后续的学习中不那么害怕勒让德函

数和合流超几何函数等。
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物理理论就可能是对的。
有了这样的观念,我们来看本文中讨论的电

势。前面计算得到的都是非物理量电势。物理量

电势差是两个不同点电势的差。定义R0 处电势

为某个常数,不同正规化方案下的电势差分别为:

•
 

有限长度正规化:

φ(R)-φ(R0)=
τ
2πε0
lim
λ→∞
lnλ+ λ2+R2

λ+ λ2+R2
0

-ln
R
R0  

=-
τ
2πε0

lnR
R0

(22)

  •
 

泡利 维拉斯正规化:

φ(R)-φ(R0)=-
τ
2πε0

lim
Λ→∞
lnR
Λ-ln

R0

Λ  
=-

τ
2πε0

lnR
R0

(23)

  •
 

维数正规化:

φ(R)-φ(R0)=
τ
4πε0
lim
ε→0

-2ln
R
λ+2ln

R0

λ + (ε)  
=-

τ
2πε0

lnR
R0

(24)

很明显,无论采用哪种正规化去计算身为物理量

的电势差,最终的结果都是一样的。并且,我们的

结果并没有依赖于我们在计算的中间过程中引入

的常数,如在维数正规化方案里引入的λ。这正是

我们需要的结果。

5 总结

本文建议,在本科生专业基础课的教学中通

过合适的方式引入或者渗透一些现代物理研究中

的概念和方法,为学生后续进行更高水平的学习

和实践作知识和思维方法的准备。因此,我们以

均匀带电无限长直导线的电势为例,展示了如何

将正规化概念引入本科生电动力学的教学中来。
通过0.9

∙
=1这个简单网络趣味问题让学生直观

地理解良好与病态数学定义的区别,帮助学生理

解将发散积分写成有良好定义的形式即正规化操

作的必要性。本文介绍了针对这个问题的三种不

同正规化方案并给出了具体的正规化积分表达表

达式。最后的结果显示,虽然电势本身在不同正

规化方案下的形式各不相同,但电势差总是一样

的。这一结果可帮助学生理解物理量与非物理量

的区别。

附录

第一类欧拉积分(B 函数)的定义为[4]

B(α,β)=∫
1

0
xα-1(1-x)β-1dx (25)

  计算n 维球的立体角时遇到的极角积分可通

过三角函数关系写成B 函数,即令

∫
π

0
siniθidθi=-∫

π

0
(1-cos2θi)

i-1
2dcosθi (26)

再令cos2θi=x,并考虑到偶函数对称区间积分的

性质,可将积分化简为

∫
1

0
(1-x)

i-1
2x

-
1
2dx=Bi+1

2
,1
2  (27)

B 函数可以用第一类欧拉积分(Γ函数)表示

出来。
Γ函数是阶乘的解析延拓,定义为

Γ(x)=∫
∞

0
e-ttx-1dt (x>0) (28)

  直接计算可证明如下关系式:

B(α,β)=
Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

(29)

利用这一关系,n 维球的极角积分可表示为

∫
π

0
siniθidθi=Bi+1

2
,1
2  =

Γi+1
2  Γ 12  
Γi
2+1  

(30)

其中Γ 12  = π可由定义式直接算出。利用此式

可得到n 维球的立体角为

∫dΩn =
2π

n
2

Γn
2  

(31)
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