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非线性动力学在磁约束核聚变约束模式转换中的应用

艾媛媛1 朱 浩1,2

(北京工业大学 1理学部;
 

2北京 都柏林国际学院,北京 100124)

摘 要 非线性动力学在诸如双摆和振荡电路等本科物理教学中扮演着积极的角色。雅可比

矩阵作为非线性动力学中的重要概念,常被用来分析不动点的性质。本文中我们先推

导了一个二维系统中雅可比矩阵的具体形式,并将其应用到磁约束核聚变约束模式转

换模型,最后延伸求解出ZCD模型中各不动点的雅可比矩阵本征值。我们随后调整

了模型中的外界加热功率,并使用雅可比矩阵观察模型中非线性动力学性质的变化。
经研究发现,外界加热功率的改变会使得ZCD模型极限环的大小发生变化,即功率越

大极限环半径越大。极限环半径的扩大导致环与鞍点相交为一个同宿轨,诱使系统产

生同宿分岔。
关键词 非线性动力学;雅可比矩阵;约束模式转换模型;同宿分岔
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Abstract Nonlinear
 

dynamics
 

plays
 

an
 

active
 

role
 

in
 

university
 

physics
 

such
 

as
 

double
 

pendu-
lum

 

and
 

resonant
 

circuit.
 

As
 

an
 

important
 

concept
 

in
 

nonlinear
 

dynamics,
 

Jacobian
 

matrix
 

is
 

often
 

adopted
 

to
 

analyze
 

the
 

properties
 

of
 

fixed
 

points.
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

derive
 

the
 

specific
 

form
 

of
 

the
 

Jacobian
 

matrix
 

in
 

a
 

classic
 

two-dimensional
 

system,
 

and
 

apply
 

it
 

to
 

the
 

L-H
 

mode
 

transition
 

model
 

of
 

magnetic
 

confinement
 

fusion,
 

then
 

solve
 

the
 

eigenvalues
 

of
 

the
 

Jacobian
 

matrix
 

at
 

each
 

fixed
 

point
 

in
 

the
 

ZCD
 

model.
 

We
 

adjust
 

the
 

external
 

heating
 

power
 

in
 

the
 

model
 

and
 

analyze
 

the
 

nonlinear
 

dynamic
 

properties
 

of
 

the
 

model
 

by
 

the
 

Jacobian
 

matrix.
 

It
 

is
 

found
 

that
 

the
 

variance
 

of
 

external
 

heating
 

power
 

changes
 

the
 

size
 

of
 

limit
 

cycle
 

in
 

ZCD
 

model;
 

and
 

the
 

higher
 

the
 

power
 

is,
 

the
 

larger
 

the
 

limit
 

cycle
 

will
 

be.
 

The
 

expansion
 

of
 

the
 

limit
 

cycle
 

radius
 

leads
 

itself
 

to
 

intersect
 

with
 

the
 

saddle
 

point
 

into
 

a
 

homologous
 

orbit,
 

which
 

induces
 

the
 

system
 

to
 

occur
 

homoclinic
 

bifurcation.
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  非线性动力学(nonlinear
 

dynamics)是研究系

统中各种运动状态的定量和定性规律的科学[1-5]。
非线性动力学系统是由一个或一组非线性微分方

程描述的随时间变化的系统。若想要预测一个系

统的运动轨迹,我们首先需要给出它在微小时间

尺度里的性质并列出动力学方程[6]。
人们 对 非 线 性 问 题 的 认 识 始 于17世 纪。

1673年惠更斯发现了非线性现象[7]。在1687年

牛顿发现了运动定律和万有引力之后,数学家和

物理学家开始尝试将其推广到三体问题,但是并

没有取得成功。直到19世纪末,法国科学家庞加

莱创立了微分方程的定性理论,为非线性动力学

的发展奠定了基础[8]。他首次发现了系统的混沌

行为,混沌是一种确定性系统(deterministic
 

sys-
tem)展示出敏感依赖于初始条件的非周期行为。

1963年洛伦兹在研究大气对流模型时,发现了系

统蝴蝶形状的运动轨迹,这标志着混沌理论的诞

生[9]。混沌理论广泛应用于各个领域,科学家们

也因此发展了很多数学方法,在这个过程中Duff-
ing方程、Van

 

der
 

Pol方程、Mathieu方程等著名

的数学模型相继被建立,它们至今仍被人们用来

研究非线性系统动力学现象的本质特征[10]。从

20世纪60—70年代开始,非线性动力学理论成为

一门重要的前沿学科,分岔和混沌的研究随之成

为新的研究热点。非线性动力学的思想与方法已

被应用到很多的新领域,比如系统生物学、经典力

学和社会物理学等。
非线性方程的求解方法相较线性方程更加困

难。定性方法和定量方法是研究非线性动力学的

两条路径,二者缺一不可。定量方法又分为解析

法和数值法。通常情况下,我们很难得到非线性

方程的解析解,所以只能求解确定参数时的数值

解。定性方法是运用几何的思维方式,从非线性

微分方程入手,利用相图(phase
 

plot)来描述微分

方程。在相图中,我们可以研究不动点的稳定性,
并预测系统随时间演化的行为。在分析具体问题

时,定量地去度量稳定性是很有必要的。这需要

我们在方程的不动点附近,将非线性方程线性化。
在一维向量场中的不动点处,图像的斜率决定了

不动点的稳定性。对于多元系统,则需要求解其

雅可比矩阵来分析不动点的稳定性。据笔者了

解,同时采用定性和定量分析方法研究具体多元

系统非线性动力学性质的中文论文并不多。所以

本文通过分析磁约束核聚变模式转换中的ZCD
模型,来做一个教学式的推导以期回顾教学并延

伸到科研。本文框架如下:
(1)

 

推导二维非线性动力学系统雅可比矩阵

的具体形式。
(2)

 

简单介绍磁约束核聚变装置托卡马克中

的L-H约束模式转换模型。
(3)

 

通过调整ZCD模型中外界加热功率的参

数,以实现核聚变约束模式的转换,并利用相图和

雅可比矩阵分析和观察模型中各不动点非线性动

力学性质的变化。

1 雅可比矩阵的具体形式

我们考虑一个经典的二维非线性系统

dm
dt =f m,n  (1)

dn
dt=g m,n  (2)

  在相平面上同时满足f(m0,n0)=0,g(m0,n0)=
0的点 m0,n0  被称为不动点(fixed

 

point)。我

们只要计算出不动点邻域内的轨迹分布及其趋于

稳定不动点的衰减率,就可以判断其稳定性。为

此我们设ut  =m-m0,vt  =n-n0 为不动点

附近的微扰,并将其利用泰勒展开可得到微分

方程

u̇=ṁ
=f(m0+u,n0+v)

=f m0,n0  +
∂f
∂mu+

∂f
∂nv+Οu2,v2,uv   

(3)
其中,Οu2,v2,uv  为u2、v2、uv 的二阶小量。
因为f m0,n0  =0,所以

u̇=
∂f
∂mu+

∂f
∂nv+Οu2,v2,uv  (4)

同理可得

v̇=
∂g
∂mu+

∂g
∂nv+Οu2,v2,uv  (5)

因此,对于小的扰动,我们可以得到如下的关系式

u̇

v̇  =
∂f
∂m

∂f
∂n

∂g
∂m

∂g
∂n  u

v  +Οu2,v2,uv  (6)
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其中,矩阵

J=

∂f
∂m

∂f
∂n

∂g
∂m

∂g
∂n  

(m0,n0)

称为不动点处的雅可比矩阵。
由于Οu2,v2,uv  为趋近于0的变量,所以

我们得到如下的线性系统

u̇

v̇  =
∂f
∂m

∂f
∂n

∂g
∂m

∂g
∂n  u

v  (7)

这样我们就可以通过求解雅可比矩阵的本征值和

本征向量来判断不动点处的增长趋势,随之判断

出不动点的稳定性及系统动 力 学 轨 迹 的 演 化

性质。
为了研究雅可比矩阵的性质,我们设λ1 和

λ2(λ1≠λ2)为矩阵J 的本征值,a 和b 为本征向

量,那么在任意初始条件下,我们可以将通解写为

xt  =c1e
λ1ta+c2e

λ2tb (8)
其中,本征值在e 的指数位置。若两个本征值都

为负数,则解在两个本征向量方向上指数减少,不
动点是稳定节点(stable

 

node);若两个本征值都

为正数,则解在两个本征向量方向上指数增长,不
动点是不稳定节点;若本征值一个为正数,一个为

负数,则不动点称为鞍点(saddle
 

point),即当t→
∞时,轨迹趋近于不稳定流形,而当t→-∞时,轨
迹趋近于稳定流形。若本征值为复数,不动点或

为中心(center)或为焦点(focus)。在本文所研究

的ZCD模型中,雅可比矩阵有四个本征值。我们

规定当三个本征值为负数,一个为正数时,称为一

类鞍点;两个本征值为负数,两个为正数时,称为

二类鞍点。对于其中存在某一个本征值为正数和

负数的不动点,我们称其在对应的本征向量方向

上表现为源和汇的性质。

2 磁约束核聚变L-H转换模型

核聚变是两个轻原子核结合组成一个较重原

子核的过程,而其中的L-H约束模式转换则是受

控核聚变中一个重要的研究分支[11]。实现核聚

变反应需要达到2亿摄氏度的高温,在高温下物

质表现为等离子体态,等离子体在高温下剧烈运

动,所以这对聚变反应堆的设计有着极高的要求。
科学家们因此构建了多种约束等离子体的装置,
其中利用磁场来约束等离子体的托卡马克装置是

最为有效的。托卡马克装置的反应原理为氢元素

的同位素氘(21H或D)与氚(31H或T)聚合反应生

成氦(42He)。实现核聚变反应需要满足劳森判据

(Lawson
 

Criterion)nTeτE>1021m-3sKeV,其中

n 为等离子体密度,Te 为等离子体温度,τE 为能

量约束时间。虽然根据爱因斯坦质能方程计算,
很少的反应物便可以释放大量的能量,但是目前

在实验上等离子体的约束时间是非常短的,所以

人工受控核聚变的实现需要更高的约束水平和更

长的约束时间。

图1 托卡马克装置示意图[12]

托卡马克装置是由两个主要磁场合成一个螺

旋磁场,使等离子体绕磁力线做拉莫尔回旋运动。
其中,一个磁场是由缠绕在圆环形真空室外面的

铜线圈产生的环向磁场,另一个是由等离子体中

的带电粒子电流产生的极向磁场,如图1所示。
在非均匀磁场下等离子体会发生漂移[13],等离子

体之间的相互作用会产生能量输运过程。由等离

子体湍流引起的输运过程称为反常输运。等离子

体边缘湍流较强使得温度梯度较弱,会损失大量

能量,这导致托卡马克处在一个较低的约束水平,
即低约束模式(L模式)。在1982年,ASDEX托

卡马克装置加热期间能量约束问题得到了大幅改

善。Wagner等人发现在L模的基础上通过提高

加热功率,并达到一定的阈值之后会实现L-H模

式转换,H模式为高约束模式[14]。H模式的边缘

区域由于密度和温度突然增长而出现边缘输运

垒,整体约束水平得到极大的提升。因此 H模式

是未来反应堆的理想约束模式。
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L-H模式的转换是由E×B 剪切流对等离子

体湍流的抑制产生的[15]。剪切流包含有平均流、

图2 图中参数为q=0.47,ν1=19,ν2=0.01ν1,η1=0.12,η2=0.1η1,ρ=0.55,σ=0.6,ζ=1.7。图中星号为初始状态,

菱形为末态,A、B、C、D 为四个不动点。轨迹由星号开始依次经过A 点、B 点,然后在(E,N)平面上向内螺旋至C 点并

停留很长一段时间,直到t=6500能量从U1 向U2 转换,U2 的增长使轨迹离开(E,N)平面,最后稳定在极限环状态

(a)
 

等离子体湍流E、温度梯度N、带状流U1、测地声模U2 和外界加热功率q随时间的演化图像;
 

(b)
 

(E,U2,N)相图

带状流以及湍流和压强非线性耦合后产生的测地

声模,其对于湍流的抑制作用是研究 的 重 点。

Kim和Diamond在2003年建立了包含等离子体

湍流、平均流、带状流和压力梯度四个变量的零维

模型,研究发现通过缓慢增加输入功率改变压力

梯度可以很好地抑制湍流,使系统从L模通过振

荡行为演化到静止的 H 模。带状流的主要作用

是抑制湍流,而平均流会导致振荡的持续时间变

长。振荡行为是由于带状流和湍流之间的相互竞

争,这符合非线性动力学中经典的猎物 捕食者种

群竞争模型。在2009年,Malkov和Diamond[16]

构建了包含等离子体湍流、带状流和温度梯度的

模型,其中外界加热功率q 被包含在温度梯度的

表达式中,并作为控制参数会激发系统的四种状

态,分别为L模式、T模式、H模式、QH模式。当q
超过一定阈值时,T模式会经历Hopf分岔,由焦点

变为稳定的极限环。2013年Zhu[5]等人将方程拓

展为四变量模型,即ZCD模型。在MD模型的基础

上,引入了第二种非线性结构,即测地声模GAM,
用U2 表示,见公式(12)。因此,方程变为两个捕食

者,一个猎物的模型。带状流U1 和测地声模U2 都

会抑制湍流E 的增长,使系统达到高约束模式。

ZCD模型方程为

dE
dt=(N -N4-E-U1-U2)E

≡f E,U1,U2,N  (9)

dU1

dt =ν1
E

1+ζN4-η1  U1 ≡g1 E,U1,N  

(10)

dU2

dt =ν2
E

1+ζN4-η2  U2 ≡g2 E,U2,N  

(11)

dN
dt =q(t)-(ρ+σE)N ≡h E,N  (12)

这是一个四变量耦合的非线性微分方程组,该模

型中四个变量分别为等离子体湍流强度E、温度

梯度N、带状流U1 和测地声模U2,外界加热功率

q为控制因子。我们通过前述的方法,可以将系

统线性化得到对应的雅可比矩阵J。

J=

∂f
∂E

∂f
∂U1

∂f
∂U2

∂f
∂N

∂g1

∂E
∂g1

∂U1
0

∂g1

∂N
∂g2

∂E 0
∂g2

∂U2

∂g2

∂N
∂h
∂E 0 0 ∂h

∂N

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

3 外界加热功率引起的同宿分岔

本节我们通过改变外界加热功率q,用非线

性动力学的方法对ZCD模型中极限环的性质做

进一步研究。图2~图6为q 值不同时温度梯度

N、等离子体湍流强度E、带状流U1、测地声模U2

以及加热功率q随时间变化的图像(左侧)和系统
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图3 图中参数为
 

q=0.49,ν1=19,ν2=0.01ν1,η1=0.12,η2=0.1η1,ρ=0.55,σ=0.6,ζ=1.7。与图2相比,图3的极限

环周期延长并且半径增大,E 值在不为零时变化更快,菱形密度变的稀疏

(a)
 

等离子体湍流E、温度梯度N、带状流U1、测地声模U2 和外界加热功率q随时间的演化图像;
 

(b)
 

(E,U2,N)相图

图4 图中参数为
 

q=0.52,ν1=19,ν2=0.01ν1,η1=0.12,η2=0.1η1,ρ=0.55,σ=0.6,ζ=1.7。图(a)中,极限环周期增

大至T≈900。极限环状态时,等离子体湍流E 的增长使得U2 急剧增加,在湍流E 被抑制后,U2 缓慢地减少。轨迹的大

部分时间停留在(U2,
 

N)平面,即 H模式。在图(b)中可以观察到极限环距离鞍点A 和鞍点B 更近了

(a)
 

等离子体湍流E、温度梯度N、带状流U1、测地声模U2 和外界加热功率q随时间的演化图像;
 

(b)
 

(E,U2,N)相图

图5 图中参数为q=0.54,ν1=19,ν2=0.01ν1,η1=0.12,η2=0.1η1,ρ=0.55,σ=0.6,ζ=1.7。图(a)中我们看到极限环

的周期较图3和图4有明显增大,且T≈2500。图(b)中菱形与鞍点A 和鞍点B 重合

(a)
 

等离子体湍流E、温度梯度N、带状流U1、测地声模U2 和外界加热功率q随时间的演化图像;
 

(b)
 

(E,U2,N)相图
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图6 图中参数为q=0.549,ν1=19,ν2=0.01ν1,η1=0.12,η2=0.1η1,ρ=0.55,σ=0.6,ζ=1.7。与图2至图5不同,图6中

带状流U1 的振荡不仅发生在L模式之前,而是存在于每个极限环周期内。通过(b)图可以看到,在t=5000之后系统的

运动轨迹完全与之前的振荡过渡阶段的轨迹重合

(a)
 

等离子体湍流E、温度梯度N、带状流U1、测地声模U2 和外界加热功率q随时间的演化图像;
 

(b)
 

(E,U2,N)相图

在相空间(E,
 

U2,
 

N)中的时间演化(右侧),其中

箭头表征演化的方向。
图2中q值为0.47,其图像包括了四个阶段,

分别为H模式、L模式、T模式和O模式。四个模

式分别对应到相空间中我们所求解的四个不动点

A、B、C、D,在图1(b)中已标出。我们在图1(a)
中观察到,在t=6500附近带状流U1

 逐渐消失,

U2 随之增长,湍流E 被抑制,从而出现了一个非

常稳定的极限环。在极限环状态下U1 为零,E、

N、U2 不为零。表1中显示不动点D(极限环)处
本征值包含一对共轭复数,且实部为正数,轨迹螺

旋运动至极限环。实际的实验中系统会通过极限

环振荡模式达到H模,H模式为 N 更高的状态。
为研究控制因子q 对系统约束水平的影响,我们

在图3~图6中改变了外界加热功率q,其值分别

为q=0.49、q=0.52、q=0.54
 

和q=0.549。
我们发现在图2至图5显示的变量随时间变

化的图像(a)中,随着q 值的增大,轨迹在第一个

不动点A(H模)的持续时间明显增长,q 由0.47
增至0.54时,t由约400增至约2500。但是轨迹

在B 点(L模)和C 点(T模)处的持续时间几乎

不变,即 H模对于q 值的大小更为敏感。q 值的

增大直接导致N 值增大,这导致带状流U2 被抑

制,在(E,N)平面中U2 的最大振幅减小,且振荡

频率增加。除此之外,最明显的变化是极限环的

周期和半径,它们更加依赖于外界加热功率q 值

的大小。具体表现为q 值越大,极限环的周期越

长,半径越大。极限环周期的延长使得系统处在

H模的时间更长,即约束时间更长;极限环半径的

增大导致轨迹向(E,N)平面和(U2,N)平面靠近。
极限环周期的变化具体体现为,U2 的振幅变

化范围越来越大,最小值越来越趋近于0,湍流便

不能被很好的抑制,在每个周期中湍流存在急速

增长和急速下降的情况。在图5中,伴随着U2 和

E 之间的相互作用,极限环与鞍点A 和鞍点B 相

重合,系统发生了同宿分岔。
通过数值计算,我们在表1中看到当q=0.54

时,雅可比矩阵的本征值反映不动点D 是一个鞍

点,而并非图5(b)中的极限环。在同宿分岔中,随
着系统中参数变化,极限环与鞍点可以彼此越来

越近直至相交。环与鞍点在相交后成为一个同宿

轨道。在图2(b)至图5(b)相图中我们可以看到

在q值在达到0.54之前,极限环由于周期延长越

来越接近A、B 这两个鞍点。当q 值增加至0.54
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  表1 图2~图6中不动点处雅各比矩阵对应的本征值

不动点 E U1 U2 N 雅可比矩阵的本征值 不动点性质

图2 q=0.47

A 0 0 0 0.8545 -2.28;-0.55;-0.0023;0.3213 鞍点Ⅰ
B 0.4638 0 0 0.5675 5.2111;0.0726;-0.6460±0.0963i 焦点、源

C 0.1742 0.2780 0 0.7181 0.0205;-0.0360±0.8099i;-0.7567 焦点、源和汇

D 0.0219 0 0.3275 0.8346 0.0019±0.0272i;-0.5888;-2.052 极限环

图3 q=0.49

A 0 0 0 0.8909 -2.28;-0.55;-0.0023;0.2609 鞍点Ⅰ
B 0.4687 0 0 0.5895 5.1092;0.0716;-0.5961;-0.7039 鞍点Ⅱ
C 0.1822 0.2559 0 0.7432 0.0205;-0.0303±0.7767i;-0.7810 焦点、源和汇

D 0.0236 0 0.2759 0.8685 0.0055±0.0243i;-0.5988;-2.052 极限环

图4 q=0.52

A 0 0 0 0.9455 -2.28;-0.55;-0.0023;0.1464 鞍点Ⅰ
B 0.4724 0 0 0.6239 4.8567;0.0691;-0.4869;-0.8189 鞍点Ⅱ
C 0.1953 0.2151 0 0.7794 0.0205;-0.0202±0.7109i;-0.8220 焦点、源和汇

D 0.0265 0 0.1795 0.9188 0.0127±0.0154i;-0.6179;-2.052 极限环

图5 q=0.54

A 0 0 0 0.9818 -2.28;-0.55;-0.0023;0.0526 鞍点Ⅰ
B 0.4717 0 0 0.6483 4.6122;0.0666;-0.4307;-0.8739 鞍点Ⅱ
C 0.2047 0.1830 0 0.8026 0.0205;-0.0123±0.6545i;-0.8528 焦点、源和汇

D 0.0288 0 0.1020 0.9520 0.0304;0.0073;-0.6338;-2.052 鞍点Ⅱ

图6 q=0.549

A 0 0 0 0.9982 -2.28;-0.55;-0.0023;0.0054 鞍点Ⅰ
B 0.4703 0 0 0.6597 4.4791;0.0653;-0.4055;-0.8970 鞍点Ⅱ
C 0.2090 0.1673 0 0.8128 0.0205;-0.0085±0.6252i;-0.8676 焦点、源和汇

D 0.0298 0 0.0635 0.9667 0.0407;0.0034;-0.6418;-2.052 鞍点Ⅱ

时,极限环膨胀且爆裂为鞍点,同时产生一条同宿

轨(见图5),q=0.54即为系统产生同宿分岔的一

个阈值。由于鞍点不稳定的性质,当q 大于0.54
时,鞍形连接会分裂,导致系统无法回到同宿轨

道,即环被摧毁。同宿分岔是全局分岔的一种类

型,其会导致相空间中轨迹的拓扑结构发生变化,
而且这种变化不像局部分岔那样局限在一个小的

邻域内,拓扑结构的变化可以延伸到任意大的距

离。如图6(b)所示,整个系统形成了一条同宿轨

道。在图6中,同宿分岔导致U1 周期振荡,湍流

被更好地抑制,约束水平达到最高。

4 结语

在本科物理教学中会遇到一系列非线性微分

方程的求解和分析问题,本文回顾并利用了非线

性动力学中的雅可比矩阵来分析磁约束核聚变的

约束模式转换模型。雅可比矩阵的本征值反应了

不动点附近变量的衰减率,四维方向上的衰减率

共同决定了不动点的性质,这为我们预测模型随

时间的演化提供了数值依据。在ZCD模型中,我
们发现外界加热功率q 值会影响到极限环的周

期,q值越大极限环的周期越长。极限环半径的

增大导致了极限环与鞍点相重合,诱使系统产生

同宿分岔,出现一条同宿轨。在产生同宿分岔时,
极限环状态的不动点D 与鞍点A 非常接近,导致

本征值的计算结果与所绘制相图中不动点的性质

不相符,雅可比矩阵可以部分解释磁约束核聚变

中L-H转换模式。在物理教学中应该注意到求

解雅可比矩阵的本征值不能准确地描述轨迹的性

质,需要结合相图具体分析。
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为大学物理与专业相结合的教学改革提供思路。
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