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用变分量子本征求解器研究量子

拉比模型的基态问题

郝明星 高一波

(北京工业大学理学部物理与光电工程系,北京 100124)

摘 要 在用变分法求解量子系统基态问题的研究中,采用变分量子算法求解基态的研究受到

广泛的关注,作为一种量子与经典混合算法的变分量子求解器在其中发挥了重要作

用。本文在开源的量子计算模拟器上运行变分量子本征求解器对量子拉比模型在超

强耦合区的基态进行了讨论。在3量子比特空间中,我们采用标准二进制编码方式将

量子拉比模型中的算符和量子态进行编码,并且在哈密顿量变分拟设构造的量子电路

上计算得到哈密顿量最小平均值(基态能量)。最后,通过将变分量子本征求解器的计

算结果与经典数值模拟方法得到的精确值进行对比,我们讨论了变分量子本征求解器

的计算精度与量子电路的消耗资源(量子比特数目)以及耦合强度之间的依赖关系。
关键词 量子拉比模型;变分量子本征求解器;量子计算模拟器
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Abstract In
 

the
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of
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by
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the
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quantum
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  量子系统中的大部分物理现象的发生是由能

级跃迁决定的,能谱的计算一直都是量子力学中

的重要问题。通常情况下,在量子力学中求解能

量本征值时,可以把量子系统的哈密顿量写成矩

阵的形式,然后用解析方法或计算机数值模拟方

法将矩阵对角化直接解出矩阵的特征值(能量本

征值),从而可以计算各种物理量的平均值(期望

值)和关联函数等。多数情况下用解析方法求解

矩阵的本征值是一个复杂的问题,也可采用数值

模拟的方法(Qutip[1])在通常的经典计算机上

完成。

1982年,理查德·费曼(Richard
 

Feynman)
在《用计算机模拟物理学》一文中讨论用量子计算

机模拟量子系统[2]时,首次提出了“量子计算机”,
基于量子叠加态的量子计算机有不同于经典计算

机的特点和特殊的优势。普通的经典计算机解决

问题时需要执行“经典算法”,伴随量子计算机的

发展也出现了“量子算法”。与经典计算机相比,

1994年Peter
 

Shor提出的大数因子化算法[3]和

1996年Lov
 

Grover提出的量子搜索算法[4]显示

出超越经典计算机的量子优势,由此开拓了量子

算法研究的广阔空间。近年来,量子算法已经在

化学、金融和医学等领域进行了有效的探索和应

用,涌现多种量子算法:如变分量子本征求解器[5]

(Variational
 

Quantum
 

Eigensolver,以 下 简 称

VQE)、量子近似优化算法[6](Quantum
 

Approxi-
mation

 

Optimization
 

Algorithm)、相干伊辛机[7]

(Coherent
 

Ising
 

Machine)和 量 子 退 火 算 法[8]

(Quantum
 

annealing)等。实用量子计算机还没

建造成功,量子算法的发展受到量子硬件缺乏的

限制,使得量子算法只能在小型量子硬件和模拟

器上进行检验和运行。目前,受到广泛关注的开

源量子计算模拟器主要有 Qiskit
 

(IBM)、Cirq
 

(Google)、Q#
 

(Microsoft)、QPanda(本源量子)、

Paddle
 

Quantum(百度)和 TensorCircuit(腾讯)
等。本文使用 Qiskit(Quantum

 

information
 

sci-
ence

 

Kit)是由IBM 公司开发的开源量子软件开

发SDK
 

(Software
 

Development
 

Kit),科学研究

人员可以在模拟器上执行量子算法的运算和检

验。鉴于量子硬件的缺乏,量子算法中的优化过

程只能在经典计算机上运行,从而催生出VQE等

量子经典混合算法[9]。在量子化学的研究中,用

VQE计算分子基态能量[10-13]是目前比较成功的

应用 之 一。本 文 将 在 Qiskit的 模 拟 器 上 运 行
 

VQE
 

求解量子拉比模型的基态问题。

1 VQE的工作流程

利用量子力学变分原理求得量子系统的最小

本征值(基态能量),对于给定哈密顿量 H 的量子

系统,其基态能量E0 表示为
 

E0 ≤Eθ  =<ψθ  H ψθ  > (1)

其中,θ通常代表一组参数{θi,i=0,1,2,…},且
满足归一化条件<ψθ  |ψθ  >=1。VQE的基本

思想就是:在量子计算机上计算能量平均值,利用

经典优化方法迭代优化参数θ从而得到最小的使得

能量平均值Eθ  ,此时的试探态波函数|ψ(θ)>就是

变分法得到的基态波函数。本文利用的 VQE是

一种量子经典混合算法,其能量平均值的计算在

量子电路上进行,变分参数的迭代更新由经典优

化器完成,最后由变分参数的最优值确定基态能

量和基态波函数。
以求基态为例,VQE的工作流程如下:
第一步:编码。在计算表象(量子比特表象)

中编码量子系统的量子态和算符以及哈密顿量;
第二步:选定一个变分拟设,对试探波函数

(|ψθ  >=U(θ)|ψ0>)进行参数化处理,并构造对

应的量子电路;
第三步:利用损失函数在量子电路上测量出

能量平均值C(θ)=<ψθ  |H|ψθ  >;
第四步:利用经典优化器迭代更新参数θ,重

复第三步中的能量平均值的测量,直至找到最小

能量平均值(基态能量)。
在由多个量子比特组成的量子电路上执行量

子计算过程,首先要将量子系统的量子态和算符

进行编码。用量子比特将量子系统的量子态和哈

密顿量进行编码[14]有多种方法,常用编码方法主

要有乔丹 维格纳(Jordan-Wigner)变换[15]、宇称

编码(parity
 

encoding)[16]和 布 拉 维 基 塔 耶 夫

(Bravyi-Kitaev)变换[17,18],重新编码后的哈密顿

量形式上表示为

H =∑
α
hαPα (2)
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其中,hα 是一组常数值,Pα 是哈密顿量中多个泡

利算符串(由组成量子电路的不同量子比特的泡

利算符的直积组成),即
 

Pα =σ1
α1 􀱋σ2

α2… 􀱋σN
αN (3)

其中,N 用于标记模拟量子系统的量子比特,αN 用

于标记泡利算符的分量。在VQE运算中,损失函

数一般为量子系统的能量平均值Eθ  ,Eθ  通常

是一个多元标量函数。求解基态能量时,最常用的

是基于梯度下降原理的优化器,如共轭梯度法

CG[19-21]和最小二乘优化算法SLSQP[22]。这里,
梯度下降的原理就是,首先设定变分参数的初始

值θi,计算损失函数在此处的导数的值
∂Eθi  
∂θ

,

依据损失函数下降的方向确定新的参数值θi+1,

再次计算导数值
∂Eθi+1  
∂θ

并确定新的参数θi+2,

如此迭代更新直至损失函数收敛至最小值。除了

以上2种 优 化 器,Python中 的 科 学 计 算 模 块

Scipy.optimize中还包含多种经典优化器,如线性

近似约束优化器COBYLA[23]和多个未知参数优

化器SPSA[24]等。
在能量平均值的计算过程在模拟器上执行之

前,需 要 导 入 所 需 的 函 数 库 包 括:Python 库

(numpy、matplotlib和scipy等)、量子计算相关

(workflow、circuit、Gradient等)、模拟器(Aer)、
量子 算 法(algorithms)和 经 典 优 化 算 法(algo-
rithms.optimizers)。代码如下所示:

#导入numpy和 matplotlib

import
 

numpy
 

as
 

np
import

 

matplotlib.pyplot
 

as
 

plt

#泡利算符

from
 

qiskit.opflow
 

import
 

Z,
 

Y,
 

X,
 

I

from
 

qiskit.opflow
 

import
 

SummedOp

#导入量子电路

from
 

qiskit.circuit
 

import
 

QuantumCircuit,ParameterVector

#导入模拟器

from
 

qiskit
 

import
 

Aer

from
 

qiskit.utils
 

import
 

QuantumInstance

#导入VQE和几种经典优化器

from
 

qiskit.algorithms
 

import
 

VQE

from
 

qiskit.algorithms.optimizers
 

import
 

CG,COBYLA,

SPSA,SLSQP

2 VQE求解量子拉比模型中的基态

2.1 量子拉比模型

在量子光学和量子信息的研究中,光和物质

的相互作用与量子门操作等重要问题密切相关。
在1963

 

年,Jaynes
 

和
 

Cummings
 

研究了二能级原

子(量子比特)和量子光场之间相互作用的物理问

题,通常被称为量子拉比模型[25,26]
 

(Quantum
 

Ra-
bi

 

model),其哈密顿量写为

H =ωa†
 

a+
1
2Ωσz +ga+a†

 

  σ++σ-   

(4)
其中,第一项和第二项中的ω 和Ω分别代表单模

量子光场和二能级原子的角频率,第三项中的g
代表量子光场与量子比特的耦合强度。另外,算
符a†

 

和a 分别代表单模量子光场的产生算符和

湮灭算符,算符σ+=|0><1|和σ-=|1><0|分别

代表二能级原子的泡利算符,|0>和|1>分别代表

自旋向上和向下的量子态。耦合强度g与光场频

率ω 的比值将量子拉比模型的研究范围划分为三

个区(如图1所示):(1)当耦合强度g/ω<0.1时,
量子拉比模型处于弱 强耦合区(Weak-Strong

 

coupling
 

regime)。在强耦合区,量子拉比模型简

化为JC模型[27]时其本征值和本征态可以精确解

析求解;(2)当耦合强度0.1<g/ω<1时,量子拉

比模型处于超强耦合区(Ultrastrong
 

coupling
 

re-
gime);(3)当耦合强度g/ω>1时,量子拉比模型

处于深强耦合区(Deep
 

strong
 

coupling
 

regime)。
在超强耦合区和深强耦合区时,由于量子拉比模

型精确解的求解过程复杂不便使用,所以常用近

似方法或计算机数值模拟方法处理与能量本征值

相关的物理问题。本文中,我们用变分量子本征

求解器(以下简称 VQE)来计算量子拉比模型的

基态。

图1 量子拉比模型的区域划分[28](图中的中文标识由

英文翻译而来)

2.2 模拟哈密顿量(编码)
量子计算机中的基本运算是由泡利算符来完

成的,因此量子拉比模型哈密顿量中含有的产生
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算符和湮灭算符(a†
 

和a)必须映射成泡利算符的

形式,能量平均值的计算过程才能够在量子计算

机上完成。量子拉比模型中的量子光场的光子数

态空间为 |n>,n=0,1,2,…,∞  。其中,n 为量

子光场中包含的光子数,满足本征方程

a†an>=nn> (5)
其中,与量子拉比模型哈密顿量对应的希尔伯特

空间的维数是2×n,即二能级系统的空间为2
维,光子数空间的维数n 是无穷维。这种情况下,
对具体物理问题进行数值模拟时,希尔伯特空间

的维数通常截断为有限值。本文中,需要对光子

数空间进行截断(最大光子数为N),则在下面的讨

论中采用的希尔伯特空间的维数为2× N+1  。
按照量子计算的工作流程,需要用量子比特

重新编码量子系统中的量子态和算符。本文采用

常用的标准二进制编码方法(Standard
 

binary
 

en-
coding[29])对光子数n 进行编码,转换关系为

n=∑
N

k=0
ck2k (6)

则十进制数n转换为二进制数cN…c2c1c0,二进

制数ck 由量子电路上的一个量子比特表示,k
为量子比特的编号。同理,光子数态|n>编码表

示为

n>=cN>⊗ … ⊗ c2>⊗ c1>⊗ c0>(7)
当截断空间后最大光子数 N=3时,4个光子态

|0>,|1>,|2>,|3>  被重新编码表示为

0>=0>1 􀱋 0>0 (8)

1>=0>1 􀱋 1>0 (9)

2>=1>1 􀱋 0>0 (10)

3>=1>1 􀱋 1>0 (11)
在式(8)~(11)中,我们用2个量子比特(q0 和

q1)对量子光场的4个光子数态进行了编码,用1
个量子比特(q2)对二能级原子进行编码,总共使

用3个量子比特对量子拉比模型进行了编码。默

认情况下,这个3个量子比特的初始态均设置为

“0”态(|0>)。同时,与量子光场相对应的产生算

符和湮灭算符也进行了重新编码,则有

a†
 

+a= 1
2+

3
2  I􀱋I􀱋X +

1
2-

3
2  I􀱋Z 􀱋X +

2
2 I􀱋X 􀱋X +I􀱋Y 􀱋Y     (12)

基于式(8)~(12),量子拉比模型哈密顿量经过编

码重新写为
 

H =
3ω
2III-

ω
2IIZ-ωIZI+

Ω
2ZII+

1
2+

3
2  gXIX + 1

2-
3
2  gXZX +

g
2
XXX +g

2
XYY (13)

其中,哈密顿量编码为泡利字符串的形式,I 代表

单位算符,X,Y,Z  分别对应于3个泡利算符。
为了方便讨论,式(13)中忽略张量积符号􀱋。代

码如下所示:

#设定耦合强度和哈密顿量的编码形式

g=0.6

Rabi_hamiltonian=(3/2*ÎÎI)+(-0.5*ÎÎZ)+/

(-1.0*ÎẐI)+(0.5*ẐÎI)+/

(g*(0.5+np.sqrt(3)/2)*X̂ÎX)+/

(g*(0.5-np.sqrt(3)/2)*X̂ẐX)+/

(g*np.sqrt(2)/2)*X̂X̂X)+(g*np.

sqrt(2)/2)*X̂ŶY)

2.3 量子拉比模型中基态的计算

利用变分原理求解量子拉比模型的基态,首
先需要构造一个试探态(trial

 

state)和变分量子电

路(quantum
 

circuit)。在量子电路上计算量子拉

比模型哈密顿量的能量平均值Eθ  =<ψθ  |H|

ψθ  >的过程中,量子系统的试探态形式上写为

ψθ  >=Uθ  ψ0> (14)
量子电路的初态|ψ0>一般为接近基态的量子态。
当耦合强度g=0时,量子系统中的能量最低态取

为|1>􀱋|0>(自旋向下且光子数为0的量子态)可
取为初态,编码后写为

ψ0>=100>=1>2 􀱋 0>1 􀱋 0>0 (15)
其中,量子电路中的3个量子比特(q2、q1 和q0)
的取值为1、0和0。q2 取值为1代表量子系统中

二能级原子处于基态(|1>),q1 和q0 取值为00代

表光子数为n=0。代码如下所示:

#定义组成量子电路的量子比特

wavefunction=QuantumCircuit
 

(3)

params=ParameterVector('
 

θ
 

',
 

length=10) #定义变分参

数的数目

#初态为|100>,
 

q2=0,
 

q0=0

wavefunction.x(2)
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2.3.1 构造量子电路

本文采用常见的哈密顿量变分拟设(Hamil-
tonian

 

variational
 

ansatz,
 

HVA)[30,31],则变分酉

变换表示为

Uθ  =∏
k
Uθk  =∏

k
e

iθkHk (16)

其中,k(0,1,…,6  )为整数,θ 为一组任意的变

分参数 θk  。Hk 为一组泡利串(Pauli
 

string),
即 H0=IIZ,H1=IZI,H2=ZII,H3=XIX,

H4=XZX,H5=XXX,H6=XYY。经过简单的

计算,与Uθ  对应的量子电路分解如图2所示:

图2 量子电路

在量子电路图中,q0、q1 和q2 分别对应3个量子

比特。
(1)

 

与Uθ0  ,Uθ1  ,U θ2  对应的单比特旋

转门 Rx,Ry,Rz  ,代码如下所示:

#单bit
 

Unitary
 

operator

wavefunction.rz(
 

2*params[
 

0
 

],
 

0)

wavefunction.barrier(
 

)

wavefunction.rz(
 

2*params[1],
 

1)

wavefunction.barrier(
 

)

wavefunction.rz(
 

2*params[2],
 

2)

wavefunction.barrier(
 

)

(2)
 

与U θ3  ,U θ4  ,U θ5  ,U θ6  对应是

一系列单比特门(旋转门和哈达玛(Hadamard)
门)和两比特门(可控非门)的组合,代码如下

所示:

#2bit
 

Unitary
 

operator

wavefunction.h(2)

wavefunction.h(0)

wavefunction.cx(0,2)

wavefunction.rz(2*params[
 

3
 

],
 

2)

wavefunction.cx(0,2)

wavefunction.h(0)

wavefunction.h(2)

wavefunction.barrier(
 

)

wavefunction.h(2)

wavefunction.h(1)

wavefunction.h(0)

wavefunction.cx(0,2)

wavefunction.cx(0,1)

wavefunction.rz(2*params[
 

4
 

],
 

2)

wavefunction.cx(0,1)

wavefunction.cx(0,2)

wavefunction.h(0)

wavefunction.h(1)

wavefunction.h(2)

wavefunction.barrier(
 

)

wavefunction.h(2)

wavefunction.rx(-np.pi
 

/2,
 

1)

wavefunction.rx(-np.pi
 

/2,
 

0)

wavefunction.cx(0,2)

wavefunction.cx(0,1)

wavefunction.rz(2*params[
 

5
 

],
 

2)

wavefunction.cx(0,1)

wavefunction.cx(0,2)

wavefunction.rx(np.pi
 

/2,
 

0)

wavefunction.rx(np.pi
 

/2,
 

1)

wavefunction.h(2)

wavefunction.barrier(
 

)

wavefunction.h(2)

wavefunction.h(0)

wavefunction.cx(0,2)

wavefunction.cx(0,1)

wavefunction.rz(2*params[
 

6
 

],
 

2)

wavefunction.cx(0,1)

wavefunction.cx(0,2)

wavefunction.h(0)

wavefunction.h(2)
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2.3.2 计算基态能量

经过编码、制备试探态和构造量子电路,就可

以开始基态能量的计算过程了。现在,选定模拟

器(Aer提供的aer_simulator_statevector)和经典

优化器(CG)。我们将哈密顿量写入代码,就可以

计算基态能量。代码和输出结果如下所示:

#为量子系统指定模拟器Aer

qi_sv=QuantumInstance(Aer.get_backend(
 

'aer_simulator_statevector'
 

),

shots=1,

seed_simulator=2,

seed_transpiler=2)

#Conjugate
 

Gradient
 

algorithm
 

优化算法

optimizer=CG(maxiter=500)

#Gradient
 

callable
vqe=VQE(wavefunction,optimizer=optimizer,quantum_instance=qi_sv)

result=vqe.compute_minimum_eigenvalue(Rabi_hamiltonian)

print(
 

'Result:
 

',result)

Result:
 

{'aux_operator_eigenvalues':
 

None,

  'cost_function_evals':
 

128,

  'eigenstate':
 

array([
 

1.11022302e-16+0.00000000e+00j,
 

-2.23390550e-01+1.46120591e-01j,

 0.00000000e+00+0.00000000e+00j,
 

0.00000000e+00+0.00000000e+00j,

  8.06501058e-01-5.27542868e-01j,
 

2.77555756e-17-8.32667268e-17j,
 

0.00000000e+00+0.00000000e+00j,
 

0.00000000e+00+0.00000000e+00j]),

  'eigenvalue':
 

(-0.6661903789531634+0j),

  'optimal_circuit':
 

None,

  'optimal_parameters':
 

{

ParameterVectorElement(θ[5]):
 

4.157012642338165,

ParameterVectorElement(θ[0]):
 

-3.355911390408551,

ParameterVectorElement(θ[4]):
 

3.5980040248971488,

ParameterVectorElement(θ[6]):
 

4.077926941854833,

ParameterVectorElement(θ[2]):
 

-3.3114663051243705,

ParameterVectorElement(θ[3]):
 

2.2055943868828654,

ParameterVectorElement(θ[1]):
 

-4.601956315720674},

  'optimal_point':
 

array([
 

-3.35591139,
 

-4.60195632,
 

-3.31146631,
 

2.20559439,
 

3.59800402,
 

4.15701264,
 

4.07792694]),

  'optimal_value':
 

-0.6661903789531634,

  'optimizer_evals':
 

None,

  'optimizer_result':
 

None,

  'optimizer_time':
 

0.4510800838470459}

  运行结果显示(数据取位至小数点后第4位):
(1)

 

最终优化参数 θ0,θ1,θ2,…,θ6  由 'opti-
mal_point'可知。

(2)
 

基 态 能 量 由 'eigenvalue' 可 知:E0 =
-0.6662;

(3)
 

基态波函数由 'eigenstate'可知:

E0>= -0.2234+0.1461j  001>+
0.8065-0.5275j  100> (17)

在上面的程序中,已经得到3光子量子光场当耦

合强度g=0.6时的基态能量的 VQE计算值。
在此条件下,当耦合强度g取其他值时,VQE计

算值与 Qutip精确值之间存在差异(如图3所

示)。取耦合强度g=0.1(强耦合区)时,相对误

差为0(VQE的计算值与 Qutip的精确值相同),
说明VQE的计算值的精度在强耦合区是足够的。
当耦合强度

 

g>0.1(超强耦合区)时,相对误差随
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耦合强度的变化逐渐增大(计算精度下降,相对误

差从0.00%逐渐增大到4.44%)。这个结果表

明,用于模拟量子光场的量子比特的数目取决于对

计算精度的要求。如果要求计算精度大于99.9%
(相对误差小于0.1%),此时对耦合强度的限制为

g≤0.2。

图3 g=0.6时E0 的VQE计算值与Qutip精确值对比

3 结果的讨论

在上面的基态能量计算中,涉及两个问题:
(1)经典优化器对计算结果的影响;(2)计算精度

对量子光场截断光子数的限制。首先,我们讨论

经典优化器对计算结果的影响。在 Qiskit关于

VQE的计算中主要使用的经典优化器有 CG、

COBYLA、SLSQP和SPSA。在上面的代码中分

别使用这几种优化器计算基态能量时,除了SPSA
运行时间相对较长,其他几种优化器所得计算结

果无明显差别。其次,计算精度对截断光子数空

间维数的限制。在上述的讨论中,主要涉及2个

参数:截断的光子数空间的最大光子数 N 和耦合

强度g。通常,量子拉比模型的研究是分区(强耦

合、超强耦合和深强耦合)进行的,此时应用VQE
计算基态能量需要的量子比特数目与光子数截断

取值直接相关。在图4中,我们用 Qutip计算的

基态能量精确值来讨论光子数空间截断的维数与

耦合强度之间的关系。图4中,耦合强度的取值

范围是g∈ 0.1,2.0  ,三条曲线分别对应(从下

往上)截断空间包含最大光子数 N 分别为3光

子、7光子和15光子的情况。当g<1.0时,三条

曲线几乎重合,此时截断光子数取 N=3基本可

以满足计算精度的要求。随着耦合强度g 继续增

大,7光子和15光子对应的两条曲线比较接近且

与3光子对应的曲线间隔较大,此时3光子对应

的计算精度较低。

图4 光子数空间截断的维数与耦合强度之间的关系

4 结语

综合以上可知,VQE计算基态能量时:(1)在
强耦合区(g<0.1)可以取最大截断光子数 N=
3;(2)在超强耦合区(0.1<g<1.0)可以根据计算

精度的要求取 N=3或 N=7;(3)在深强耦合区

(1.0<g<2.0)可以根据计算精度的要求取 N=
7或N=15。由式(6)(7)可知,截断光子数 N 的

取值决定了用于模拟量子光场的量子比特数目,
即3光子的量子光场需要用2个量子比特,7光子

的量子光场需要3个量子比特,15光子的量子光

场需要4个量子比特,计算精度要求越高,用于模

拟量子系统所需量子比特数目越大。物理问题的

研究也大都需要考虑激发态的情况,本文使用
 

VQE
 

仅对量子拉比模型的基态的相关问题进行

了讨论,并未讨论激发态的相关计算,关于激发态

的计算可以参看最近研究[32]。本 文 使 用 基 于

Qiskit的变分量子本征求解器计算量子系统的基

态问题过程中,将理论教学中的物理问题(变分原

理)与量子信息和量子计算最新研究的变分量子

算法相结合,适合作为用一个变分法求解基态问

题的教学案例,从而促进了物理课堂教学与前沿

科学研究的有机结合。
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