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基于林德斯泰特 庞加莱法的双节拍器耦合系统同步规律研究

谭景芳 王成会 莫润阳

(陕西师范大学物理学与信息技术学院,陕西
 

西安 710119)

摘 要 本文在双节拍器耦合系统动力学方程的基础上,利用Runge-Kutta(龙格 库塔)法对

振动系统进行数值分析,通过摆杆摆角随时间演化的曲线图像,讨论影响系统同步性

质的因素。利用L-P(林德斯泰特 庞加莱)法研究相同双节拍器耦合系统的系统参数

对于摆杆摆动振幅和摆动频率的影响,得到无耦合双节拍器系统的近似解,结合数值

分析比较系统参数对同步周期和振幅的影响;在理论分析得到的近似同步周期中设定

同步系数q值,并通过拟合函数进行拟合,拟合后得到的同步周期与数值分析的周期

基本一致。本文能为更好地理解耦合系统的同步性质提供参考,也能为学生进行双节

拍器同步物理实验提供一些理论参考,
 

增强学生理论联系实际的能力。
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Abstract In
 

this
 

paper,
 

we
 

used
 

dynamics
 

equation
 

of
 

the
 

coupled
 

system
 

of
 

double
 

metro-
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by
 

Runge-Kutta
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system
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on
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and
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and
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and
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fitting
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analysis.
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theory
 

with
 

practice.
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  自然界有很多同步现象[1,2],如萤火虫间的同

步闪烁、行星对卫星的潮汐锁定、神经元间的同步

放电等;同步激励振动的应用方面有振动筛、航天

工业等。弱耦合的多振子模型一般为 Kuramoto
模型[3-6]。双振子模型简单且包含着多振子耦合

同步的基本特性,即振子间互相耦合,相互影响,
因此研究双振子的同步行为便于更好地理解多振

子的同步行为。节拍器耦合同步实验[2]是常用于

研究的双振子模型,其同步现象是比较经典的同

步现象之一,研究振子耦合问题对于解决自然界

的同步行为有重要的帮助。
文献[7]给出了多节拍器耦合的力学模型并

通过质心系的动量矩和动量定理得到多节拍器耦

合的动力学方程,然后通过数值仿真模拟出了双

节拍器和三节拍器的耦合时间;文献[8]分析了单

个节拍器摆动的物理图像,然后分析了双节拍器

同步和反向同步的现象。文献[9]分析了双节拍

器耦合的原因,开始时不同步会使各个节拍器在

每次摆动都收到一次微弱冲击,造成节拍器相位

的微小改变,多次冲击使得两节拍器间相位差为

零或π时,此时双节拍器达到同步。文献[10]探
究了不对称节拍器耦合系统的同步行为,将同平

面的双节拍器耦合系统推广至上下两层,通过在

一层节拍器产生节拍信号的位置放上一张纸,使
得信号的强度发生变化,从而可以从音频信号上

分开上下层信号,达到对双层节拍器耦合进行分

析的目的;通过改变双层之间、底座与桌面之间摩

擦力数值模拟相流,研究不同的同步模式中摆角

的分布范围。单节拍器的摆动方程可以转化为杜

芬方程,文献[11]利用久期微扰理论通过试探解

将二阶耦合的杜芬方程转化了一阶耦合的杜芬方

程,文献[12]则在此基础上通过表象变换,将一

阶耦合的杜芬方程进行解耦,得到了模式解,但
耦合项为线性项,不符合双节拍器耦合系统。上

述研究中,系统参数对耦合同步性质的影响研究

不彻底,也没有从理论方面给出双节拍器系统的

同步周期。
由于系统参数对摆杆的摆动振幅和摆动频率

的影响的定性分析研究较少,本文基于双节拍器

耦合系统的动力学模型,利用L-P法得到双节拍

器耦合系统的近似解,通过理论分析和数值分析

研究系统参数对两摆杆同步时摆动振幅和摆动频

率的影响,理论分析得到的同步周期近似解能够

较好地反映同步周期的变化特征;引入同步系数

q值,通过理论分析得到的拟合函数对同步系数

进行修正,能较好地给出相同的双节拍器耦合系

统的同步周期。

1 数学模型与理论分析

节拍器能周期稳定地发出“滴答”的声音来记

录节拍,其根据钟摆原理制成,摆锤会周期性摆

动,因此可以将一个节拍器简化为一个摆锤做单

摆运动的模型。
在一个平面上架上两个滚轮,在滚轮上水平

放置一个平板,滚轮的纵轴向与平板其中的一个

轴向平行,在平板上方同一平面上相距一定距离

放置两个节拍器,节拍器摆动方向要与平板移动

方向一致,就构成了一个双节拍器耦合系统,简化

模型如图1所示。

图1 双节拍器耦合系统的简化模型

由动量定理和动力矩定理可得节拍器耦合系

统动力学方程组[7]

Mp+∑
2

i=1
mli  ̈x+∑

2

i=1
mliLi

d
dtθ̇icosθi  =Fμ

(1)

ml1L1cosθ1̈x+ml1ρ12̈θ1=-ml1gL1sinθ1+
Mμ1+Mc1 (2)

ml2L2cosθ2̈x+ml2ρ22̈θ2=-ml2gL2sinθ2+
Mμ2+Mc2 (3)

Mc1=
-R,θi∈ σ1,σ2  , θ̇i<0
0, 其他

R,θi∈ -σ1,-σ2  , θ̇i>0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

其中,mli为第i个摆杆的质量,Mp 为平板和双节
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拍器底座的质量,Lli为第i个摆杆质心到悬挂点

的距离,θi为第i个摆杆与铅垂线的夹角,ρi为回

转半径,σ1 和σ2 为驱动力矩的摆角范围,Mci 为

第i个节拍器的擒纵机构对摆杆施加的驱动力

矩。其中Mμi为第i个摆杆受到的阻尼力矩,Fμ

为地面对木板产生的摩擦力,Ii 为第i个摆杆的

转动惯量,其分别为形式为 Mμi=-Ci̇θi,Fμ=

-μ̇x,Ii=mliρi2,μ 为地面与滚轮间的摩擦力系

数,Ci为阻尼系数,R 为驱动力矩大小。式(1)~
(3)一个耦合项为非线性项的二阶微分方程组。
通过摄动法对木板的质心位移进行线性化求解,

对式(1),令M = Mp+∑
2

i=1
mli  ,有

M̈x=-∑
2

i=1
mliLi

d
dtθ̇icosθi  -μ̇x (5)

方程(5)的解可表示为

xμ,t  =-e
-μ

Mt·

∫∑
2

i=1

mli

MLicos(θi)̇θie
μ
Mtdt+

hM
μ

+Ce
-μ

Mt

(6)
其中,h,C 为 常 数,式(6)的 初 始 条 件 表 示 为

xμ,0  =0,̇x μ,0  =0。若系统摩擦系数μ=0,
则方程(1)的解退化为

x0t  =-∑
2

i=1

mli

MLisinθi+at+b (7)

其中,a,b为积分常数,由初始条件表示为x0  =
0,̇x0  =0决定。在摩擦系数很小的情况下,有

μ→0时,若式(7)减去式(6),有

lim
μ→0

xμ,t  -x0t  →0 (8)

  因此,可用正则摄动问题讨论微分方程(1)的
解,由正则摄动法得到的解近似表示原系统方程

(1)的解。根据摄动法,对x 进行Taylor展开,有

xμ,t  =x0t  +μx1t  +O μ2  (9)
保留μ 的一次项,代入方程(1),得

M ẍ0+μ̈x1  =-∑
2

i=1
mliLi

d
dtθ̇icosθi  -μ̇x0

(10)
对方程(10)积分,有

ẋ0+μ̇x1=-∑
2

i=1

mli

MLi̇θicosθi-μ
Mx0+h

(11)
其中,h 为积分常数,可由系统初始条件决定;继

续考虑式(10)中含μ 的一阶项,则一阶近似解满

足的方程可表示为

Ṁx1=-x0 (12)
联立式(11)和式(12)可得木板的位移与双节拍器

摆杆摆角的关系对应的近似解为

x=-∑
2

i=1

mli

MLisinθi+ht+k+

μ ∑
2

i=1

mli

M2Li∫
t

0
sinθis  ds-

1
2

h
Mt

2-
k
Mt  
(13)

式(13)给出了木板的位移与双节拍器摆杆摆角的

关系,因此,将其求二阶导后忽略其中含μ 的高阶

小量项,则木板的加速度可近似表示为

ẍ=-∑
2

i=1

mli

MLicosθïθi+∑
2

i=1

mli

MLisinθi̇θi2

(14)
  将式(14)代入式(2)(3),化简可得节拍器摆

杆摆角满足的二阶微分方程为

ml1L1
2

Mρ12
cosθ1 -∑

2

i=1
θ̈icosθi+∑

2

i=1
θ̇i2sinθi  +̈θ1

=-
gL1

ρ12
sinθ1-

C
ml1ρ12̇

θ1+
Mc1

ml1ρ12
(15)

ml2L2
2

Mρ22
cosθ2 -∑

2

i=1
θ̈icosθi+∑

2

i=1
θ̇i

2sinθi  +̈θ2

=-
gL2

ρ22
sinθ2-

C
ml2ρ22̇

θ2+
Mc2

ml2ρ22
(16)

  由于方程(15)和(16)中含系数
mljLj

2

Mρj
2 (j=1,

2)的项远小于其他项,故可将其项视作扰动项。
由L-P法,令小量

σ=
mljLj

2

Mρj2
(17)

以 及 τi=ωit,则 ωi= ωi0+σωi1+…  ,θi=
θi0+σθi1+…  ,故有

d
dt=ωi

d
dτi

d2

dt2
=ωi2

d2

dτi2

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(18)

将式(18)代入式(15)及式(16),且令sinθ10=
q1θ10,sinθ20=q2θ20,仅考虑两个节拍器相同的情

形,比较得到零阶项为

ω10
2 d2

dτ12
θ10+

Cω10

ml1ρj2
d
dτ1

θ10+
gLl

ρj2
q1θ10=

Mc1

ml1ρj2

(19)
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ω20
2 d2

dτ22
θ20+

Cω20

ml2ρj2
d
dτ2

θ20+
gLl

ρj2
q2θ20=

Mc2

ml2ρj2

(20)
其中,q1,q2 为同步系数。方程(19)和(20)即为耦

合系统方程(1)~(3)经过解耦处理后无耦合项扰

动的单摆模型。其中Mc1,Mc2 为驱动力。令ωi0=

1,
 

γ1=
C

mliρi
2,γ2=

gLi

ρi2
,P=

Mc1

mliρi2
,Q=

Mc2

mliρi2
,设

P 和Q 的傅里叶级数展开式为

P=∑
n

i
vicosiω1+τ1  +tisiniω1+τ1  

Q=∑
n

j
kjcosjω2+τ2  +djsinjω2+τ2  

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁
(21)

其中vi,ti,kj,dj 为傅里叶系数,ω1+,ω2+ 为摆杆

摆角圆频率。为简化分析,主要考虑i=j=1的

驱动力函数作用,此时,式(19)(20)的通解为

θ10=Hcosω1+τ1-φ1  +

e
-
1
2γ1τ1 c1e

i
2 4γ2q1-γ1

2τ1 +c2e
-
i
2 4γ2q1-γ1

2τ1  
(22)

θ20=Ncosω2+τ2-φ2  +

e
-
1
2γ1τ2 c3e

i
2 4γ2q2-γ1

2τ2 +c4e
-
i
2 4γ2q2-γ1

2τ2  
(23)

其中,c1、c2、c3、c4 是与初始条件相关的积分常数。引

入H= β12+β22,N= δ12+δ22,φ1=arctan
β2
β1
,

φ2=arctan
δ2
δ1
,其中β1、β2、δ1、δ2 为

β1=
γ2q1v1-ω1+ γ1t1+v1ω1+  

γ2
2q12+ γ1

2-2γ2q7  ω1+
2+ω1+

4

β2=
γ2q1t1+ω1+ γ1v1-t1ω1+  

γ2
2q12+ γ1

2-2γ2q7  ω1+
2+ω1+

4

δ1=
γ2q2k1-ω2+ γ1d1+k1ω1+  

γ2
2q22+ γ1

2-2γ2q2  ω2+
2+ω2+

4

δ2=
γ2q2d1+ω2+ γ1k1-d1ω1+  

γ2
2q22+ γ1

2-2γ2q2  ω2+
2+ω2+

4

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(24)
由式(22)(23)可知无耦合项扰动的自由单摆模型

的主要频率项为

ω1+=
4γ2q1-γ1

2

2
(25)

ω2+=
4γ2q2-γ1

2

2
(26)

  方程(25)(26)表明耦合系统的摆动频率主要

受系统的阻尼系数、摆杆的转动惯量、摆杆质心到

悬挂点的距离这些参数影响。由式(22)(23)可

知,e
-12γ1τi 中衰减系数γ1 越大,振子摆动的振幅

衰减得越快,而γ1 与阻尼系数、摆杆的转动惯量

有关,故系统的阻尼系数越大,摆杆的转动惯量越

小,振子摆动衰减越快。当经过较长时间后,右边

的第二项衰减为零;第一项代表摆杆在稳定同步

时摆角的变化规律,是摆动为振幅和频率相关的

正弦函数形式。结合式(25)(26),可见振子振幅

和频率的变化与阻尼系数、摆杆的转动惯量有关,
其改变将影响耦合系统的同步特性对摆动振幅与

摆动频率的敏感性。

2 耦合系统动力学的数值模拟

本节通过四阶龙格库塔法对双节拍器耦合同

步方程组(1)~(3)进行数值分析,双节拍器耦合

系统的动力学方程中系数设为 MP=1kg,mli=
0.1kg,ρl=18mm,Ll=7.5mm,g=9.98m/s2,σ2=
0.2rad,σ1=0.1rad,

 

Ci=3.0×10-5N·m·s/rad,

μ=1.0×10-3N·s/m,R=3.5N·mm。
2.1 摆角的数值模拟

随着系统的演化,一个摆杆不断通过平板质

心运动影响着另一个摆杆的摆动,同时也受到另

一个摆杆的摆动影响,经过多次弱耦合作用后,节
拍器最终可达到同相(或反相或延迟)同步状态,
此时两摆杆摆角的差值趋于定值。数值分析结果

表明:无论在哪种同步状态下,系统的摆动周期保

持不变。图2给出了不同的初始条件情形下两摆

角的同步演化规律,发现达到同步所需要的时间

与初始条件密切相关;在耦合过程中,摆杆摆角的

变化具有正弦函数变化特征;同相同步时,摆杆摆

动振幅约为0.69rad,摆动周期约为0.416s,并且

反相同步时也能保持相同振幅和周期,因此,同步

后摆杆振幅和周期只与系统参数有关,与初始条

件无关。两摆杆摆角的相位差如图3所示,表现为

先增大后减小并最终稳定为幅值为0.007rad、周期

为0.416s微小扰动变化,此时系统处于同步状态,
摆角的相位差值最终的变化周期与摆角的同步周

期几乎一致,因此可以以摆角的差值的稳定来判断

系统是否达到同步。比较图2(a)与图4发现,当
γ1 值从0.857rad-1·s-1 增大至9rad-1·s-1 时,
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图2 不同初始条件下对双节拍器耦合系统摆动行为的影响

(a)
 

θ1(0)=0.8rad,̇θ1(0)=0.2rad/s,θ2(0)=0.3rad,̇θ2(0)=

-15rad/s;
 

(b)
 

θ1(0)=0.6rad,̇θ1(0)=0rad/s,θ2(0)=-0.6rad,

θ̇2(0)=0rad/s;
 

(c)
 

θ1(0)=0.2rad,̇θ1(0)=4rad/s,θ2(0)=

-0.8rad,̇θ2(0)=-20rad/s

图3 两摆杆摆角差值变化

系统达到同步所需的时间从大约9s变为约3s,摆
杆的摆动振幅变化更快,这与近似理论关系式(22)
和式(23)预测结果一致。

图4 γ1 为9rad-1·s-1,双节拍器耦合系统摆角变化的影响

2.2 同步周期的拟合

通过数值分析得到的摆角随时间演化曲线可

观察系统达到同步状态的过程以及获得同步振动

周期和振幅等参量。当系统处于稳定同步状态

时,可认为同步后的摆角演化曲线上连续两个峰

的峰值所对应的时间差作为一个周期。为更精确

地量度同步周期,可在曲线上随机取三个不同位

置处的峰值对应时间差分别表示为T1,T2,T3,
取这三个时间差的平均值作为数值计算的同步周

期,即

T数值 =
T1+T2+T3

3
(27)

由式(25)和式(26),可得相同节拍器组成的双摆

系统的同步周期的理论近似值为

T=
2π
ω =

2π
γ2qi-γ1

2
(28)

  当γ2≫γ1
2 时,式(28)可表示为

T=
2π
γ2qi

=
2π

gLiqi
ρi (29)

式(29)说明系统参数满足γ2≫γ1
2 时,摆杆的同

步周期与回转半径成正比。令同步系数q1=q2=
1,即在实现同步后对摆角取线性近似,则通过控

制变量法,改变其中一个系统参数,比较不同摆

长、摆杆质量、回转半径下同步周期的近似理论值

与数值解,
 

如表1~表3所示。对比发现,在给定

的同步系数下,部分摆长对同步周期的理论值与

数值解之间的相对误差影响较大,当摆长从2mm
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变化到15mm时,同步周期减小,相对误差值有正

有负,因此,近似理论值和数值解之间的差异不具

备一致性(表1)。
 

当摆杆质量从0.05kg变化到

0.3kg时,同步周期无论是理论值还是数值解,差
异小于0.007s,若以0.41s作为偏移基准,则偏移

量小于1%,因此,我们可以认为摆杆质量对同步

周期的影响不大(表2)。从回转半径分析结果看

(表3),近似理论中,回转半径与同步周期近似成

正比关系,这与式(29)的分析一致。因此,通过不

同摆长、摆杆质量和回转半径的同步周期理论值

与数值解的结果比较,发现式(28)给出的近似理

论式能够较好地反映同步周期的变化特征。对于

表1~3中部分摆杆同步周期的理论值与数值值

二者间的差异过大,我们认为主要与q 值的选取

有关。

表1 不同摆长下理论周期与数值周期的比较

L/mm T 理论/s T 数值/s 相对误差/%

1.8
7.5
15

0.802
0.414
0.292

0.846
0.417
0.277

5.2
0.72
-5.4

表2 不同摆杆质量下理论周期与数值周期的比较

ml/kg T 理论/s T 数值/s 相对误差/%

0.05
0.2
0.3

0.414
0.413
0.413

0.417
0.414
0.410

0.72
0.24
-0.73

表3 不同回转半径下理论周期与数值周期的比较

ρ/cm T 理论/s T 数值/s 相对误差/%

0.8
3.5
4

0.184
0.804
0.919

0.167
0.847
0.977

-10
5.1
5.9

  因q值可影响同步摆动周期,为缩小数值解

与理论近似值之间的差异,且更好地观察系统同

步过程中摆角近似理论分析时对q 值的依赖,联
立式(27)和式(28),q值可近似表示为

q=
1
4γ2

4π
T数值

+γ1
2  (30)

  我们可以通过从数值解与理论近似分析对照

得到q值代入到式(28),进一步修正系统达到同

步后的摆动周期理论表达式。设拟合函数为

q=
aγ1

2

γ2
+

b
γ2

+c (31)

其中,a,b,c 为待定参数。取摆杆的摆长从2~
70mm不等间隔变化,质量从0.05~0.6kg不等

间隔变化,回转半径从4~50mm不等间隔变化,
其他系统参数为 MP=1kg,g=9.98m/s2,σ2=
0.2rad,σ1=0.1rad,μ=1.0×10-3N·s/m,Ci=
3.0×10-5N·m·s/rad,

 

R=3.5N·mm时,通
过数值解确定γ1

2 和γ2,然后通过数值分析得到

同步周期,进而得到q 值。通过一系列的γ1
2、γ2

和q值对拟合函数(31)进行数值分析,
 

从而可得

待定参数a,b,c的取值为

a=0.618675
b=-6.87915
c=1.05086

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (32)

将式(32)代入式(31)可得到修正的q 值,将其代

入式(28)可实现对同步周期理论近似表达式的进

一步修正。根据修正后的q 值取新的同步参数,
再次将修正后的同步周期理论式得到的近似值与

数值解进行对照,分析得到的同步周期相对误差

的绝对值小于5%,表明拟合后的理论周期与数值

周期相符的较好,说明式(28)能较好地给出相同

的双节拍器耦合系统的同步周期。

3 结语

本文在相同双节拍器动力学模型的基础上,
通过数值分析发现,摆杆摆角随时间的演化具有

正(余)弦函数变化特征,初始条件会影响两摆杆

达到同步所需要的时间和最终的同步状态,当两

摆杆同步后,摆杆振幅和周期保持不变,且振幅和

周期只与系统参数有关,与初始条件无关。通过

L-P法对双节拍器耦合系统的动力学方程进行解

耦,得到用无耦合单摆模型表示的近似解,发现系

统达到同步时的摆动周期主要受系统的阻尼系

数、摆杆的质量、回转半径、摆长影响;阻尼系数越

大,转动惯量越小,系统摆杆摆动振幅变化得越

快,阻尼系数、摆杆的转动惯量的改变会影响耦合

系统的同步特性对摆动振幅与摆动频率的敏感

性。最后对理论分析得到的近似同步周期进行讨

论,结合数值分析,发现理论近似式能够较好地反

映同步周期的变化特征;通过理论分析得到的拟

合函数对同步系数q 值的修正,当摆杆的质量、回
转半径、摆长变化时,其同步周期与理论推导得到

的周期大致符合,误差的绝对值小于5%。
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