
物理与工程 Vol.33 No.4 2023

转动参考系中质点运动的动力学分析及数值模拟

师玉荣 张得健 王 峰

(中国海洋大学物理与光电工程学院,山东
 

青岛 266100)

摘 要 转动参考系中质点在惯性力作用下的运动是力学教学的难点,本文分别在匀角速转动

参考系、变角速转动参考系和惯性系下对该问题的动力学进行分析,得出质点的动力

学微分方程;并基于欧拉法,利用 Matlab软件对该问题的动力学微分方程进行了数值

计算求解和模拟,直观地画出了质点的运动轨迹,基于程序数据对该问题的运动规律进

行了较为深入的分析。将研究内容融入教学中,提高了教学效果,培养了学生解决实

际问题的能力,对海洋科学、大气科学等相关的专业的后续专业课学习产生了积极的

影响。
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Abstract The
 

motion
 

of
 

a
 

particle
 

under
 

inertial
 

force
 

in
 

a
 

rotating
 

reference
 

frame
 

is
 

a
 

diffi-
cult

 

problem
 

in
 

mechanics
 

teaching.
 

This
 

article
 

analyzes
 

the
 

dynamics
 

of
 

this
 

problem
 

in
 

a
 

uniform
 

angular
 

velocity
 

rotating
 

reference
 

frame,
 

a
 

variable
 

angular
 

velocity
 

rotating
 

refer-
ence

 

frame,
 

and
 

an
 

inertial
 

frame,
 

and
 

obtains
 

the
 

dynamic
 

differential
 

equation
 

of
 

the
 

parti-
cle;

 

Based
 

on
 

the
 

Euler
 

method,
 

the
 

dynamic
 

differential
 

equation
 

of
 

the
 

problem
 

is
 

solved
 

and
 

simulated
 

numerically
 

by
 

using
 

Matlab
 

software,
 

and
 

the
 

motion
 

track
 

of
 

the
 

particle
 

is
 

drawn
 

intuitively.
 

The
 

motion
 

law
 

of
 

the
 

problem
 

is
 

analyzed
 

in
 

depth
 

based
 

on
 

the
 

program
 

data.
 

The
 

integration
 

of
 

research
 

content
 

into
 

teaching
 

has
 

improved
 

teaching
 

effectiveness,
 

culti-
vated

 

students􀆳
 

ability
 

to
 

solve
 

practical
 

problems,
 

and
 

had
 

a
 

positive
 

impact
 

on
 

subsequent
 

professional
 

learning
 

related
 

to
 

marine
 

science,
 

atmospheric
 

science,
 

and
 

other
 

fields.
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  匀速转动参考系中质点受到惯性离心力和科

里奥利力两个惯性力的作用,运动情况比较复杂,
动力学方程难以求解,属于力学部分的教学难点,
在本科阶段的力学教学中只能对其运动做定性分
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析,不利于学生深刻理解该知识点,也不利于培养

学生应用该知识点解决实际问题的能力。由于地

球的自转,运动的物就会受到这些惯性力的作用,
很多情况需要考虑惯性力的影响,例如抛体运动、
海洋和大气运动、远程炮弹的运动等[1,2]。这个知

识点对海洋科学和大气科学等相关的专业的专业

课来说是非常重要的知识点,教学中需要做出改

进加强。
匀速转动参考系下的惯性离心力和科里奥利

力用极坐标系表示更简洁,惯性离心力总是沿径

向,当把速度分解成径向速度和横向速度,则很容

易表示出科里奥利力的横向分量和径向分量。根

据极坐标系下的牛顿第二定律表达出质点的动力

学方程,极坐标系下的动力学微分方程不能求得

解析解,但数值计算的发展使得这个问题可以解

决,欧拉算法是常用的求解牛顿动力学方程的数

值解法[3]。
在大学物理教学中引入 Matlab进行数值计

算和模拟,可以通过形象化的图形、图像展示所求

解的结果和物理演化过程,使学生对抽象的物理

概念、物理规律有更深刻的理解[4,5]。于凤军应用

Mathematica软件对该问题进行了数值计算,得
出了一些结论,对大学物理的教学有一定的参考

意义[6],本文在极坐标系下,从牛顿定律出发,基
于欧拉法,应用 Matlab编程对受惯性离心力、科
里奥利力作用下质点的运动进行了数值计算和模

拟,并把研究结果融入到教学中,取得了很好的教

学效果。
本文研究这样一个问题,在一个匀速转动的

光滑且水平放置的圆盘上,相对圆盘静止的释放

一个质点,质点相对于圆盘的运动是怎样的? 这

个问题根据运动学的相对运动和绝对运动的关系

分析可以定性画出来质点的轨迹,在圆盘参考系

中质点的运动为环绕圆心的类似螺旋线的曲线运

动,螺距逐渐变大,随着时间的推移,螺距趋于不

变。但是用上述运动学的知识定性分析方法非常

粗略,而且初始条件稍微复杂一点,就很难定性画

出质点的轨迹,更细节的运动也无从下手了。本

文借助 Matlab编程不但可以计算任意初始条件

的运动并画出其运动轨迹,而且可以给出任意时

刻的状态值,从而更细致地研究运动情况,本文也

模拟了飓风形成的过程。

下面分别在三种参考系中分析质点的动力

学,得出质点相对圆盘运动的动力学方程。

1 三种参考系下动力学分析

1.1 匀角速转动的圆盘参考系

以盘心为坐标原点O,建立平面极坐标系S',
如图1所示质点受到惯性离心力

 

F*
c

 和科里奥利

力
 

F*
K

 作用,设圆盘以角速度ωP 逆时针匀角速转

动,t时刻质点距离坐标原点为r,角坐标为
 

θ,质
点相对圆盘的转动角速度

 

ω,速度
 

􀱆,如图1所

示,在极坐标系中把速度分解为径向分量
 

vr
 和横

向分量
 

vθ,相应的科里奥利力分解为径向分量
 

FKr
 和横向分量

 

FKθ,其惯性离心力和科里奥利力

在极坐标系中分别表示为:
 

F*
c =mω2

Prer

F*
K =2m􀱆×ωP =2m vrer +vθeθ  ×ωP

=2mvθωPer -2mvrωPeθ

图1 受力分析图

则在极坐标系下质点所受径向和横向的合力分

别为:

Fr =mω2
Pr+2mvθωP =mω2

Pr+2mωωPr (1)

Fθ =-2mvrωP (2)
式(1)代入极坐标系下表示的径向牛顿第二定

律有

Fr =mar =m(̈r-ṙθ2)

mω2
Pr+2mωωPr=m(̈r-ṙθ2)

化简得径向动力学微分方程:

r̈=r(ωP +̇θ)2 (3)
式(2)代入极坐标系下表示的横向牛顿第二定律有
 

Fθ =maθ =m(2̇ṙθ+r̈θ)

-2mvrωP =m(2̇ṙθ+r̈θ)
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化简得横向动力学微分方程:

θ̈=-
2̇r(̇θ+ωP)

r
(4)

1.2 以质点相对地面的角速度转动的参考系

在这个参考系中质点只有径向速度,质点做

一维直线运动,运动描述简单,但是这个转动参考

系相对惯性系的角速度是变化的,质点所受的惯

性力除了惯性离心力和科里奥利力,还多了一项

由于角加速度引起的切向惯性力。由于在这个转

动参考系中质点做直线运动,采用直角坐标系,从
盘心沿过质点的径向为一维坐标轴,这与上面的

极坐标系的径向是重合的,所以坐标用r表示,速
度用vr 表示,质点相对地面惯性系的角速度为

ω+ωP,则质点相对惯性系的绝对加速度表示为:

a=a'-ω+ωP  2r+2ω+ωP  →×vr
r
r+ω+ωP  →

·

×r

(5)                 
􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁

牵连加速度

上式中第一项牵连加速度对应惯性离心力,第二

项牵连加速度对应科里奥利力,第三项是由于质

点所在位置平动线性加速度引起的,由于ωP 为常

数,所以 ω+ωP  →
·

=̇ω。第一项对应的惯性力沿一

维坐标轴方向,第二项和第三项对应的惯性力方

向垂直该坐标轴,该方向无运动合外力为零,即科

里奥利力和切向惯性力正好是一对大小相等,方
向相反的力,其作用效果刚好抵消[7]。由直角坐

标系中的牛顿定律

质点的运动方向:

Fr =mar =m ω+ωP  2r=m̈r
  整理可得式(3)。

垂直方向:

F⊥=2m ω+ωP  ̇r+m
dω+ωP  
dt r=0

  整理可得式(4)。

1.3 地面惯性系中

在地面惯性参考系中,同样以圆盘中心为坐

标原点建立平面极坐标系S,圆盘参考系S'系相

对地面惯性系S 系有逆时针的转动角速度ωP,它
们的径向坐标相同,所以仍用r 表示质点的径向

坐标,
 

ω
 

表示质点相对圆盘的角速度,则质点相对

地面的角速度为
 

ω+ωP;水平面内合外力为零,由
极坐标系中径向加速度的表达式和牛顿定律有

Fr =mar =m(̈r-rω+ωP  2)=0

化简同样可得式(3)。
由极坐标系中横向加速度的表达式和牛顿定律有

Fθ =maθ =m 2̇rω+ωP  +r
dω+ωP  
dt  =0

化简后同样可得式(4)。
三种参考系下得到了相同的动力学方程,可

以加深学生对非惯性系和惯性力的知识的理解。

2 基于欧拉法的 Matlab的数值模拟

式(3)整理可得:

dvr =ω+ωP  2rdt (6)

  式(4)整理可得:

dω=-
2ω+ωP  ̇r

r dt (7)

  式(6)和式(7)是对过程离散的基本式子,程序

中用r表示质点的径向坐标,theta表示质点的角坐

标,wp表示圆盘匀角速转动角速度,w表示质点相

对圆盘转动角速度,vr表示径向速度,dt为所选的

微小过程时间间隔,欧拉法的迭代差分语句为:

%
 

使用欧拉法求解微分方程

%
 

圆盘参考系下的运动方程

vr(i)
 

=
 

vr(i-1)
 

+
 

dt*r(i-1)*(
 

wp
 

+
 

w(i-1))̂2;

                %
 

更新径向速度

w(i)
 

=
 

w(i-1)
 

-
 

dt*2*vr(i-1)*(
 

wp
 

+
 

w(i-1))/r(i-1);  
 

%
 

更新角速度

r(i)
 

=
 

r(i-1)
 

+
 

dt*vr(i); %
 

更新径向坐标

theta(i)
 

=
 

theta(i-1)
 

+
 

dt*w(i);

%
 

更新角坐标

polarplot(theta(1:i),r(1:i),'b')

%
 

绘制极坐标图像

程序可以设定初始位置、初速度大小及方向,
程序可以动态画出质点相对匀速转动圆盘的轨

迹,本文给出模拟的几种情况如图所示:图2为在

初始径向坐标为0.5的位置,静止释放的质点的

轨迹;图3为经过足够长的时间,径向速度和角速

度趋于常数的情况,曲线接近阿基米德曲线;图6
为基于程序数据分析的vr(t),r(t),ω(t),θ(t)曲
线,初始阶段,径向速度和角速度大小随时间增加

较快,经过足够长时间,径向速度和角速度趋于恒

定值;图4为初速度朝向盘心的轨迹。
惯性离心力使质点产生沿径向的加速度,质

点运动时对质点做功,质点靠近盘心速率减小,远
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图2 初始条件vr0=0,r0=0.5,w0=0,wp=1,

步长dt=0.01

图3 初始条件vr0=0,r0=0.5,w0=0,wp =1,

步长dt=0.01

图4 初始条件vr0=-1,r0=0.5,w0=0,wp=0.5,

步长dt=0.01

图5 北半球飓风形成示意图

图6 径向速度、角速度、极坐标关于时间的曲线

离盘心速率增大,科里奥利力使质点运动轨迹偏

转,对质点不做功。这与中心有一个点电荷,垂直

盘面存在匀强磁场,带同种电荷的点电荷在静电

场力和洛伦兹力作用下的运动类似。惯性力虽然

没有施力物体,是假想出来的力,但在非惯性系中

产生的效果与实际存在的力的效果相同。
 

本文还模拟了飓风的形成,从圆盘不同位置

朝向一个中心点运动的四个质点,它们各自相对

自己的运动方向发生偏转,集体行为就是形成旋

转的漩涡,图5显示的是飓风形成示意图。
本文在不同参考系下写出质点在匀角速转动

圆盘上受惯性力作用的动力学方程,使学生更好

地理解掌握了非惯性系动力学、极坐标下的牛顿

定律的应用,了解了欧拉法数值计算求解动力学

微分方程的知识。研究内容融入教学中,取得了

很好的教学效果,连续四个学期在本校海洋科学
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拔尖班实施本文的研究内容,激发了学生的学习

兴趣,学生基于本文的研究工作,小组协作的形式

研究了“傅科摆的轨迹”“考虑科里奥利力的落体

运动轨迹”“地球万有引力场中卫星的轨迹”等问

题,学生评价反馈中高度评价了这个教学环节,认
为不但巩固了相关的理论知识,增强了解决实际

问题的能力,更为海洋科学和大气科学专业的学

生的后续相关专业课的学习打下了很好的理论和

应用基础。
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图7 计算声源初始中心坐标示意图

根据之前计算出的声源坐标(419.99,499.99)m,有

tan(180-α)=
0

419.99
(22)

α=180° (23)
将探测到的频率值和α的值代入式(6),可得ϕ≈0°。
由此可得声源的初始中心坐标为(299.42,499.99)m。

3 结语

近两年由于疫情原因,亚洲及国际物理奥赛

实验题目大多改为虚拟仿真实验。这个虚拟仿真

实验题目很有特色。它将待测声源和测量仪器都

简化为一个二维的点,而测量到的只是一个随时

间变化的动态曲线。相比于其他的虚拟仿真实验,
这个实验更为抽象化也更具难度,需要同学对于声

波传播的物理图象非常清晰才可以解答好。同时

在解答时,还需要一定的公式推导能力以及实验技

巧。在当前疫情形势下,本实验进行简单改编后,
非常适合物理专业的同学作为线上虚拟实验进行

学习,其源程序为网页版可在竞赛网站方便下载。
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