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利用留数定理对一类广义积分的推广

张子啸1 杜学瑞2 马永利2

(复旦大学 1核科学与技术系;
 

2物理学系,上海 200438)

摘 要 在数学物理问题中常常遇到一类广义积分I±=∫
∞

0

xα-1

1±xndx或I'±=∫
∞

-∞

xα-1

1±xndx,其

中正整数n 和实数α满足n≥1和0<α<n。现有数学物理方法教科书中,一般将n
和α取一些特殊值而不具有普遍意义,并且所选积分回路内含有多个奇点,计算较为

复杂。我们从整个大圆弧中截取了弧度为2π/n 的大圆弧构成的最小扇形积分回路,

既推广了参数范围,推导过程又简单。根据留数定理,结果简洁:I+=
π
ncsc

απ
n
,I-=

π
ncot

απ
n
,和I'±是I±的线性组合。我们综合介绍了此广义积分的几种解法,分析了由

高等数学知识求解此类实变函数积分的限制性,并讨论了传统方法的繁琐性。
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Abstract In
 

the
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∞

0
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1±xndx
 

or
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∞
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α
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a
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n≥1
 

and
 

0<α<n,
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recent
 

textbooks
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of
 

n
 

and
 

α,
 

and
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a
 

half
 

complex-plane
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a
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that
 

includes
 

many
 

singularities.
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calculations
 

are
 

very
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applicable.
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a
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  无界、半无界区间是数学物理问题中常常采

用简化模型而涉及的感兴趣的研究区域。在实际

问题中往往会遇到一类无穷积分,其被积函数为

f±(x)=
xα-1

1±xn,其中整数参数n 和实数参数α满

足条件:n≥1和0<α<n。我们的目的是求一维

无界区域的广义积分:I'±=∫
∞

-∞
f± (x)dx,为此

先求这类典型的一维半无界区域的广义积分:

I±=∫
∞

0
f± (x)dx。

现有数学物理方法教材中,
 

多将这个被积函

数f±(x)的两个参数n 和α 取一些特殊整数值,
再利用留数定理的方法求出积分。例如数学物理

方法[1]计算的I+取α=1,n=3,4。计算的I'+取

α-1,n 为偶数[2]。计算的I+取α=1,n≥2[3,4]。
计算的I'-取α=1,n=4[5]。计算的I+取α 为奇

数与n 为偶数和α=2,n=5[6]。计算的I'+取α=
5,n=6[7]。计算的I'-取α=1,n 为奇数[8]等。特

别是最近计算I± 时[9],取α=1,n≥2,并且采用

多种弧形闭回路。[1]仅提及了扇形围道,并没有分

析讨论之。在小系统的统计理论中,“矩”的阶数

n 就是从1到无穷的正整数。我们将现有计算推

广到一般的n≥1和实数0<α<n,并且选择最小

弧度的大圆弧构成的扇形积分回路,使得计算量

减少、结果的适用性扩大。传统中选择上半大圆

围道的积分I'±较为复杂。选择整个大圆围道的

积分,不但更为复杂,而且还限制α只能为非整数

(同时这正是我们的n=1,0<α<1之特例)。另

外,高等数学教材中经过非线性变换,使得I+ 之

计算与Beta函数和Gamma函数联系起来,而具

有主值积分的I-之计算过程就没有这种联系(需
要消发散)。总之,通过分析、计算与讨论,用复平

面上最小扇形积分回路计算这类广义积分,既推

广了参数范围,结果又更为简洁,显示出留数定理

的优势。

1 广义积分I+=∫
∞

0

xα-1

1+xndx (正整数n≥1,正

实数0<α<n)

  首先,这类积分在高等数学教材中已经利用

Beta函数和Gamma函数的定义与性质求出[3]:作
非线性变换,令y=xn∈[0,∞),则x=y1/n,dx=

1
ny1/n-1dy。故

I+=
1
n∫

∞

0

yp-1

1+y
dy (1)

其中,p=
α
n
。另一方面,我们知道Beta函数定义为

B(p,q)=∫
1

0
tp-1(1-t)q-1dt。 再令y=

t
1-t∈

[0,∞),则t= y
1+y

,1-t=
1
1+y

,dt=
1

(1+y)2
dy。

故Beta函数变为B(p,q)=∫
∞

0

yp-1

(1+y)p+qdy。

两者比较得I+=
1
nB(p,1-p),其中p=

α
n<1

。

又由Beta函数和Gamma函数的性质:B(p,q)=
Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q)

,Γ(p)Γ(1-p)=
π

sinpπ
,我们得到

I+=
π
n

1
sinpπ=

π
ncsc

απ
n

(2)

  其次,在复变函数理论中,将被积函数延拓到

复平面上,所求问题化为∫c

zα-1

1+zndz。 考虑选取

如图1所示的围道有三点考虑:此弧度上的直线

积分与I+成正比;回路内仅仅有一个奇点;此围

道并不经过从x=0-到x=0+的路径,因而xα-1

图1 I+积分围道:弧度为2π/n的大圆弧构成的

最小扇形。围道内的单阶极点在z=eiπ/n 处

的多值性不影响积分结果。这个积分回路可简

记为

∮c
=∫l1

+∫CR
+∫l2

(3)

其中,对于∫CR

zα-1

1+zndz,因为lim
R→∞

zα

1+zn =0,

则由大圆弧引理可得∫CR

zα-1

1+zndz=0。 两段直

线的积分之和为
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∫l1
+∫l2

=∫
∞

0

xα-1

1+xndx+

 ∫
0

∞

rα-1ei2(α-1)π/n

1+rn drei2π/n

=∫
∞

0

xα-1

1+xndx+∫
0

∞

xα-1ei2(α-1)π/n

1+xn dxei2π/n

= 1-ei2απ/n  ∫
∞

0

xα-1

1+xndx (4)

  最后,根据留数定理,回路积分与z=eiπ/n 处

单阶极点留数的关系为

∮c
=i2πRes

zα-1

1+zn  z=eiπ
/n

=-
i2π
ne

iαπ/n 

(5)

故 1-ei2απ/n  I+=-
2πi
ne

iαπ/n,解得I+=
π
ncsc

απ
n
。

完全相同于式(2)的结果。

2 广义积分I-=∫
∞

0

xα-1

1-xndx (正整数n≥1,正

实数0<α<n)

  将被积函数延拓到复平面上,所求问题化为

∫c

zα-1

1-zndz。 考虑如图2所示的围道,回路内没

有奇点,
 

奇点在z=1,ei2π/n 处。分别取小圆弧

c1,c2,其半径r1→0,r2→0。如此选择的围道,此
弧度上的直线积分与I-成正比并且是最小扇形。

图2 I-积分围道:弧度为2π/n的大圆弧构成的最小扇形,

绕过两条直线z=1,ei2π/n 处的单阶极点。围道内没有极点。

则有简记的回路积分

∮c
=∫l1

+∫c1
+∫l'1

+∫cR
+∫l2

+∫c2
+∫l'2

 

(6)

  对于∫
cR

zα-1

1-zndz,因为lim
R→∞

zα

1-zn =0,则由

大圆弧引理可得∫cR

zα-1

1-zndz=0。 实轴上的z=

1和不在实轴上的z=ei2π/n 都是直线积分遇见的

单阶极点,我们取两个小半圆弧将极点绕过去。
两个小半圆弧的弧度均为π(相位差均为-π)。

对于∫c1

zα-1

1-zndz,因为lim
z→1
(z-1)

zα-1

1-zn=-
1
n

则由小圆弧引理可得

∫c1

zα-1

1-zndz=
iπ
n

(7)

对于∫c2

zα-1

1-zndz,因为 lim
z→ei2π/n

z-ei2π/n  
zα-1

1-zn=

-
1
ne

i2απ/n,则由小圆弧引理同样可得

∫c2

zα-1

1-zndz=
iπ
ne

i2απ/n (8)

  四段直线的积分之和为

∫l1
+∫l'1

+∫l2
+∫l'2

=lim
r1→0

r2→0

 ∫
1-r1

0
+∫

∞

1+r1
  xα-1

1-xndx+

∫
1+r2

∞
+∫

0

1-r2
  r

α-1ei2(α-1)π/n

1-rn drei2π/n 
=∫

∞

0

xα-1

1-xndx+∫
0

∞

rα-1ei2(α-1)π/n

1-rn drei2π/n

=(1-ei2απ/n)∫
∞

0

xα-1

1-xndx (9)

  因为被积函数
zα-1

1-zn 在积分回路内没有奇异

性,所以根据留数定理,回路积分为∮c
=0。 将上

述结果相加得到(1-ei2απ/n)I-+
iπ
n+

iπ
ne

i2απ/n=0,

解得
 

I-=
π
n

cosαπn

sinαπn

=
π
ncot

απ
n

(10)

3 讨论

3.1 实变函数积分:消发散与积分的繁琐性

在高等数学教材求积分I+ 时 [10],还可取
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具体的y=xn=tan2θ,θ∈[0,π/2],则I+=
2
n∫

π/2

0
(tanθ)2(α-1)/ndθ。 再令t=sin2θ∈[0,1],

即正好是y=xn=
t
1-t∈

[0,∞),积分变为I+=

1
n∫

1

0
tp-1(1-t)-pdt,其中p=

α
n<1

。故I+=
1
n
·

B(p,1-p)=
π
n

1
sinpπ

。

但是,利用高等数学知识求实变函数积分

I-时,由于实轴上存在发散,情况就复杂多了。

为了消除发散,作分段积分I-=∫
∞

0

xα-1

1-xndx=

∫
1

0

tα-1

1-tndt+∫
∞

1

xα-1

1-xndx。 在x=t=1处,被积

函数f-(x)=
xα-1

1-xn发散(x=1是函数的单阶极

点)。下面就α=m 取正整数并且1≤m≤n-1,

n≥2来论证其积分主值存在。

令x=
1
t
,t∈[0,1],这类广义积分变为有界

区域积分

I-=∫
1

0
g(t)dt, g(t)=

tm-1-tn-m-1

1-tn  (11)

这个被积函数在t=1处的值有限:g(1)=1-
2m
n
,其数值及其正负依赖于参数n 和m 的取值。

特别地取n=2m≥2,则g(t)=0,积分值为零。

而I-=
π
2mcot

π
2=0

也的确如此。对于一般的n

和m,g(t)的分母可分解为

1-tn=(1-t)∑
n-1

l=0
tl (12)

对于偶数n,还可进一步化简为偶函数

1-tn=(1-t2)∑
n/2-1

l=0
t2l (13)

显然地,t=1是被积函数g(t)分母的单阶零点。
考查g(t)分子的行为需要分两种情况。

1)
 

对于确定n≥2的2m<n 情况:g(t)=

tm-11-t
n-2m

1-tn (2≤2m≤n-1)。考查函数g(t)分

子的行为又要分两种情况:

a)
 

如果n为偶数n=2k,则m<k(k=1,2,…),
通过g(t)分子的偶函数分解使得g(t)=tm-1·

∑
k-m-1

l=0
t2l/∑

k-1

l=0
t2l 在t[0,1]有限,发散消除了。

b)
 

如果n 为奇数n=2k+1(k=1,2,…),既
有1≤m≤n-1,又有2≤2m≤n-1,则1≤m≤k

(k=1,2,…),得到g(t)=tm-1∑
2(k-m)

l=0
tl/∑

2k

l=0
tl 依然

有限。

2)
 

对于确定 m≥1的n<2m 情况:g(t)=

tn-m-11-t
2m-n

1-tn (m+1≤n<2m)。

a)
 

如果n 为偶数n=2k,则 m+1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≤k≤

m-1,g(t)=-t2k-m-1∑
k-m-1

l=0
t2l/∑

k-1

l=0
t2l 在t[0,1]也

变得有限,发散亦消除了。

b)
 

如果n 为奇数n=2k+1,由m+1≤n=

2k+1≤2m-1得到k 的取值范围为 m
2
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ≤k≤

m-1,并且 g(t)=-t2k-m ∑
2(m-k-1)

l=0
tl/∑

2k

l=0
tl 还是

有限。
这种主值积分方法,虽然发散消除了,但是积

分I-=∫
1

0
g(t)dt的结果呢? 分析表明,对于一般

的n≥2,1≤m<n,上述四种情况均没有解析的

积分结果。然而对于确定的n,m,上述四种情况

的数值结果完全等于简洁结果I- =
π
ncot

mπ
n
。

这就是留数定理的威力。

3.2 复变函数积分:整个大圆围道与上半大圆

围道

  1)
 

对 于 一 维 半 无 界 区 域 的 广 义 积 分

I±=∫
∞

0

xα-1

1±xndx,由于α 在0<α<n(n≥1)可

以取非整数,所以x=0是xα-1 的分支点,传统做

法就是从原点到无限远点做割线,再考虑整个大圆

弧的积分回路。所有教材都将这种多值函数积分

归为一类特殊积分,并且限制α为非整数。我们的

最小扇形积分回路没有多值问题,因而不限制α为

非整数。当然,由于原点的留数Resf-(z)|z=0=

z
zα-1

1-zn
z=0
=

zα

1-zn
z=0
=0,所以它对回路积分

也没有贡献。作为特例对于n=1(0<α<1),
 

我

们的I+=πcscαπ,I-=πcotαπ完全相同于教材
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中这类特殊积分的结果,这是因为我们的最小扇

形积分回路也变成教材中带割线的整个大圆围

道了。

2)
 

对于物理问题中要求一维无界区域的广

义积分I'±=∫
∞

-∞

xα-1

1±xndx,传统做法就是考虑上

半复平面的大圆弧积分回路。虽然被积函数要经

过x=0的分支点,但是它仅仅贡献一个相因子

eiαπ,而对回路积分没有贡献。我们以n 为偶数分

别计算这两个积分。

a)
 

对于计算I'+,被积函数f+(z)在上半平

面单位圆z=ei(2k+1)π/n 处有n/2个单阶极点(k=
0,1,2,…,n/2-1)。根据留数定理

I'+=i2π∑
n/2-1

k=0
Res

zα-1

1+zn  z=ei(2k+1)π/n +

iπResf- (z)z=0=
i2π
n ∑

n/2-1

k=0
zα-n

z=ei
(2k+1)π/n

=-
i2π
ne

iαπ/n∑
n/2-1

k=0

(ei2απ/n)k =-
i2π
ne

iαπ/n 1-eiαπ

1-ei2απ/n

=
π
n
(1-eiαπ)csc

απ
n

(14)

  b)
 

对于计算I'-,除被积函数f-(z)在上半平

面单位圆z=ei2kπ/n 处有n/2-1个单阶极点(k=1,

2,…,n/2-1)以外,在实轴z=1,-1 处有两个单

阶极点(x=0分支点对回路积分没有贡献)。实

轴上z=±1两个极点的留数为

Resf- (z)z= ±1=(z∓1)
zα-1

1-zn
z= ±1

=-
1
nzα-n

z= ±1=-
1
n
1
eiαπ 
(15)

  根据留数定理

I'-=i2π∑
n/2-1

k=1
Res

zα-1

1-zn  z=ei2kπ
/n

+

iπ[f- (z)z= -1+f- (z)|z=0+f- (z)z=1]

=-
i2π
n ∑

n/2-1

k=1
zα-n

z=ei2kπ
/n

-
iπ
n
(1+eiαπ)

=-
i2π
n ∑

n/2-1

k=1

(ei2απ/n)k -
iπ
n
(1+eiαπ)

=-
i2π
n

1-eiαπ

1-ei2απ/n
-1  -iπn(1+eiαπ)

=
π
n
(1-eiαπ)cot

απ
n

(16)

3.3 空间对称性与积分I'±的简洁表示。从上述

的详细计算我们知道,I'±=∫
∞

-∞

xα-1

1±xndx

的结果与参数n(n≥1)的奇偶性和相因子

eiαπ(0<α<n)有关

  a)
 

n 为偶数:
 

被积函数中的
1

1±xn 是偶函数

(称该函数为偶宇称),则

I'+=∫
0

-∞

(-|x|)α-1

1+|x|n dx+∫
∞

0

xα-1

1+xndx

=-eiαπI++I+=(1-eiαπ)I+ (17)

  完全相同于上半复平面大圆弧回路的式(15)
的结果。当α=m 为偶(奇)整数时,eiαπ=±1,整

个被积函数
xm-1

1±xn 是奇(偶)函数。显然地I'+=

0(2I+)。还有

I'-=∫
0

-∞

(- x )α-1

1- x n dx+∫
∞

0

xα-1

1-xndx

=-eiαπI-+I-=(1-eiαπ)I- (18)

  当α=m 为偶(奇)整数时,显然地I'-=
0(2I-)。

b)
 

n 为奇数:被积函数中的
1

1±xn 在左半轴

变为
1

1∓|x|n

 

(对称性破缺),则

I'+=∫
0

-∞

(- x )α-1

1- x n dx+∫
∞

0

xα-1

1+xndx

 =-eiαπI-+I+ (19)

I'-=∫
0

-∞

(- x )α-1

1+ x n dx+∫
∞

0

xα-1

1-xndx

 =-eiαπI++I- (20)

总之,n 为偶数时,I'±=(1-eiαπ)I±;n 为奇数时,

I'±=I±-eiαπI∓。这些简洁结果表明,不但在一

维半无界区域的广义积分I± 彰显出选择最小扇

形积分回路的优越性,而且在一维无界区域的广

义积分I'±仅仅是I± 的一种带相因子eiαπ 的线性

组合。事实上,无界区域的积分与被积函数的奇

偶性和相因子eiαπ 密切相关。半无界区域与无界

区域的空间对称性不同。半无界区域积分I± 的

结果很容易地推广到无界区域的积分I'±。反之

不然:
 

由于空间对称性的原因,既要给定n 的奇

偶性,又要计算f±(x)=
xα-1

1±xn 在实轴上和上半
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平面内单位圆上的所有留数。当我们用复平面最

小扇形积分回路计算时,虽然被积函数存在奇异

性,但是简洁的结果即I±表达式与整数n(n≥1)
的奇偶性和xα-1(0<α<n)的多值性均无关。

最后指出,当我们在实轴有界区域分析积分

I-=∫
1

0
g(t)dt时,

 

对应不同n,α=m 奇偶性的四

种情况,虽然被积函数的奇异性均被消除,但是仍

然没有解析表达的积分结果;上半大圆围道的复

变函数积分I'±亦较为复杂;整个大圆围道的复变

函数积分,不但更为复杂,而且还限制α 为非整

数。我们的最小扇形回路积分一网打尽了所有

结果。

4 结语

对于数学物理上常常遇到的被积函数f±(x)=
xα-1

1±xn,其中正整数n≥1和正实数0<α<n,利用

留数定理,首先计算了一维半无界区域的广义积

分I±=∫
∞

0
f± (x)dx。 通过选择弧度为2π/n 的

大圆弧构成的最小扇形积分回路,得到简洁的结

果:I+=
π
ncsc

απ
n
,I-=

π
ncot

απ
n
。既推广给定n

整数到任意整数,又将≤π的辐角(对于n>2,两
个积分对应的围道内分别包住了n/2,n/2-1个

奇点)缩小成了2π/n(分别包住了1,0个奇点)。
计算量减少,适应性增强。其次,将一维无界区域

的广义积分I'±=∫
∞

-∞

xα-1

1±xndx 变成了简单的代

数运算。隐含了空间对称性及其破缺对积分结果

的影响。最后,我们综合介绍了此广义积分的几

种解法,分析了用实变函数积分的限制性,
 

讨论

了用其他围道计算此广义积分的繁琐性。
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