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大中衔接
第22届亚洲物理奥林匹克竞赛理论

第3题介绍与解答

李文华1,2 刘丽飒1,2 惠王伟1,2 钱 钧1,2 宋 峰1 孔勇发1,2

(南开大学 1物理科学学院;
 

2基础物理国家级实验教学示范中心,天津 300071)    

摘 要 第22届亚洲物理奥林匹克竞赛理论部分共三道题目,第三题主要围绕瑞利散射的推

导路线展开,考查了偶极子振荡、光的传播以及量纲分析等知识点,本文主要对理论第

三题的命题和解答进行介绍。
关键词 瑞利散射;量纲分析;偶极子振荡;亚洲物理奥林匹克竞赛
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  2022年5月23日至31日,南开大学物理科

学学院率领中国代表队参加了由印度主办的第22
届亚洲物理奥林匹克竞赛(Asian

 

Physics
 

Olym-
piad,简称APhO)。参赛的8名中学生获得7金

1银的好成绩,并取得团体总分第一、理论第一和

女生第一的优异成绩。比赛采取线上方式举行,
理论试题有三道大题,分别为Stern-Gerlach实

验,相 变 的 力 学 模 型(A
 

Mechanical
 

Model
 

for
 

Phase
 

Transitions)和麦克斯韦、瑞利与珠穆朗玛

峰(Maxwell,
 

Rayleigh
 

and
 

Mount
 

Everest)[1]。

理论试题总分30分,每题各计10分。本文主要

对理论试题第3题的命题和解答进行介绍,并对

题目间的联系以及中国学生的答题情况进行了简

单的分析。

1 试题

1897年,瑞利勋爵访问了印度的大吉岭(Dar-
jeeling)。他在远眺170

 

km外的珠穆朗玛峰时,
想起了26年前詹姆斯·麦克斯韦提出的关于光
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在空气中衰减以及遥远山峰的可见度的问题。两

年后的1899年,瑞利勋爵在研究了这个问题后,
他发表了一篇著名的论文[2]。本题中我们试图重

构,或至少部分重构一个现代版的瑞利的推导路

线图。
电子云的振荡

建立如下模型:在此模型中考虑经典的中性

气体分子,该中性气体分子可视为静止的正电荷

q被质量为m、半径为r、电量为-q 的均匀球形

电子云环绕。分子本征振动角频率为ω0,当以电

场矢量为
 

Et  =E0cos(ωt)̂y 的光照射到该分子

上时,环绕正电荷
 

q的电子云会以频率ω 振荡,振
荡形式如下

y=y0cos(ωt)
此处,y 代表分子中的静止正电荷与负电子云中

心之间的距离。

A.1
  

设电场导致的加速度大小用E(t)q/m
表示,试建立y 的运动方程。(0.5分)

A.2
 

基于上面给出的信息,求解y 的运动方

程;并求出振幅。(0.5分)

A.3
 

在ω≪
 

ω0 条件下,求出气体分子的电偶

极矩的大小p(t)关于时间t的表达式。(0.5分)

A.4
 

求出ω0 关于q、m、r的表达式。(0.5分)
辐射功率:随时间正弦变化的电偶极子会辐射

电磁波。辐射功率依赖于偶极矩的振幅p0=qy0、
真空介电常数ε0、光速c和振荡频率ω。

B.1
 

运用量纲分析,求出平均辐射功率s 关

于上述这些物理量的表达式。(1分)

B.2
 

令上述表达式中的常数因子为1/12π。
在ω

 

≪ω0 条件下,求辐射功率
 

s 的表达式,用

E0、ω0、ω 及相关物理量表示。(0.2分)

强度的衰减I(x):电磁波的强度为
1
2cε0E

2
0,

电磁波的强度会随着光的传播而衰减,单位体积

损耗的功率为

S=n0s
其中,n0 为单位体积内的分子数。

C.1
 

建立模型,推导出强度I(x)随传播距离

x 变化的微分方程。(1分)

C.2
 

设初始强度为I0,求出强度I(x)关于距

离x 的函数表达式,用一个与强度下降相关的特

征长度L 来表征。(0.5分)

C.3
 

设m 为一个电子的质量(通常只有一个

电子构成电荷云),并且利用下面的参数

n0=2.54×1025m-3

ω0=1.25×1016rad·s-1

ω=3.25×1015rad·s-1

求得L 的数值(以km为单位)。(0.3分)

D.1
 

观测者看到的山峰的高度 H':图1中P
点表示大吉岭(Darjeeling),大吉岭是喜马拉雅山

脉东部的一个小山岗,其海拔高度h=2042m。线

段BS 表示珠穆朗玛峰,其距大吉岭的距离d=
170km,高度 H=8848m。另一座山峰干城章嘉

峰(图 中 未 显 示)距 离 大 吉 岭 75km,高 度 为

8586m。依据以上提到的物理量,假定观测者无

法看到视平线以下,求出大吉岭上的观测者看到

的这些山峰相对观测者而言的视竖直高度 H'的
表达式和数值。画出合适的图。已知地球半径R
为6378km。

图1 地表圆弧上坐落着高度 H 的山峰BS 和

高度为h的观测点P。注意,此图并未按比例绘制

E.1
 

以在大吉岭上观测到的干城章嘉峰的光

强为参考值,则从大吉岭上看,珠穆朗玛峰相对于

干城章嘉峰的光强度是多少? 在这个问题中,我们

忽略了空气分子数密度随高度的变化。如果光强

度为参考值的5%或更高,则该山峰可以被看见。
试问,在大吉岭上能看到珠穆朗玛峰吗? (1分)

F.1
 

气溶胶污染的衰减长度Lp:以上,我们

计算了与空气分子散射导致的光强度下降有关的

特征长度L。现在我们关注与气溶胶颗粒(污染)
导致的光强度下降有关的特征长度Lp。Lp 取决

于粒子数密度n 和半径为r的气溶胶颗粒的横截

面积πr2。利用物理推导和量纲分析来获得这种

依赖关系。无量纲常数取为1/8。假设大吉岭上

轻度污染时的平均气溶胶密度为ρp=5μg/m
3,气

溶胶颗粒的平均半径为500nm。则特征长度Lp 为

多少? 取单个气溶胶粒子的密度为ρ=3g/cm3。注

意1μg=10
-9kg,1nm=10-9m。
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G.1
 

干城章嘉峰和珠穆朗玛峰的相对强度和

能见度:在上述污染水平下,分别估算干城章嘉峰

和珠穆朗玛峰的相对于参考值的相对强度。在大

吉岭上是否可以看到哪座山峰? 假设污染在光的

传播路径上是均匀的。

2 试题解答

2.1 A部分
 

电子云的振荡

此部分以光场与物质分子的相互作用为主

题,从微观角度,将气体分子视为电偶极子[3]:83-84,
在没有外电场作用时,电子云(见图2)以本征频率

ω0 作简谐振动,则电子云的本证振荡可表示为

y=yacos(ω0t) (1)
由题设可知,在有外电场时,电子云的运动方程即

y 的运动方程为

ÿ=-ω2
0y-

qE0

m cos
(ωt) (2)

将有外电场干扰下的电子云的位移y=y0cos(ωt)
代入式(2)可得

-ω2y0cosωt  =-ω2
0y0cosωt  -

qE0

m cos
(ωt)

(3)
进一步得到振幅为

y0=
qE0

m(ω2-ω2
0)

(4)

则在外电场的作用下,电子云的运动方程为

y(t)=y0cosωt  =
qE0cos(ωt)
m(ω2-ω2

0)
(5)

分子的电偶极矩为p=qy,且在ω≪ω0 条件下,电
偶极矩的大小随时间的变化为

pt  =qyt  =q
qE0cosωt  
m ω2-ω2

0  

≈
q2E0

mω2
0
cos(ωt) (6)

  对于近似下的空气分子,中心正电荷对球形

电子云的静电力可以表示为

Fel =m̈ŷy=-mω2
0ŷy (7)

而正负电荷间的库仑力相等,考虑正电荷在电子

云电场中的受力,此时由高斯定理[4]可知

Fel =q·E- y  =q·
4πy3/3
4πr3/3

(-q)·
1

4πε0y2̂y

=- q2

4πε0r3
ŷy (8)

图2 电子云示意图

联立式(7)和式(8)可以得到分子的本证振动

频率为

ω0= q
4πε0mr3

(9)

2.2 B部分
 

辐射功率

在国际单位制(SI)下,功率的量纲为

s  =kg·m2·s-3 (10)
偶极矩的量纲为

p0  =C·m (11)
其中,C为库伦,角频率ω 的量纲为

ω  =s-1 (12)

ε0 的量纲为

ε0  =C2·N-1·m-2=C2·kg-1·m-3·s2

(13)
光速c的量纲为

c  =m·s-1 (14)
假设功率s=pα

0ωβεγ
0cδ,即

s  = p0  α ω  β ε0  γ c  δ (15)
可以得到四个方程

α+2γ=0
α-3γ+δ=2
-β-2γ+δ=-3
-γ=1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(16)

从而可以解得

α=2

β=4
γ=-1
δ=-3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

则平均辐射功率s可以表示为

s=kp2
0ω4

ε0c3
(17)

其中,k 为常数。若k=
1
12π
,在ω

 

≪ω0 时,p0=

q2E0

mω2
0

,则此时功率为
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s=
1
12π

p2
0ω4

ε0c3
=
1
12π

q4E2
0

m2ε0c3
ω4

ω4
0

(18)

2.3 C部分
 

强度的衰减

如图3所示,假设光照射区域的横截面积

为A,长度为Δx,入射光强为I(x),透射光强

为I(x+Δx)。则经过该部分大气后,光强的损

耗为

Ix  A-Ix+Δx  A=S·A·Δx
=n0s·A·Δx  (19)

则强度随传播距离x 的变化的微分方程为

-
dI
dx=n0s (20)

已知s∝E2
0,同时I∝E2

0,则将式(20)改写为

-
dI
dx=

I
L

(21)

可知

L=
6πε20m2c4

n0q4
ω0

ω  
4

(22)

若初始光强为I0,则方程(21)的解为

Ix  =I0e-x/L (23)
将m=9.11×10-31kg,n0=2.54×1025m-3,ω0=
1.25×1016rad·s-1,ω=3.25×1015rad·s-1 代

入式(22)得L≈130km。

图3 光强衰减示意图

2.4 D部分
 

山峰的高度

由题设知观测者看不到其视平线以下的内

容,则由图1作出如图4的几何图,其中B'P 代表

大吉岭P 上观测者的视平线,由P 向S 延伸的虚

线代表观测者望向珠穆朗玛峰的视线,则B'S'表

示观测者眼中珠穆朗玛峰的高度H'。
由图4可知,△B'SS'和△OSP 为相似三角形,则
可以得到

B'S'
OP =

B'S
OS =1-

OB'
OS

(24)

则

图4 山峰高度几何关系图

H'=OP 1-
OB'
OS  

= R+h  1-
R+h

cosθ  R+H    
山峰间的距离d≪R,则1/cos(θ)=secθ  且

secθ  ≈1+θ2/2,θ≈d/R。山 峰 的 视 觉 高 度

H'为

H'≈R+h-
R+h)2 
R+H

1+
d2

2R2  (25)

代入数据得到从大吉岭上看珠穆朗玛峰的高度为

H'1=4535m,干城章嘉峰的高度为 H'2=6097m。

图5 从大吉岭观看两座山峰示意图

2.5 E部分
 

山峰的可见度

此题要求以干城章嘉峰的能见度为参考点,
比较两座山峰作为点光源的光传播到大吉岭处光

强的相对强度。如图5所示,考虑珠峰的光传到

大吉岭处,除了空气分子的散射耗散外,还有球面

波传播的特征[3]:37-39,即若光源的出射功率为P0,
则在没有损耗的情况下距光源d 处某一点的光强

为I0=P0/4πd2,在同时考虑两者的影响时,距离

光源d 处的光强可以表示为

I=
P0

4πd2exp-
d
L  (26)

  从大吉岭上看到的珠峰强度相对干城章嘉峰

的强度为

I1
I2

=
d2
2

d2
1
exp

d2-d1

L  (27)

代入数据得到I1/I2=9.3%>5%,所以在大吉岭
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上可以看到珠峰。
2.6 F部分

 

气溶胶特征长度

与B部分的量纲分析类似,可以得到气溶胶

的特征长度Lp 与粒子数密度n 和颗粒半径r 的

关系为

Lp =
1

8nπr2
(28)

已知气溶胶的平均密度ρp=n·
4
3πr

3ρ,ρ为气溶

胶颗粒密度,将数据代入式(28)可得

Lp =
rρ
6ρp

=
500×10-9m·3×103kg/m3

6·5×10-9kg/m3
=50km

2.7 G部分
 

山峰相对强度和能见度

此部分内容可以说是E部分的延伸,在大气分

子的基础上加上了污染颗粒的影响,此时式(26)
变为

I=
P0

4πd2exp-
d
L -

d
Lp  (29)

则干城章嘉峰相对参考值的强度为

I'2
I2

=exp-
d2

Lp  =0.22 (30)

珠穆朗玛峰的相对强度为

I'1
I2

=0.093·exp-
d1

Lp  =0.003 (31)

可见在大吉岭上只能看到干城章嘉峰。

3 分析讨论

理论试题3考查内容相对来说比较简单,物
理知识背景为瑞利散射[3]:111-113,即分子量级颗粒

对光的散射损耗,正如题目开始说的,题目部分重

构了一个现代版的瑞利的推导路线图。题目A部

分从分子的偶极子模型入手,让答题者先推导出

分子在外电场中的极化关系,从而得到分子的偶

极矩。B部分提出运用量纲分析求出分子的平均

辐射功率的物理表达式,运用量纲分析较易推导

出结果。C部分由功率转到光的强度,在C.1建

立了光强的衰减模型后,剩下的就相对简单。D
部分为位置几何关系的考查,考生需明白题中所

说的视平线和视竖直高度的含义。E部分主要是

C部分理论的应用,此部分只考虑空气分子对光

的散射损耗。F重复使用B.1中的量纲分析方

法,引出气溶胶对光的散射参量。G在E和F的

基础上引入除空气分子外其他小颗粒对光强散射

耗散的影响。其中C部分可以说是瑞利散射的核

心理论,而E、F和G部分都是瑞利散射结论的应

用。各个小题之间的联系如图6所示。

图6 各题目间连系框图

中国参赛学生在A.3~C.3、F.1各题中均拿

到满分,而在A.1~A.2部分,个别学生因为没有

考虑电荷的正负而被扣掉一些分数;在D.1题,部
分学生因为误将图4中B'S 作为山峰的可视高度

而失掉0.5分,在E.1中只有一位学生考虑了球

面波随距离平方衰减的因素,在G.1部分,大部分

同学因为数值计算错误而失掉0.1分。

4 结语

本文对第22届亚洲物理奥林匹克竞赛理论

第三题的命题和解答进行了详细介绍,并对题目

间的连系和中国参赛学生的答题情况进行了简单

分析。题目内容主要为瑞利散射理论,同时考查

了量纲分析的应用。在本科物理教学中,光的散

射部分讲解较少,若将此题目作为课程作业应用

于本科的光学教学,相信学生可以通过此题目对

瑞利散射理论有一个更好的理解。
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