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关于二分点进动的一种计算方法
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摘 要 本文首先推导出了一个大圆环给处在其环心位置的小圆环的引力力矩公式,然后利用

此公式计算出了月亮及太阳给赤道环的合力矩,从而用简洁地方法解释了二分点进动

的周期。
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Abstract In
 

this
 

paper
 

we
 

first
 

derived
 

a
 

formula
 

of
 

a
 

large
 

circle􀆳s
 

gravitational
 

moment
 

to-
ward

 

a
 

small
 

circle
 

positioned
 

on
 

its
 

center.
 

Then
 

based
 

on
 

this
 

formula,
 

the
 

resultant
 

mo-
ment

 

from
 

the
 

Sun
 

and
 

the
 

Moon
 

to
 

the
 

equatorial
 

ring
 

is
 

calculated
 

so
 

that
 

we
 

could
 

briefly
 

explain
 

the
 

period
 

of
 

binary
 

precession.
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  地球的自转轴绕轨道平面的垂线进动,进动

一周约26000年,这一现象在天文学上被称为二

分点的进动或岁差。二分点的进动这一现象早在

2000多年前就被细心的古代天文学家所发现,但
不同的教科书对谁是首先发现这一现象的人的讲

述并不一致[1-3]。受弗伦奇教授的启发[1],本文试

图用一简单的、但还不算太粗糙的方法从动力学

角度解释二分点的进动。
从动力学角度来说,地轴之所以会发生进动

是由于地球并非是一个严格的球体。在地球的赤

道附近有一个凸起的物质带,而且此物质带随地

轴有一23.5°的倾角。月亮和太阳给此凸起物质

带的合力矩不为零。正是给这一力矩,使得地轴

产生了缓慢的进动。为了求出月亮和太阳给地球

的力矩,下面我们先做一些准备工作。

如图1所示,一个半径为r,质量为M 的均匀

大圆环,其环心在坐标原点O。在距环心为b(b≪
r)的O'点有一质量为m 的质点,此质点受到大圆

环的万有引力的大小和方向如何?

显然,根据对称性,大圆环给质点 m 的万有

引力的方向只能沿着OO'的方向,即x 轴的方向。

设dM 为大圆环上的一个小质元,dM 给质点m
的万有引力沿x 轴方向的分量为

dF=GmdM
r'2

cosθ'=G mdM
r2+b2-2rbcosθ

cosθ'

由于b≪r,因此有θ'≈θ。将这关系式及dM=
M
2πdθ

代入上式,并忽略2阶小量b2,有
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图1

dF ≈GmM
2πr2

1+
2b
rcosθ  cosθdθ

积分上式,有

F=∫dF=GmM
2πr2∫

2π

0
cosθdθ+GmMb

πr3∫
2π

0
cos2θdθ

=0+GmMb
r3

=GbmM
r3

(1)

  从式(1)可以看出,大圆环对质点m 的万有

引力与质点偏离圆心的距离b 成正比,与大圆环

半径r的三次方成反比。若b=0,即质点正好在

环心,大圆环给质点的合力为零。这一点也可由

对称性看出。下面利用式(1)来求一个大圆环 M
给一个放在其中心的小圆环m 的引力力矩。

如图2所示,在xy 平面中,有一个半径为r,
质量为M 的大圆环(图中未画出),其环心在原点

O。在大圆环中心有一半径为R(R≪r),质量为

m 的小圆环,小圆环的环心也在原点O。开始,小
圆环也在xy 平面上,现让小圆环绕x 轴转θ 角

度。其中的虚线为小圆环m 的一条垂直于x 轴

的直径。当小圆环平面在xy 平面上时,该直径与

y 轴重合。当小圆环平面绕x 轴转θ 角度时,该
直径也随小圆环平面绕x 轴转θ角度,即与y 轴

夹角为θ。n 为小圆环平面的法方向。在这种情

况下,大圆环对小圆环的万有引力将会对原点O
产生多大的力矩呢?

根据对称性,小圆环所受的合力矩只可能沿

x 轴,在y 轴及z 轴上的分量必然为零。因此在

计算小圆环上的小质元所受的引力对原点O 的力

矩时,只须考虑在x 轴上的分量即可。如图2所

示,在小圆环上选一小质元dm,其中dm=
m
2πdφ

。

图2

dm 所 对 应 的 矢 径 在 y 轴 上 的 分 量 为b=
Rsinφcosθ,此分量b正是小质元dm 在y 轴方向

偏离原点的距离。所以,根据式(1),质元dm 受

到的沿y 轴方向的分力为

dF=GbMdm
r3

=
1
2πGRcosθ

Mm
r3
sinφdφ

dF 对x 轴的力矩为

dτ=dFRsinφsinθ=
1
4πGR

2sin2θMm
r3
sin2φdφ

积分上式,可以得到大圆环给小圆环的引力对环

心的合力矩,即

τ=∫dτ=
1
4πGR

2sin2θMm
r3∫

2π

0
sin2φdφ

=
1
4GR

2sin2θMm
r3

(2)

  式(2)表明小圆环所受的力矩与小圆环的半

径R 的平方成正比,与小环的质量m 成正比。力

矩的方向与θ 的方向相反,有迫使小圆环平面回

到xy 平面的趋势。为了书写简洁,本文只考虑τ
的数值,不考虑正负号,且将θ 限制在0≤θ≤90°
之间。至此,我们的准备工作已全部完成。

现在我们来计算月亮和太阳给地球的合力

矩。若要直接按力矩的定义来计算月球和太阳给

地球的力矩,将会面临两大困难。第一个困难是:
月亮和太阳都相对于地球在运动,月亮和太阳在

不同的位置给地球的力矩不同,这平均效果如何

计算? 第二个困难是:赤道附近凸起物的每一个

质元相对于月亮及太阳距离和方向都不相同,而
且也不存在一个简单的规律,如何去求这无限多

个小质元所受力矩的合力矩? 弗伦奇教授在他的

那本著名的教科书《牛顿力学》中,用一个巧妙的

办法完美地解决了第一个困难。现直接引用弗伦
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奇教授的原文更为恰当:“如我们已经知道的,进
动的周期极其之长,因之,从地球的观点来看,在
自转轴的方向没有多少改变的一段时间(例如100
年)内,太阳和月球都已走了很多圈。在效果上这

意味太阳或月球所代表的质量,从地球上看去,是
环绕着它的轨道均匀地抹开的。换言之,地球的

引力环境就像是有两个物质环那样。”这一等效的

假设使问题大为简化,且十分精确。受弗伦奇教

授的启发,我们将地球赤道附近这部分凸起物,近
似地看成是紧套在地球赤道上且具有相同质量的

均匀圆环。不妨将此环称做“赤道环”。有了“赤
道环”的假设,我们就可以利用准备工作中的式

(2)来计算弗伦奇教授的“月亮环”及“太阳环”给
“赤道环”的合力矩,从而避免了求无限个小质元

所受力矩的合力矩的麻烦! 至此,两个困难均已

得到解决。

图3

图3为月亮环与赤道环之间的位置关系图。
太阳环与赤道环之间也存在类似的关系。假设赤

道环的质量为ΔM,根据式(2),月亮环和太阳环

给赤道环的合力矩为

τ=
1
4GR

2sin2θΔM
Mm

r3m
+

Ms

r3s  (3)

其中,R=6.371×106m 是地球的平均半径,θ=
23.5°为地轴的倾角;Mm=7.35×1022kg及rm=
3.84×108m 分别为月亮的质量及地月间距离;

Ms=1.99×1030kg及rs=1.50×1011m 分别为

太阳的质量及日地间距离。由式(3)可以看出,月

亮环及太阳环给赤道环力矩的相对大小为
Mm

r3m
/

Ms
r3s
=2.15。

地轴的进动方程为

τ=ΩIωsinθ (4)
其中,Ω 为地轴进动的角速度,I=0.331MR2 为

地球的转动惯量[4],ω=7.29×10-5rad/s为地球

的自 转 角 速 度。将 式(3)代 入 式(4),并 整 理

后,有

Ω=
Gcosθ
0.662ω

Mm

r3m
+

Ms

r3s  ΔMM (5)

将式(5)中的符号用具体数值代入,有

Ω=4.00×10-34ΔM (6)
地轴进动的周期为

T=
2π
Ω =1.57×1034

1
ΔM
(秒)

=4.97×1026
1
ΔM
(年) (7)

  从式(7)可以看出,只要求出赤道环的质量

ΔM,就可求出二分点进动的周期。可赤道环的质

量ΔM 如何求呢? 这一点让笔者感到相当棘手。
因地球的凸起物在赤道附近更明显,因此作为一

个近似,我们暂且认为赤道环的质量可以看做是

南纬30°到北纬30°之间的凸起物的质量(这也是

本文中唯一可能产生较大误差的计算)。赤道半

径比极半径大h=2.1×104m,从南纬30°到北纬

30°所对应的地球的弧长l=2πR
60
360
,因此,赤道

环的体积为

ΔV=2πRlh=
2
3π

2R2h

根据弗伦奇教授的观点,地表附近物质的密度为

地球平均密度ρ=5.518×103kg/m3 的一半[1]。
所以赤道环的质量为

ΔM =ρ
2ΔV=

1
3π

2R2hρ (8)

将具体的数值代入式(8),有
 

ΔM =1.55×1022kg (9)
将式(9)代入式(7),有

T=32000年 (10)

  计算出来的结果误差略大,主要原因是地球

并非是一个严格的刚体,将地球看成一个刚体是

(下转第56页)
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理论上还是实验上都已经得到初步证实。相关研

究极大地丰富了拓扑物态,不仅扩展了人们对凝

聚态物理领域中拓扑系统的认识,也拓展了 WSM
在光电子器件中的应用。通过各向异性的介电函

数张量,比较了不同费米能级情况下
 

WSM 介电

常数的变化。同时基于四阶传输矩阵求解麦克斯

韦方程组,得到菲涅尔反射系数,描述电磁波的传

输,研究波矢的色散曲线。研究结果表明,WSM
的色散在短波矢处具有线性色散,而在长波矢极

限近似具有恒定频率。当 WSM 厚度的持续增大

时,能够支持更多的模式分支。
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有近似性。最后引用弗伦奇教授的一句话来结束

本文是适宜的,那就是:“重要的事情是,用相当简

单的方法,我们证实了二分点的进动(岁差)确能

用牛顿的动力学原理去理解。”[1]
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