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第22届亚洲物理奥林匹克竞赛理论部分第2题试题与解答

张思遥1,2 王 槿1,2 张天浩1 董 校1 宋 峰1 刘丽飒1,2 孔勇发1,2

(南开大学 1物理科学学院;
 

2基础物理国家级实验教学示范中心,天津 300071)

摘 要 第22届亚洲物理奥林匹克竞赛理论试题共三道,其中第二道题为相变的力学模型(A
 

Mechanical
 

Model
 

for
 

Phase
 

Transitions)。该试题以朗道相变理论为背景,研究旋转

的环上小球的运动,建立并分析相变的力学模型。本文介绍了该试题内容及解答,并
对试题和选手作答情况进行了简要分析。
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Abstract There
 

are
 

three
 

theoretical
 

questions
 

in
 

the
 

22nd
 

Asian
 

Physics
 

Olympiad
 

Theoreti-
cal

 

Exam,
 

and
 

the
 

second
 

question
 

was
 

entitled
 

a
 

Mechanical
 

Model
 

for
 

Phase
 

Transitions,
 

which
 

used
 

Landau
 

phase
 

transition
 

theory
 

as
 

the
 

background
 

to
 

study
 

the
 

motion
 

of
 

a
 

bead
 

on
 

the
 

rotating
 

ring,
 

and
 

established
 

the
 

mechanical
 

model
 

of
 

the
 

phase
 

transition.
 

This
 

paper
 

in-
troduces

 

the
 

content
 

and
 

solution
 

of
 

the
 

test
 

question,
 

and
 

briefly
 

analyzes
 

the
 

question
 

and
 

the
 

answers
 

of
 

the
 

contestants.
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  2022年5月23日至31日,由印度举办的第

22届亚洲物理奥林匹克竞赛在线上举行。本届

比赛的理论试题共有3题,每题10分,分别是斯

特恩 盖 拉 赫 实 验(The
 

Stern-Gerlach
 

Experi-
ment),相变的力学模型(A

 

Mechanical
 

Model
 

for
 

Phase
 

Transitions),麦克斯韦、瑞利和喜马拉雅山

(Maxwell,
 

Rayleigh
 

and
 

Mount
 

Everest:
 

THE
 

PROBLEM)[1]。本文对理论第2题的试题和解

答以及选手的答题情况进行了介绍。

1 试题介绍

一个半径为R 的大环上有一个大小可忽略的

小球,其质量为m,小球可以在环上滑动。如图1
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所示,大环绕其竖直直径以角速度ω 旋转。滑动

时,小球受到与运动方向相反、与法向支持力 N
垂直的摩擦力Ff,满足Ff=fkN,f 的取值为1
或-1。建议使用如图1所示的极坐标系{r,θ}。

并使用
 

ωc=
g
R

来表示给出的答案,其中g 为

重力加速度的大小。
磁性系统相变过程的自由能V M  (力学上

等价于系统势能)是磁矩M 的函数

V M  =a T  M2+b T  M4 (1)
其中,T 为温度,b(T)>0,a(T)的正负符号随温

度变化。我们使用如上模型来理解相变过程。
注意事项1:对于半径为R 的圆周运动,速度

矢量在极坐标下的表达式为̇r=Ṙθ̂θ,
 

加速度矢量

为􀭵r̈=-Ṙθ2̂r+R̈θ̂θ,
 

其中
 

r̂和θ̂分别为径向和切

向的单位矢量。
注意事项2:摩擦力

 

Ff 的方向可以用f 来表

征:f=+1表示小球绕环逆时针滑动(θ增加),f=
-1表示小球顺时针滑动(θ

 

减小),即f=sgn(̇θ),

sgn为符号函数,当其自变量为正数时,sgn值为

+1,当自变量为负数时,sgn值为-1。
注意事项3:在解题时,你可能会用到如下展

开式

sinθ  =θ-θ3/6+..
cosθ  =1-θ2/2+θ4/24+..
1+x  n =1+nx+nn-1  x2/2+

nn-1  n-2  x3/6+.. (2)
其中,θ单位采用弧度制,|x|≪1。

图1 旋转圆环上的小球

下面的解题中,我们需要理解小球在旋转的大

环转动参考系中的动力学过程。小球的位置角度θ
限定为-π/2<θ<π/2,小球的受力分析如图

 

2
 

所

示,图中没有标注的力均忽略。

图2 小球受力分析图

1.1 A部分

A.1(0.5分)写出作用在小球的径向力和切

向力的动力学方程。设θ沿逆时针方向增加。

1.2 B部分

以下的题目B1~B9,不考虑摩擦
 

(k=0)。

B.1(1.0分)求出小球平衡时的那些角度
 

θ0,用ω,ωc 表示。

B.2(0.5分)定性地绘制出
 

θ0(作为y 坐标

轴)
 

随ω/ωc(作为x 坐标轴)变化的函数图像。

B.3(0.5分)定性地绘制出稳定平衡条件下

小球所受的法向反作用力的大小随ω/ωc 变化的

函数图像。

B.4(1.0分)对应于切向力Fθ 的势能V(θ)
满足

Fθ =-
1
R
d
dθV

(θ) (3)

设θ=0时的势能为零。V θ  可以表达为P+
Qcosθ  +Ssin2(θ),求P,Q,S 的表达式。

B.5(1.0分)θ较小时,Vθ  可展开为Vθ  =
aω  θ2+bω  θ4,求出系数a(ω)和

 

b(ω)。

B.6(1.0分)对ω/ωc 小于1(例如,0.9)和ω/ωc

大于1(例如,5)两种情况,画出V(θ)关于θ的函

数关系示意图,注意只需定性的示意图即可,不需

要详细计算。

B.7(1.0分)朗道二阶相变理论说明简单的

磁性系统可以被分为两相。当温度在临界温度
 

Tc 以上时,系统处于顺磁相;当温度T<Tc 时,
系统处于铁磁相且系统的宏观磁矩满足

  

M T  =M0 1-T/Tc  1/2 T <Tc (4)
我们将上式中的指数1/2记为参量β。将朗道二

阶相变和小球问题做对比,试问,本小题中的 M,

Tc,T/Tc 分别对应小球问题中的哪些参量? 并

求出指数β的值。

B.8(1.0分)小球在各平衡位置θ0 时,给小
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球施加微扰,求小球的振动角频率Ω0。已知小角

度振动情况下

Ω0=
1
R

V″(θ0)
m

(5)

  B.9(1.0分)定性地画出上一问振动角频率

Ω0 随ω 变化的函数关系图。

1.3 C部分

对下面的C部分,摩擦力不为0(k≠0)。

C.1(1.0分)取f=1,摩擦系数k=tanα,对
于各平衡角度θ0,平衡条件可以表示为

ω
ωc  

2

=
tan(x)
sin(y)

(6)

求出x 与y。

C.2(0.5分)取f=1,k=0.05。对下面两种

情况,分别计算出平衡角θ0 的值。

1.
 

ω/ωc=0.50
2.

 

ω/ωc=0.70

2 试题解答

本题以朗道相变理论为背景,研究小球的相

变问题。A部分要求选手写出小球的动力学方

程,题目中已给出小球加速度矢量表达式,选手只

需结合小球受力分析给出解答,此部分较为容易。

B部分和C部分则以小球的动力学方程为基础,
引导选手研究小球平衡角度与大环角频率相关的

一系列问题,最后将小球问题与磁矩问题做类比。

2.1 A部分

A.1
 

动力学方程

如图2所示,对小球进行受力分析,再根据加

速度矢量􀭵r̈ 的形式,可直接写出径向和切向动力

学方程。径向为

mṘθ2=N -mgcosθ  -mRsin2θ  ω2 (7)
切向可表示为:

mR̈θ=mRsinθ  cosθ  ω2-mgsin(θ)-

sgn(̇θ)kN (8)
或者

mR̈θ=mRsinθ  cosθ  ω2-mgsin(θ)-
fkN (f=1) (9)

2.2 B部分

B.1
 

平衡角度

由于不考虑摩擦,即k=0,动力学方程的切

向分量式(8)简化为

mR̈θ=mRsinθ  cosθ  ω2-mgsin(θ) 
(10)

在平衡处,̈θ0=0。根据式(10)可知,θ0=0对ω 取

任何值均成立。除此之外,还可以计算出平衡角

度为

cosθ0= g
ω2R

=
ωc

2

ω2
(11)

θ0=± arccos
ωc

2

ω2
(12)

其中,θ0 取值为-
π
2~

π
2
,±表示小球有两个平衡

位置,小球可以上升到图2所示的轴的任一侧。
式(11)中,

 

ω<ωc 显然不成立,ω=ωc 时θ0=0。

B.2
  

根据式(12),可作出θ0 随
 

ω/ωc
 变化的

函数图像,如图3所示。

图3 θ0 随
 

ω/ωc
 变化的函数图像

B.3
 

根据式(8)和式(12)可画出法向反作用

力的函数图像,如图4所示。

图4 法向反作用力 N 的大小随ω/ωc
 变化的函数图像

B.4
 

势能V(θ)
解法一 对式(3)进行积分,由式(3)及V(θ=0)=0

可得
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-R∫
θ

0
Fθdθ=∫

V

0
dV=V-0 (13)

将式(10)代入式(13)得

Vθ  =-R∫
θ

0
Fθdθ

= -mω2R2

2 ∫
θ

0
sin2θ  +mgR∫

θ

0
sinθ  dθ

=
mω2R2cos2θ  -1  

4 -mgRcosθ  -1  

=mgR (1-cosθ)-
ω2

2ω2
c
sin2θ􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (14)

因此,P=mgR,Q=-mgR,S=-
ω2mgR
2ω2

c

。

解法二 直接对P+Qcosθ  +Ssin2(θ)取
微分,并将式(10)带入可得

Fθ =mRsinθcosθω2-mgsinθ

=-
1
R
dV(θ)
dθ

=
Q
Rsin

(θ)-2
S
Rsinθcosθ

(15)

比较等式两侧得出:Q=-mgR,S=-
ω2mgR
2ω2

c

。

当V(0)=0时,P+Q=0,所以P=mgR。

B.5
 

将式(14)中的三角函数按照式(2)展开

到4阶为

V(θ)

≈mgR 1-1+θ2/2-θ4/24-
ω2

2ω2
c
θ-θ3/6  2􀭠

􀭡
􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

≈
mgR
2

1-
ω2

ω2
c  θ2+mgR

6
ω2

ω2
c
-
1
4  θ4 (16)

所以,aω  =
mgR
2 1-

ω2

ω2
c  ,b(ω)=mgR

6
·

ω2

ω2
c
-
1
4  。
B.6

 

势函数
 

V(θ)示意图如图5所示。
或者:

B.7
 

将朗道二阶相变和小球问题做对比

解法一

当ω→ω+
c 时,θ0→0,将式(11)中三角函数展

开成如下形式:

1-
θ20
2=

ωc
2

ω2
(17)

θ0=± 21-
ωc

2

ω2  
1
2

(18)

图5
(a)

 

V(θ)
 

关于θ的函数关系示意图;
 

(b)
 

V(θ)
 

关于θ的函数

关系示意图

在式(11)中,当ω→∞时,θ0→±
π
2
。这可类比磁

相变过程,当温度T→Tc 时,磁矩 M→0。故 M
对应于θ0,T 对应于ω,但增加温度T 相当于减少

ω。即

M →θ

Tc →
1
ω2

c

T
TC
→

ωc
2

ω2
, (19)

对珠子来说β=
1
2
。

解法二:

当ω>ωc 时,cosθ0=
ωc

2

ω2,使用正弦函数替换

余弦函数得sinθ0= 1-
ωc

4

ω4  
1/2

。类比磁相变过

程,当温度T→Tc 时,M→0,故 M 对应sinθ0,T
反对应于ω4,增加温度T

 

相当于减少ω,即
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M →sinθ

Tc →
1
ω4

c

T
TC
→

ωc
4

ω4
(20)

对珠子来说β=
1
2
。

B.8
 

求振荡频率

式(14)二阶微分形式如下

V″(θ)=mgRcosθ1-
ω2

ω2
c
cosθ  +mgR

ω2

ω2
c
sin2θ

(21)
在平衡位置θ0 处,将式(12)代入式(21)中得

V″θ0  =mgR
ω2

ω2
c
1-

ω4
c

ω4  >0 (ω>ωc)

(22)
故

Ω0=ω1-
ω4

c

ω4  
1/2

(23)

同理,当ω<ωc 时,θ0=0,

Ω0=ω2
c -ω2  1/2 (24)

  B.9
 

振荡频率Ω0 图像如图6所示。

图6 振动角频率Ω0 随ω 变化的函数关系图

2.3 C部分

C.1
 

平衡条件

将式(7)代入式(9)中得

θ̈=ω2
c (sin(θ))(cos(θ)-fksin(θ))

ω
ωc  

2

-

sin(θ)-fkcos(θ)-fk
θ̇
ωc  

2

 (25)

在平衡位置,
 

θ̇=0,̈θ=0。f=sgn(̇θ)=±1,取决

于平衡之前θ̇的值。因此,平衡角θ0 满足

sinθ0  cosθ0  -fksinθ0    ω
ωc  

2

=sinθ0  +fkcosθ0  (26)

其中,θ0∈ -
π
2
,π
2  。对于f=1,摩擦系数k=

tanα,可得

ω
ωc  

2

=
sinθ0  +tanα  cosθ0  

sinθ0  cosθ0  -tanα  sinθ0    

=
tanθ0+α  
sinθ0  

(27)

  C.2
 

平衡角θ0 的代表值

由于摩擦系数k=tanα=0.05较小,因此将其

近似为k=α,即sinθ0  ≈θ0,tanθ0+α  ≈θ0+
α,因此

ω
ωc  

2

≈1+
k
θ0

(28)

  1.当ω/ωc=0.50,θ0=-0.07rad
2.当ω/ωc=0.70,θ0=-0.1rad

3 分析讨论

朗道二级相变理论假设对于任何二级相变,
都有一个序参量和一个控制参量,当控制参量达

到某个临界值时会发生相变。二级相变是连续相

变,每一时刻均对应属于两相中的某一相[1-2]。在

小球问题中,ω>ωc 和ω<ωc 分别对应两相,图5
直观展现了小球的相变和对称破缺的特点。B.7
将小球问题与朗道二级相变理论做类比,更加明

晰小球的力学相变过程。2021年第34届国际青

年物理学家竞赛(International
 

Young
 

Physicists􀆳
 

Tournament,IYPT)第7题珠子动力学(Bead
 

Dy-
namics)[4]

 

与此题异曲同工。
此试题从对小球的受力分析出发,通过类比

朗道二级相变理论落脚到小球的相变问题,各题

之间环环相扣,联系紧密。A部分只有A.1一题,
为求解径向力和切向力的动力学方程,整个B和

C部分均以此为基础。B部分未考虑摩擦力,B.1
为计算小球的平衡角度,此题只需对A.1中的方

程进行求解即可.B.2和B.3均以B.1为基础完

成作图。B.4以A.1为基础求解势函数,侧重于

积分和微分知识,B.5以B.4为基础考察三角函

数相关计算,B.6在此基础上作图势函数。B.7将

(下转第23页)
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将师范院校的“固体物理”课程设为必修,从学生

培养和老师培养两个方面改进现有物理教育,为
解决芯片技术卡脖子问题打好基础。
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小球问题与朗道相变做类比,B.8在B.4基础上计

算振荡频率,考察微分计算,B.9依据B.8作图。C
部分是考虑摩擦力时平衡角度的系列计算。

中国队选手在此试题的作答中大部分题目均

能拿到满分,尤其是B.1、B.4、B.5和B.8这几个

涉及解方程和微积分计算的问题,全员满分,这体

现了中国选手们较强的计算能力。但B.6失分最

多,B.9次之,主要失分于作图不规范、图像中的

特征点和线缺少必要的标注说明、图像绘制不完

整、未考虑角度为负的情况等。其他的失分因素

包括A.1径向力动力学方程中没有考虑到径向加

速度、B.2没有画出平衡角度取负值的情况以及

其他失误。

4 结语

本届亚洲物理奥林匹克竞赛的理论试题具有

丰富的物理背景,并与具体物理图像相结合。该

题从模型建立到求解计算,再到作图分析,对选手

进行了多方面的考查。本届物理奥赛对大学物理

及大学物理实验的教学均有一定的借鉴作用。
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