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量子

拓扑新材料研究前沿的理论基础导引Ⅱ:
 

多种拓扑材料

黄侯迪 常治文 刘 鑫

(北京工业大学理学部物理系理论物理研究所,北京 100124)

摘 要 本专题旨在为感兴趣且学有余力的本科生和低年级研究生提供一条从大学物理到当

前二维、三维拓扑新材料研究前沿的学习路径。专题包含两篇,本文是第二篇。基于

第一篇回顾过的各种量子霍尔效应及其中的拓扑不变量,本篇介绍多种新材料,包括

石墨烯、拓扑绝缘体和拓扑半金属。重点将放在晶格结构的紧束缚模型处理,以蜂窝

六角晶格和方晶格为例推导出描述量子反常霍尔效应的两带模型,介绍能带结构与拓

扑不变量(陈数、拓扑映射度等)的联系及其所导致的体 边对应关系(bulk-boundary
 

correspondence)。其中自旋轨道耦合(spin-orbitcoupling)的写法、哈密顿量的傅里叶

(Fourier)变换、能带结构的求解、拓扑不变量及边缘态的计算都有助于夯实初学者的

理论基础。另外本篇还将简述不同种类的拓扑半金属的能带结构及其表面态。
关键词 石墨烯;拓扑绝缘体;两带模型;拓扑半金属
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  本专题的第一篇回顾了各种霍尔效应,将量子

力学引入有外磁场的二维电子气体问题,在不同规

范条件下得到了朗道(Landau)能级、填充因子等物

理量。重点放在如何用物理量来构造数学上的拓

扑不变量,挖掘物理量在数学上的内涵(譬如为填

充因子赋予陈数、拓扑映射度的意义)。具体内容

包括了整数、分数、反常和自旋量子霍尔效应。
本篇则进一步介绍基于上述量子霍尔效应的

多种拓扑新材料:石墨烯、拓扑绝缘体和拓扑半金

属。这方面的研究是当前凝聚态物理学研究的热

点和潮流,不仅具有极高的理论价值,更蕴藏着巨

大的应用潜力。例如拓扑绝缘体的无能隙边缘态

在未来可用于集成电路的设计;无耗散传输通道

的存在将极大地减少发热损耗,提高器件性能。
多种拓扑新材料业已走出实验室,走进生产实践

甚至大众的生活。
第一篇论文的式(61)用到了所谓的两带模型

(Two-bandmodel)

H =εI+ ∑
a=x,y,z

haσa (1)

其对应的陈数即填充因子有表达式

ν=c=-
1
4π∫BZ

ĥ∂kx̂h×∂kŷ
h  dkxdky (2)

该式具有清晰的拓扑涵义,它是从底空间(kx、ky

所属的二维布里渊区所形成的轮胎面T2)到像空

间(SU 2  群空间,是ĥ 所形成的二维单位球面

S2)的映射ĥ:T2→S2 的拓扑映射度,几何上说是

当kx,ky 跑遍/覆盖T2 一次时,̂h 覆盖S2 球面

c次。
两带模型可从多种晶格结构中得到,具有普

遍的重要性。本篇2.2节(蜂窝六角晶格)和3.2
节(方晶格)将为推导这一模型提供范例。本科初

学者可以把重心放在如何处理给定晶格的紧束缚

模型上,包括自旋轨道耦合的写法、傅里叶变换如

何进行,以及如何提炼动量空间的哈密顿量。

1 石墨烯

在实验上实现石墨烯之前,碳只有三种同素

异形体:金刚石、石墨和富勒烯(Fullerene,即碳-
60、足球烯)。金刚石是三维原子晶体,呈正四面

体结构,碳原子间由共价键链接,结构特别稳定。
石墨是由碳原子先通过共价键形成二维的蜂窝六

角晶格,再由众多的二维层通过较弱的范德瓦尔

斯力堆叠在一起。因此层内作用力强,结构稳定;
层间作用力弱,结构不稳定,容易滑动离解。富勒

烯是由60个碳原子形成的足球状结构,形态固

定,性质稳定。石墨烯可认为是从石墨上“揭”下来

的二维单层,晶格结构是蜂窝状六角晶格;基于石

墨烯还可以构造其他维数的材料,比如卷成圆筒

(即筒径远小于筒的线度)形成一维的碳纳米线。
石墨烯在理论研究方面具有很高的价值。早

在1947年华莱士(P.R.Wallace)就指出,其六角

晶格可导出(2+1)维的狄拉克(Dirac)方程[1],从
而可用于研究“低速的量子电动力学”。人们在实

验方面也一直未曾放弃分离出自由的石墨单层的

努力,发展出的方法就包括后来Geim-Novoselov
课题组取得成功的“胶带纸来回粘撕”的技巧[2];
但一直有两个困难不容易克服。一个困难是单层

的二维材料由于热涨落原因极易发生褶皱(读者

可联想点燃后的纸张灰烬会缩成一团)而不能自

由存在于三维空间,必须找到合适的衬底加以支

撑。另一个更大的困难在于,通过胶带纸来回粘

撕确可得到很多石墨单层,但它们是淹没在海量

的石墨多层当中的。要找到、确定、分析哪些是多

层、哪些是单层,需要综合使用普通的光学显微镜

和高精度的电子显微镜,对实验技巧的要求极高。

Geim-Novoselov组就是突破了这两个难关,尤其

是找到了高效的光学显微镜使用方法,才最后分

离出碳原子单层即石墨烯。
下面首先介绍石墨烯的蜂窝晶格诱导出的

(2+1)维狄拉克方程,然后推导两带模型(从而可

实现量子反常霍尔效应),最后概述石墨烯的其他

重要物理性质。

图1 一个完整的石墨烯晶格包含两种不同的格点类型,
分别用空心点(A)和实心点(B)表示。三角形原胞的顶点

为三个原胞共有,所以每个原胞A、B 格点各一个。初级平

移矢量可从si,
 

i=1,2,3,中任选其二,这里取为s1 和s2。

1.1 (2+1)维狄拉克方程

石墨烯的蜂窝状六角晶格由两套子晶格A、
B 构成,如图1,其中空心点指代A 格点,实心点

指代B 格点。如按格点种类划分,原胞为三角
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  形①。顶点处的格点为三个原胞共有,因此平均每

个原胞含两个格点。取连接最近邻格点的矢量长

度为1,从一个B格点到最近邻的三个A格点的

单位矢量分别为

􀱆1=
1
2 3,1  

􀱆2=
1
2 - 3,1  

􀱆3= 0,-1  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)

初基平移矢量选为

s1=􀱆2-􀱆3=
3
2 -1,3  

s2=􀱆3-􀱆1=
3
2 -1,- 3  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

  在计算倒格矢时,原胞按图2方式选取:将相

邻的A、B 格点打包为一个格点,如图中虚线圈所

示;四个格点形成一个斜方晶格,如图中灰色菱形

所示。此时初基平移矢量为

a1= 3,0,0  
a2= 1,3,0  
a3= 0,0,1  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (5)

其中,为完整性以及后续的计算方便起见,引入a3

作为第三分量。a3 竖直向上,垂直于平面。

图2 石墨烯晶格属于斜方晶系。每个原胞的顶点为四个

原胞共有,每个原胞含有A、B 格点各一个。初基平移矢

量a1 和a2 间的夹角为
π
3

由实空间的ai 可定义动量空间(即倒易空间,
reciprocal

 

space)的倒格矢

bi=
2π
Vεijkaj ×ak, i=1,2,3 (6)

其中,V=a1·a2×a3  =
33
2

是原胞体积。具体是

b1=
2π
3 3,-1,0  

b2=
2π
3 0

,2,0  

b3=
2π
3 0

,0,23  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(7)

本问题只是二维问题,第三维是为与固体物理惯

例一致而引进的,因此b1、b2、b3 中只考虑b1、b2,

且简记为二维的b1=
2π
3 3,-1  ,b2=2π3 0,2  。

这样的二维动量空间,其结构可理解为:第一布里

渊区为正六边形,中心有一个格点,如图3所示。

图3 六角晶格的倒格子。灰色虚线区域为第一布里渊

区,即包围一个格点的正六边形。b1 和b2 为基矢。为图

示清晰起见,从中心到六个顶点的连线未画出

不考虑相互作用时,该晶格的紧束缚模型为

H0=-t·

∑
xεA
∑
3

i=1
a†x  bx+􀱆i  +b†x+􀱆i  ax    

(8)
a†x  、b† x  分别为子晶格 A、B的产生算符,
ax  、b x  为 湮 灭 算 符,t 为 电 子 的 跳 转 强 度

(hopping
 

strength)。在动量空间中,上式写为

H0=∑
k
τk  a†k  bk  +τ* k  b†k  ak  

(9)
其中 a† k  、b† k  是 动 量 空 间 的 产 生 算 子,

ak  、bk  是湮灭算子,傅里叶变换为
ak  
bk    =

∑
x
e-ik·x ax  

bx    和τk  =-t∑
3

i=1
e
ik·􀱆i。 单粒子

的零能谱包含两个处于布里渊区的狄拉克点,

K±= ±
4π
33

,0  ,满足τ K±  =0。

在K±的邻域内k 可线性展开为k=K±+p,
从而上述动量空间哈密顿量 H0 就有线性化

H0=∑
p

[τ+ p  a†
+ p  b+ p  +

τ†+ p  b†+ p  a+ p  ]+

∑
p

[τ- p  a†
- p  b- p  +

τ†- p  b†- p  a- p  ] (10)

471

① 原胞只需从图1中红色和蓝色三角形中任选其一。不失一般

性,取红色三角形为原胞,s1 和s2 为基矢,可生成完整晶格。
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其中 产 生、湮 灭 算 子 是a± p  =a K±+p  ,

b± p  =b K±+p  。而τ± p  =τ K±+p  =
±vF(px±ipy),其中vF 是费米速度(vF 是此处

运算的特征速度,具有和光速相当的地位,为简单

起见可模仿自然单位制取vF=1)。此时 H0 就

可写成如下的矩阵形式

H0=Ψ†αipiΨ, i=1,2 (11)
其中Ψ(x)是狄拉克四分量旋量

Ψx  =

ψb
+ x  

ψa
+ x  

ψa
- x  

ψb
- x  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

其中,
a± (p)

b± (p)  =∫d2x'eip·x' ψa
± (x')

ψb
± (x')   (12)

这里的αi,i=1,2,模仿量子电动力学(QED),由

γ-矩阵定义,αi=γ4γi;而γ-矩阵则取 QED中的

狄拉克矩阵写法,γk=
0 -σk

σk 0  , 

k=1,2,3;

γ4=β=
0 I
I 0  ; 

γ5=iγ4γ1γ2γ3=
I 0
0 -I  ,这

里σk 是泡利矩阵。γ-矩阵满足克利福德(Clif-
ford)代数1-矢量的要求,γaγb+γbγa=2δabI,其
中a,b=1,2,3,4。哈密顿量 H0 对Ψ† 变分就得

到运动方程

γa∂aΨ=0, α=1,2,4 (13)

图4 石墨烯的能带结构。第一布里渊区呈六边形,能隙

在六个顶点处闭合,形成狄拉克点;在其附近呈线性色散

关系,如图中放大区域所示,称为狄拉克锥

这是一个(2+1)维的无质量狄拉克方程。它的色

散关系是线性的,εp  =±|p|;在能谱中,导带

和价带之间的带隙为零,如图4所示。载流子(电
子和空穴)称为狄拉克费米子;布里渊区的六个角

称为狄拉克点,对应E=0,是载流子由带负电的

电子转到带正电的空穴之处,因此也叫中立点[3]。
零质量意味着零带隙,这会严重影响石墨烯

在电子学上的应用。用其制成的场效应晶体管

(FET)的通断不能通过栅极控制,使其无法被应

用到现今的电子工业中。具有理想高开关比的场

效应晶体管需要在室温下有可观的带隙,例如硅

具有约1.12eV的带隙(300K)。因此人们特别关

注:如何在室温下打开一个可观的带隙,同时又不

破坏石墨烯本身优异的电学性质,从而能利用石

墨烯制成超越硅的具有更低能耗、更高速度的电

子元件[4]。
为了产生带隙,人们提出很多方案,下面列举

一种作为示例[5]。针对跃迁强度t引入调整,即
一个复标量背景场Δr  ,使之诱导出一个δtr,i

δtr,i= -
1
3 Δr  e

iK+·sieiG·r +Δ* r  e
-iK+·sie-iG·r  ,

G=K+-K- (14)
在此修正下哈密顿量被修改为

H =-∑
r∈A
∑
3

i=1
t+δtr,i  [a†r  br+si  +

b†r+si  ar  ] (15)
相应的矩阵形式被修改为

H =Ψ†  Ψ=Ψ† αi+gβφRe -iγ5φIm    Ψ,
i=1,2 (16)

其中 为

 =

0 -2i∂z Δr  0
-2i∂􀭵z 0 0 Δr  
Δ* r  0 0 2i∂z

0 Δ* r  2i∂􀭵z 0

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

(17)
其中,Δr  =gφ,g 是耦合强度,描述Δr  的量

纲。φ=φRe+φIm 是复标量,φRe 和φIm 分别是实部

和虚部。φ亦可通过模长和相位表达,φ=|φ|ei
χ。

由式(16)可导出能级方程

αipi+gβφRe -iγ5φIm    Ψ=EΨ (18)
χ 可以通过φ 的规范变换去除掉

χ→χ'=χ+2ω, Ψ→Ψ'=e
iωγ5Ψ (19)

因此式(16)就可导致一个有质量的狄拉克方程

γa∂a +igφ  Ψ'=0 (20)
其中,ig|φ|是诱导出的质量。这就导致色散关系

中出现了质量

εp  =± p2+ Δ 2 (21)
也就意味着导带和价带之 间 产 生 了 所 需 要 的

能隙。
石墨烯的蜂窝六角晶格可以导出狄拉克方
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程,这相当于建立起一种“量子电动力学”。这种

新体系具有众多优点,参后文“石墨烯的各种新奇

性质”。
1.2 蜂窝状晶格暨霍尔丹(Haldane)模型(两带

模型算例一)
  下面的运算可作为式(1)两带模型的第一个

具体算例。读者需要注意的是紧束缚模型及自旋

轨道耦合的表达方式和处理办法。
1988年霍尔丹通过交错磁通的蜂窝状晶格提

出一个无自旋的理论模型[6],如图5所示,以期实现

零磁场下的量子霍尔效应(即量子反常霍尔效应)。

图5 霍尔丹模型为蜂窝状晶格结构。以实线为边界,以
“ ”为中心的最小正六边形是维格纳 赛茨(Wigner-Seitz)
晶胞。虚线连接次紧邻格点,箭头标记具有正相位的跃迁

方向,对应于哈密顿量中取νij=+1。区域a、b中有大小

相等、方向相反的周期性磁通

霍尔丹模型是在石墨烯晶格中加入周期性磁

通以破缺掉时间反演对称性,同时保持系统总磁

通为零。实空间中的哈密顿量为

H =t1∑
<ij>

c†icj +t2∑
<<ij>>
e
ivijϕc†icj +M∑

i
ξic†ici

(22)
其中

H1=t1∑
<ij>

c†icj +h.c.

H2=t2∑
<<ij>>
e
ivijϕc†icj +h.c.

H3=M∑
i
ξic†ici

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(23)

<ij>和<<ij>>分别代表最近邻和次近邻跃迁,c†i
和ci 为格点i处的产生、湮灭算符。ξi=±1表示

交错在位能的符号,对 A 晶格取+M,对 B 取

-M。周期性磁通起到整数量子霍尔效应中的外

磁场的作用,使得跃迁参数带上相位

expi
e
❋∫L

A·dr􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (24)

其中,积分路径L 沿跃迁的路径,这里取为直线。
上述 操 作 称 为 佩 尔 斯(Peierls)替 换(substitu-
tion)[7]。取合适的A r  可以使积累的总相位为

跃迁路径所包围的磁通。
分别用ai 和bi 表示子晶格A 和B 中i处的

湮灭算符,a†
i 和b†i 表示产生算符。利用傅里叶变

换将实空间哈密顿变到动量空间,有

ai

bi  = 1
N∑k e

ik·r ak

bk  , a†
i

b†i  
=
1
N∑k e

-ik·r a†
k

b†k  (25)

其中,N 指原胞的个数,k= kx,ky  是动量空间

的二维波矢,r 是格点所处的位置。以下对最近

邻和次近邻两种情况进行详细讨论,计算时采用

图5中的原胞取法。
••

 

最近邻跃迁:
发生在同一原胞内的两个格点之间,跃迁路径

为一个完整的原胞,所以t1 不受影响,即不会

携带额外的相位因子

H1=t1∑
<ij>

c†icj +h.c.

=t1∑
i

a†
i bi+h.c.)

=t1
1
N∑ra,rb∑k,k'

[a†
ke

-ik·rabk'e
-ik'·rb +h.c.]

(26)
ra 和rb 分别是同一原胞内A、B 格点的位置矢

量,二者由􀱆j 联系,j=1,2,3
ra =rb +􀱆j, j=1,2,3 (27)

从而

H1=t1
1
N∑rb ∑k,k'

[a†k∑
3

j=1
e

-ik·(rb+􀱆j)bk'e
ik'·rb+h.c.]

=t1
1
N∑rb ∑k,k'

a†
k e

-i(k-k')·rb∑
3

j=1
e

-ik·􀱆jbk'+h.c.

(28)
利用正交关系

1
N∑rb

e
-i(k-k')·rb =δk,k' (29)

式(28)可化为

H1=t1∑
k,k'

a†
k ∑

3

j=1
e

-ik·􀱆jbk'δk,k' +h.c.]

=t1∑
k

a†
k ∑

3

j=1
e

-ik·􀱆jbk +h.c.] (30)

将上式写为矩阵形式,同时取基矢量

ψ=
ak

bk  ψ†= a†
k,b†k  (31)

有
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H1=t1∑
k
∑
3

j=1
a†

k,b†k  
0 e

-ik·􀱆j

e
ik·􀱆j 0  ak

bk  
=t1∑

k
∑
3

j=1
ψ† cosk·􀱆j  σx +sink·􀱆j  σy  ψ

(32)

••
 

次近邻跃迁:
发生在相邻原胞中的同种格点,彼此由sj 相联系,

j=1,2,3。所以包围的总磁通不为零,使得跃迁参

数变为t2e
iνijϕ。其中νij=

2
3  di×dj  z=±1,

而di,dj 是次近邻跃迁所经过的两条边对应的

单位矢量。当di×dj 的方向垂直纸面向里时,

νij=+1;反之,νij=-1。从结果上看,跃迁路

径为顺时针时νij=+1,逆时针νij=-1。ϕ=
2π
Φ0
2Φa+Φb  ,Φa 和Φb 为通过图5中区域a

和b的磁通,Φ0=
h
e

为磁通量子。

H2=t2∑
<<ij>>
e
iνijϕc†icj +h.c.

=t2∑
<<ij>>

e
iνijϕ a†

iaj +b†ibj  +h.c.  

=t2∑
i
∑
3

j=1

[e-iϕa†
iai+sj +eiϕa†

iai-sj +

 eiϕb†ibi+sj +e-iϕb†ibi-sj +h.c. (33)
对上式进行傅里叶变换,使用与上文最近邻格

点相似的分析方法,可得

H2=2t2∑
k
ψ†[∑

3

j=1
cosϕcos(k·sj)  I+

∑
3

j=1
sinϕsin(k·sj)σz  ]ψ (34)

以及

H3=M∑
i
a†

iai-M∑
i
b†ibi

=M∑
i

a†
iai-b†ibi  =M∑

i
ψ†σzψ

(35)

••
 

最 后,综 合 最 近 邻、次 近 邻 相 互 作 用 即

式(32)、式(34)、式(35),就得到动量空间的

哈密顿量

Hm =∑
k
ψ†εk  I+h·σ  ψ (36)

式中的矩阵部分是哈密顿的核即单粒子哈密

顿量,恰为我们希望得到的、形如前文式(1)
的两带模型

H =εk  I+h·σ (37)
其中,h 为哈密顿矢量。ε 与h 矢量的具体

表达式是

εk  =2t2cosϕ ∑
3

j=1
cosk·sj    (38)

hx=t1∑
3

j=1
cosk·􀱆j  ,

 

hy=t1∑
3

j=1
sink·􀱆j  ,

hz =M -2t2sinϕ ∑
3

j=1
sink·sj    (39)

为清楚观察起见也可把式(38)、式(39)代入

式(37)得到 H 的整体表达式

H k  =2t2cosϕ ∑
3

j=1
cosk·sj    I+

t1 ∑
3

j=1
cosk·􀱆j  σx +sink·􀱆j  σy    +

M -2t2sinϕ ∑
3

j=1
sink·sj      σz (40)

  式(37)实现了前文式(1)的两带模型,说明两

带模型的确可从蜂窝状六角晶格得到。该模型的

哈密顿量描述的陈绝缘体(Chern
 

insulator)可实

现量子霍尔效应,关键在于时间反演对称性破缺,
其中非 平 庸 的 陈 数c 由 式(2)的 拓 扑 映 射 度

给出[8]。
关于霍尔丹模型另有如下补充信息:

••
 

两带模型的推广形式是 N 带模型:将式(36)写

成分量形式是Hm =∑
α,β

ψ*αHαβψβ,其中指标α,

β取α,β=1,2,对应的群对称性是SU 2  。将

指标范围扩大到α,β=1,2,…,N,就得到N 带

模型,相应的群对称性是SU N  。

••
 

内部拓扑非平庸的能带结构(bulkstate)对应能

隙闭合的边缘态(edge
 

state),这是量子霍尔效

应的一个显著特征,称为体 边对应。霍尔丹模

型的体态具有非平庸陈数c=±1,因此具有一

支能隙闭合的边缘态,如图6所示。

1.3 石墨烯的各种新奇性质

••
 

在石墨烯的“新量子电动力学(QED)”体系中,
等效速度vF 具有和光速c 同等的地位,vF 在

数值上是
1
300c

。这意味着一种“低速的QED”,

那么要观察到类似真实QED的现象,难度就大

大降低。典型例子包括势垒穿透(Klein佯谬)
和抖动效应(Zitterbewegung),它们在粒子物理

中很难观测到。
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图6 霍尔丹模型的无能隙边缘态。参数为:

t1=1,t2=
1
3
,φ=

π
2
,M=1。

势垒穿透指相对论性的粒子可以穿过任意高度

和宽度的势垒。理论上预期,此实验在石墨烯

中会很容易进行。其中的相对论效果表现在:
充分高的势垒对电子是排斥作用,而对正电子

则为吸引作用,从而势垒内部会出现正电子态。
这反映出非相对论和相对论量子力学的区别①。
抖动效应这一特殊运动方式发生在电子(正能

态)波包和正电子(负能态)波包的交界上②。通

常“抖动”发生得非常快,不可能观察到;但是在

固体中,“反粒子”是空穴,它是电子留下的空

位。所以当狄拉克费米子在石墨烯中被禁闭住

的时候,抖动效应可以解释为电子和空穴态的

混合。在石墨烯中,由于狄拉克费米子的康普

顿波长是纳米量级,在高分辨率显微镜下它可

能将抖动效应表现出来。
••

 

相对于真实自旋,由“赝”自旋诱导的效应更加

明显。在石墨烯的QED中也可以引进“手征”,
它形式上是σ 在运动方向k 上的投影。对电子

而言,投影为“+”;对空穴而言,投影为“-”。
电子态和空穴态起源于相同子晶格,其间联系

错综复杂,必须用手征描述。
••

 

石墨烯中的手征量子霍尔效应是整数量子霍尔

效应的相对论推广;既不是标准的整数量子霍

尔效应,又不是新的分数量子霍尔效应。其反

常序列被理解为:产生于有磁场存在时的石墨

烯电子谱的量子电动力学,公式为

EN =±vF 2e❋BN (41)
其中,±分别指电子和空穴。在E=0处出现的

量子化能级既有电子的也有空穴的;那些能级

的存在可作为理论根据解释量子反常霍尔效应

的序列。
••

 

双层石墨烯中同样会出现量子反常霍尔效应,

在狄拉克点附近体现金属性。哈密顿量为

H =-
❋2

2m
0 kx -iky  2

kx +iky  2 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁

(42)

••
 

与单层石墨烯的狄拉克方程相比较,上式将狄

拉克型非对角结构和非相对论量子力学的薛定

谔项p̂2

2m
结合起来。这种有质量狄拉克费米子

的朗道量子化写作

EN =±❋ω N(N-1) (43)
其中,ω 为回旋频率。值得注意的是,双层石墨

烯的电子能带结构对电场效应异常敏感、反应

特别显著。如果使用SiO2 提供电介质导带、价
带之间的能隙ΔE,它可以连续地从0变到约

0.3eV。

••
 

在石墨烯中,当掺杂密度n 高达1012cm-2 并且

器件同时电掺杂和化学掺杂时,电子迁移率μ
都能够保持较高的取值。这一点使得在石墨烯

中有望形成室温条件下亚微米尺度(0.3μm)的
“弹道输运”(ballistic

 

transport,即载流子的大

批量输运)。

••
 

光学性质:石墨烯独特的单原子层具有惊人的

不透光性。实验表明,它能吸收πα=2.3%的

白光,其中α=
e2
❋c=

1
137

是精细结构常数。

••
 

热学性质:石墨烯在室温下的热传导率可达到

4.84±0.44  ×103~ 5.30±0.48  ×103W·

m-1·K-1。用不同方法测定的值都超过了碳

纳米管或钻石。
石墨烯有三个声学支,即三个声子模式。其中

两个为二维面内模式,是线性色散关系(相对论

性);剩下一个为二维面外模式,色散关系是二

次即非相对论性的。因此,前两个面内模式的
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①

②

在非相对论量子力学中测不准原理只限制到“不能同时测量

电子的位置和动量”;但在量子力学中甚至完全不能测量电

子的位置,任何精度都不行。因为一旦测量(某种意义设置

了一个势垒)就将从真空中制造出若干电子 正电子对。这会

导致无法分辨何者为电子,何者为新产生的电子。
“抖动”的产生是由于相对论性粒子的波函数不可能被限制在

一个小于其量子电动力学特征尺度即康普顿波长的空间里。
为解释这一点,狄拉克引入了负能态的概念(负能态后来被

解释为反粒子)。在相对论速度下运动的电子能够孕育出它

自己的反粒子,而它和自己反粒子之间的相互作用使得电子

的运动路径发生抖动。
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T2 型热传导贡献在低温下被T
3
2型的面外模式

盖过。
石墨烯的弹道热传导是各向异性的。

••
 

力学性质:利用原子力显微镜(AFM)可以测出

悬浮的石墨烯面的弹性常数。测量结果表明弹

性常数的数量级是1.5N·m-1,而杨氏模量达

到了0.5TPa。这些值都高于三维石墨,因此石

墨烯非常结实,可以用来制造压力传感器(pres-
sure

 

sensors)和共振仪(resonators)等。
近年来以碳的同族元素以及相邻元素生成的

二维烯晶格结构也取得了令人瞩目的进展。北航

中科院物理所 澳大利亚卧龙岗大学联合课题组

在实验上获得突破,首次生长出了硅烯、锗烯和硼

烯等具有半金属/金属性的二维烯量子功能材料,
观察到由层间转角引起的范霍夫奇点(van

 

Hove
 

singularities)等量子特征,为精准调节二维烯的电

子态密度提供了简单易行的方法。新材料具有化

学稳定性好、电子态可调以及强层间相互作用等

特点,有望成为一个新的量子材料研究领域[9,10]。
石墨烯成为了现代科技发展的一种重要的二

维纳米材料,有着优异的光学、力学、电学性质,甚
至对量子科技的研发也会有所帮助。在生物医

药、能源加工、环境生态方面也有望做出大的贡

献,被认为是一种革命性的材料。

2 拓扑绝缘体

拓扑绝缘体的思想最初始自量子自旋霍尔效

应。但随着理论的不断发展,现已拓展为一个十

分宽泛的概念,受到对称性保护的拓扑态都可以

泛称为拓扑绝缘体。它与普通绝缘体的不同之处

在于能带结构:普通绝缘体的能带结构包括填满

电子的价带与未填满的导带,以及居于二者之间

的能隙。对于不同种材料其能隙宽度不同,导致

不同性质;拓扑绝缘体是一种处于量子物质状态

的材料,其体内是绝缘态,边界是导体态。对一维

拓扑绝缘体而言,能隙闭合,形成通路;二维拓扑

绝缘体的边缘是一维的线,在该处能隙闭合,具有

导电性;三维拓扑绝缘体的边缘是二维的面,在该

处能隙闭合,具有导电性。
拓扑绝缘体的独特电子特性为制做室温下的

低能耗自旋电子器件提供了可能性,使之成为电

子技术发展的重要推动力量。寻找新型的具有大

带隙(体内电子态)、高化学惰性、高热稳定性的强

拓扑绝缘体是材料领域的重要问题之一。预测和

探索基于自旋轨道相互作用的拓扑绝缘电子相成

为凝聚态物理的一个全新领域。
2.1 历史进程

首个 二 维 拓 扑 绝 缘 体 的 理 论 模 型 是 凯 恩

(Kane)和迈乐(Mele)所预言的ZZ2 绝缘体[11,12],
其拓扑性由ZZ2 不变量表征:ZZ2=1对应拓扑绝缘

体,ZZ2=0对应普通绝缘体。但实验上未能用石

墨烯首先实现拓扑绝缘体,是因为碳是轻元素,其
自旋轨道相互作用较弱,能隙不够大。于是人们

尝试在重元素中去寻找量子自旋霍尔绝缘体材

料。2006年张首晟等人选择HgTe量子势阱结构

来实现拓扑绝缘体[13],原理是:在无外磁场情况

下,自旋不同的电子会分别沿边界向不同的方向

传播并成对出现,从而产生量子自旋霍尔效应,如
图7所示;一旦加上强磁场,时间反演对称性就会

破坏,量子自旋霍尔效应也将消失。

图7 量子自旋霍尔效应绝缘体(a)与普通绝缘体的分界

面。(b)石墨稀模型中分散的边缘态,自旋向上和向下的

电子沿相反方向传播。其中EF 是费米(Fermi)能级

实验上的突破发生在2013年。清华大学薛

其坤组对Cr0.15(Bi0.1Sb0.9)1.85Te3 进行深入研究,
最终观测到量子反常霍尔效应[14]。此成果是凝

聚态物理领域的重大突破,有望推动新一代低能

耗晶体管和电子学器件的发展,加速推进信息技

术革命。
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2.2 方晶格中的量子反常霍尔效应(两带模型算

例二)
  本节将为两带模型式(1)提供第二个示例。
读者需要注意的是紧束缚模型以及自旋轨道耦合

的表达方式和处理办法。
正方 晶 格 有 两 个 互 相 垂 直 的 基 矢,a1=

0,1  l,a2= 1,0  l,为了计算方便取晶格常数

l=1,如图8所示。

图8 二维正方晶格,基矢a1=(0,1)l和a2=(1,0)l
互相垂直。晶格常数l=1

考虑自旋轨道耦合和极化,在该模型中建立哈密

顿量[15]

H =

∑
n

c†n
σz -iσx

2 cn+a1 +c†n
σz -iσy

2 cn+a2 +h.c.􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

m∑
n
c†nσzcn (44)

其中,σx 和σy 项代表自旋轨道耦合,σz 项代表铁

磁极化,c† 和c分别为产生、湮灭算符。m 是在位

能(on-site
 

energy),所起的作用是在能带结构中

打开能隙。利用傅里叶变换

cn =
1
N∑k ckeik·r, c†n =

1
N∑k c†ke-ik·r

(45)
式(44)在动量空间变为

H =
1
N∑k,k'c

†
ke

-ik·rnσz -iσx

2 ck'e
ik'·(rn+a1)+h.c.􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

1
N∑k,k' c†ke

-ik·rnσz -iσy

2 ck'e
ik'·(rn+a2)+h.c.􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

m 1
N∑k,k'c

†
ke

-ik·rnσzck'e
ik'·rn (46)

注意k·a1=kx,k·a2=ky,并利用式(29)有

H =∑
k,k' c†k

σz -iσx

2 cke
ik·a1 +

c†k
σz -iσy

2 cke
ik·a2 +h.c. +mc†kσzck

=∑
k
c†k[sinkxσx +sinkyσy +

m+coskx +cosky  σz]ck (47)

从中读出单粒子哈密顿量

h= sinkx  σx + sinky  σy +
m+coskx +cosky  σz (48)

和式(1)相比,上式就是一个两带模型,当中ε=0。
可读出三维哈密顿矢量h= hx,hy,hz  

hx =sinkx

hy =sinky

hz =m+coskx +cosky

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (49)

诱导出的运动方程,即欧拉 拉格朗日(Euler-La-
grangian)方程是

hΨ=EΨ,

即 h·σ  Ψ=
hz hx -ihy

hx +ihy -hz  Ψ=EΨ

(50)
将上式视为本征值方程,可以解出能量本征值和

本征态为

E±=± h

Ψ=
hx -ihy

-hz ± h  
模长为 Ψ = 2h (h ∓hz)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(51)

将式(48)代入上式可算出能量本征值

E±

=± h

= ± sinkx  2+ sinky  2+m+coskx +cosky  2

(52)

  当m 取某些特定值时导带、价带闭合,能隙

为 零。这 些 点 称 为 狄 拉 克 点,共 有 四 个:

kx,ky,m  = 0,0,-2  , 0,π,0  , π,0,0  ,

π,π,2  ,参看图9。在狄拉克点之外的其他情况

下,能隙始终打开,系统处于绝缘态。由于hz 中含

有常数项m,时间反演对称性破缺,因此这个模型

描述的是量子反常霍尔效应[17]。以(kx,ky,m)=
0,0,-2  为例,当m 趋于-2时,可在(kx,ky)=
(0,0)附近将哈密顿量展开为(2+1)维有质量项

的狄拉克方程

h=kxσx +kyσy + m+2  σz

=
m+2 kx -iky

kx +iky -m-2  (53)

其他三个狄拉克点可做类似展开。如前文“石墨

烯”一节所指出,质量项的出现意味着能隙的出

现,而非零能隙是电子学对材料的核心要求。
进一步可由式(2)得到此模型下霍尔电导σxy=
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图9 方晶格的能带结构

(a)当m=-2时,能隙在(kx,ky)=(0,0)处闭合;(b)当m=0时,能隙在(kx,ky)=(0,π)和(kx,ky)=(π,0)处闭合;(c)当m=2时,能隙

在(kx,ky)=(π,π)处闭合。除狄拉克点之外的其他位置,两个能带之间始终存在有限大小的能隙,系统处于绝缘态

ν
e2

h
的填充因子ν,即陈数或拓扑映射度c

c=
0, m >2或m <-2
-1, 0<m <2
+1, -2<m <0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (54)

kx,ky  = 0,0  ,0,π  ,π,0  ,π,π  是轮胎面

T2 上的点,而陈数的被积区域又包含这些点,这
导致m=0,±2时c的取值出现奇异性,在数值模

拟中表现为跳跃奇点,如图10所示。

图10 陈数c随着m 变化而变化的数值模拟:m=0,

±2时具有奇异性

笔者的工作[16,17]进一步指出:单极拓扑激发

出现在 h =0即h=0处:而半子激发(meron)
发生在hx=hy=0而hz≠0处,即 h =hz≠0。

2.3 关于边缘态的讨论

如前所述,拓扑绝缘体在内部具有较大能隙,
处于绝缘态;此时若能带具有非平庸拓扑,则对应

有能隙闭合的边缘态,即所谓的体 边对应。在上

述方晶格模型中,当-2<m<0或0<m<2时,
价带和导带之间打开能隙,且导带具有非零陈数

c=±1,表明有一支能隙闭合的边缘态;即在边界有

一条导电通道,由此产生的霍尔电导为σxy=±
e2

h
。

不失一般性,假设晶格在x 方向长度为L,则

x=0和x=L 处将各出现一支边缘态。由于y
方向仍具有良好的周期性,因此可定义一维傅里

叶变换

cky
(x)=

1
Ly
∑
y
cx,y  e

ikyy

c†ky
(x)=

1
Ly
∑
y
c† x,y  e

-ikyy

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(55)

其中,x,y  是格点坐标,Ly 是y 方向的周期。
哈密顿量式(44)取

H =∑
x,y c

† x,y  
σz -iσx

2 cx+1,y  +

c† x,y  
σz -iσy

2 cx,y+1  +h.c. +

m∑
n
c† x,y  σzcx,y  (56)

对y 方向做傅里叶变换有

H

=
1
Ly
∑

x,ky,k'y
 c†ky x  e

-ikyyσz -iσx

2 ck'y x+1  e
ik'yy +

h.c. +

1
Ly
∑

x,ky
,k'y
 c†ky

x  e
-ikyyσz -iσy

2 ck'y
x  e

ik'yy +

h.c. +m 1
Ly
∑

x,ky
,k'y

c†ky
x  e

-ikyyσzck'y
x  e

ik'yy

=∑
x,ky
 c†ky

x  
σz -iσx

2 cky
x+1  +h.c. +

∑
x,ky

c†ky
x  sinkyσy + m+cosky  σz  cky

x  

(57)
至此哈密顿量可视为一维紧束缚链模型。以ψT=
cky
(1),cky

(2),…,cky
(N)  T,x=1,2,…,N 为
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基矢,有 H=ψ†hψ。其中单粒子哈密顿量为

h=

A B 0 0 … 0 0
B† A B 0 … 0 0
0 B† A B … 0 0
0 0 B† A … 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
0 0 0 0 0 A B
0 0 0 0 0 B† A

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

(58)

其中,A=sinkyσy+ m+cosky  σz,B=-
i
2σx+

1
2σz。利用数值模拟方法可得能带结构,如图11

所示。图中具有两支能隙闭合态,位于x=0和

x=L 两边界处。

图11 模型(44)的能带结构

(a)
 

模型式(44)所描述的模型的体态(Bulk)具有较大能隙,处于

绝缘态;
 

(b)
 

边界具有能隙闭合的边缘态,位于x=0和x=L 两

边界处。参数m=-1.5

材料领域近年来的一个重要方向是高陈数磁

性拓扑材料的量子霍尔效应。已知霍尔电导σxy=

ν
e2

h
,ν是填充因子,拓扑意义是陈数。纵向电阻

为零,表明电子在传输过程中没有耗散;但与正常

金属电 极 之 间 仍 存 在 接 触 电 阻,其 最 小 值 为

h
νe2

[18,19]

。显然ν越大,电导σxy 越大,接触电阻越

小,因此制造高陈数拓扑器件具有极高的理论和实

用价值。北京大学王健课题组近期在研究上取得了

突破,在MnBi2Te4 器件中发现了非朗道能级引起的

高陈数和高温量子霍尔效应,在液氦温度以上观测

到具有多个无耗散手性边界态的陈绝缘体态[20]。
人们期待实现室温下的陈绝缘体态或量子反

常霍尔效应,在真正意义上构筑无能量耗散的信

息高速公路。
2.4 三维拓扑绝缘体

三维拓扑绝缘体领域也取得了重要的进展。
2006年三个课题组独立发现三维的量子自旋霍

尔绝缘体具有自然一般化的拓扑特性[21-23],首次

用“拓扑绝缘体”这个词来描述该电子态[22];付亮

等人建立起三维体拓扑序与独特的二维导电表面

态之间的联系,随后预言在一些真实的物质中会

存在这种电子态[21]。
实验上,2008年报告了第一款三维拓扑绝缘

体Bix-1Sbx 的发现过程[24]。利用角分辨光电子

能谱(ARPES)测定了它的表面能带图谱,发现其

表面结构比较复杂且能隙较小[25]这促使人们寻

找有大能隙和简单表面光谱结构的第二代三维拓

扑绝缘体材料。同年,实验分析和理论计算表明

Bi2Se3 亦是一款三维拓扑绝缘体,其表面有单独

的狄拉克锥[26]。与此同时,中科院物理所/北京

凝聚态国家实验室 斯坦福大学联合课题组合作

完成了相应的理论工作,指出不仅Bi2Se3,类似的

Bi2Te3 和 Sb2Te3 也 是 三 维 拓 扑 绝 缘 体,并 且

Bi2Se3 系列更可能在实验中成为比Bix-1Sbx 更好

的参考材料[27]。
Bi2Se3 族的非平庸拓扑性来自不同宇称的两

轨道之间的能带反转,由Bi和Se中较强的自旋

轨道 耦 合 导 致。需 要 说 明,Bi2Se3、Bi2Te3 和

Sb2Te3 只在Γ 点处有能带反转,因而是较强的拓

扑绝缘体。这里“强”和“弱”只是理论上的一种区

分,并不代表实际应用中电流的强弱。实际上,弱
拓扑绝缘体是二维拓扑绝缘体沿层间方向的叠

加,本质上仍是二维拓扑绝缘体。其上的自旋电

流被限制在材料的侧表面并沿一个方向传播,电
流和自旋的方向锁定,保证它不会被非磁性的杂

质散射,因此不会出现能量损耗,非常适合于自旋

电子学器件。而强拓扑绝缘体在任意表面都具有

自旋分辨的狄拉克锥,会产生各个方向的自旋电

流;其中一部分会发生散射,造成能量损耗。如果

材料表面态只包含一个狄拉克锥,则被称为最简
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单的强拓扑绝缘体,其简单性为理论研究提供了

很好的平台。以Bi2Se3 为例,其拓扑性质由Γ 点附

近的电子结构决定,可以构造一个以(|P1+z ,↑>,

|P2-z ,↑>,|P1+z ,↓>,|P2-z ,↓>)为基矢的有效

哈密顿量 HTI来描述系统的低能长波特性。根据
 

Bi2Se3 晶体所具有的时间反演、中心反射和关于z
轴的C3 点群对称性,当保留到k 的二次项时,可
以得到相应的 HTI

[27,28]

HTIk  =ε0 k  I+
M k  
A1kz

0
A2k+

A1kz

-M k  
A2k+

0

0
A2k-

M k  
-A1kz

A2k-

0
-A1kz

-M k  

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(59)
其中,ε0 k  =C+D1k2z+D2k2⊥,k±=kx±iky,

M k  =M-B1k2z-B2k2⊥。各个材料参数可通

过有效哈密顿量的能谱和第一性原理计算的能谱

进行参数拟合得到。在扣除常规项ε0 k  I 后相

当于一个沿z方向的单轴各向异性的四分量旋量

狄拉克模型。将式(59)对角化,可以得到
 

Bi2Se3 

在Γ 点附近的色散关系

E± k  =ε0 k  ±

A2
1(k2x +k2y )+A2

2k2z +M2(k)
(60)

其中,±分别对应导带和价带。不计常规项ε0 k  ,
式(60)是相对论性粒子的色散关系在三维空间

的推广。这里z方向的速度与xy 平面内的速度

不相等,且质量项 M k  与动量相关。通过比较

狄拉克质量 M 和B1、B2 的符号差,可判断是否

获得了拓扑绝缘体。在Bi2Se3 中 M=0.28eV,

B1=10eV·Å2,B2=56.6eV·Å2。可以看到

sgn(M/B1,2)>0,的确是拓扑绝缘体[28]。
三维拓扑绝缘体最重要的性质是存在受拓扑

保护的二维无能隙表面态。利用上面给出的有效

模型哈密顿量式(59),设z>0的半空间为拓扑绝

缘体,仿照二维拓扑绝缘体边缘态的求法,可得三

维拓扑绝缘体的二维表面态的有效哈密顿量[27,28]

Hsurf=A2σxky -σykx  (61)
其中,理论计算取A2=4.1eV·Å2,而表面态的

电子速度计算为v=
A2

❋ ≈6.2×10
5m/s。由于表

面态由二维无质量的狄拉克哈密顿量式(61)描
述,因而可形成狄拉克锥的能带结构,如图12(b)

所示,和碳单层在K 和K'谷的狄拉克锥相似。但

是拓扑绝缘体的表面态和碳单层或其他二维狄拉

克系统有重要区别:碳单层有四个狄拉克锥,来源

于自旋和能带低谷的简并。另外,纯粹的二维狄

拉克系统在保持时间反演不变下一般有偶数个狄

拉克锥,但时间反演不变的奇数个狄拉克锥只存

在于三维拓扑绝缘体的表面。具有螺旋自旋结构

的表面态是三维拓扑绝缘体的标志。拓扑绝缘体

的体态和表面态如图12所示。

图12 三维拓扑绝缘体的自旋非简并二维螺旋表面态

(a)
 

实空间示意图;
 

(b)
 

表面态能量色散的狄拉克锥,其中自旋

呈螺旋型极化,从k~-k的背散射禁止

3 拓扑半金属

半金属的概念是从能带论角度观察的产物,
如图13所示:

••
 

金属态,导带与价带完全相连,无带隙;
••

 

绝缘态,导带与价带之间带隙较大;

••
 

半导体,导带与价带带隙较小;
••

 

半金属,处于导体和半导体之间。虽无带隙,但
是导带与价带的连接不如金属态紧密,只在一

些特定位置接触。
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图13 不同材料中的电子态密度分布:纵轴是能量,横轴是

材料态密度。热平衡下,在金属和半金属中费米能级EF 位

于某能带中;在绝缘体和半导体中,费米能级处于带隙中。
(引自维基百科:https://en.wikipedia.org/wiki/Semimetal)

根据导带与价带接触位置的形态,半金属可

分为两大类:

••
 

点接触,称为点半金属:包括狄拉克半金属和外

尔(Weyl)半金属;

••
 

线接触,称为节线半金属:接触线有节线、节环

(Nodal
 

Ring)、节结(Nodal
 

Knot)等不同名称。
半金属的能带交叉简并点位于费米面上,其

电子结构可以导致非平庸的拓扑学行为。以下的

讨论详见[28]。

3.1 三种费米子:狄拉克,外尔和马约拉纳

在粒子物理标准模型中,因受洛伦兹(Lorentz)
协变性限制,只存在三种类型的费米子:

••
 

狄拉克费米子:质量非零,电荷非零;

••
 

外尔费米子:质量为零,电荷非零;

••
 

马约拉纳费米子:质量非零,电荷为零,且正粒

子同时也是自己的反粒子。
自由空间中是否存在外尔和马约拉纳费米子,在
粒子物理领域至今尚无实验确证;但在凝聚态物

理学特别是拓扑新材料领域,由于可以产生等效

的狄拉克方程、外尔方程和马约拉纳方程,就可为

研究这三类费米子提供恰当的舞台。
特别指出,上述三种费米子究其根源都是狄

拉克方程的解,之所以不同乃是源于γ-矩阵(数学

上讲是克利福德代数Cl4 CC  的元素)取了不同的

矩阵表示①。
下面先按量子电动力学(QED)惯例给出这三

个方程及其所对应的费米子,然后转到凝聚态物

理学领域研究其具体实现。

1)
 

狄拉克费米子

将狭义相对论的质能方程直接翻译到量子力

学,是克莱因 戈尔登(Klein-Gordon)方程,□φ-
χ2φ=0,其中达朗贝尔(D􀆳Alembert)算符□=

-2وسلم
1
c2
∂2t,2وسلم=̂p2

x+̂p2
y+̂p2

z,χ=
m0c
❋
。此方程的

缺点是:首先,波函数φ 是标量,无法描述电子自

旋、负能量电子(“狄拉克海”)现象;其次,这是一

个二阶方程,是非线性的,严重破坏基于线性操作

的量子力学的态叠加原理(superposition
 

princi-
ple)[29],这和非相对论的薛定谔方程情形非常不

同。为此,狄拉克“形式化地求(□-χ2)算子的平

方根”得到方程i❋∂tΨ= -i❋cα·وسلم+mc2β  Ψ。
其中α、β是李代数元素,满足β2=I 和下面即将

给出的克利福德代数要求。方程两边同时左乘β

有 -iβαi∂i+β∂4+m
c
❋  Ψ=0,其 中 x4=ict。

引进γ4=β和γi=-iβαi,i=1,2,3,并取自然单

位制❋=c=1,就得到狄拉克方程

γμ∂μ +m  Ψ=0, μ=1,2,3,4 (62)
其中γ-矩阵满足克利福德代数的要求

γμ,γν  =γμγν +γνγμ =2δμνI, μ,ν=1,2,3,4
(63)

  对γ-矩阵取不同表示将导致不同的费米子

解。取狄拉克表示将导致狄拉克费米子

αi=
0 σi

σi 0  , β=
I 0
0 -I  ,

γ4=β,γi=-iβαi=
0 -iσi

iσi 0  , i=1,2,3

(64)
波函数Ψ是四分量旋量,分别代表狄拉克费米子

的4重态:正粒子自旋上,正粒子自旋下,反粒子

自旋上,反粒子自旋下。正粒子和反粒子处于叠

加态,不容易分开。
2)

 

外尔费米子

对γ-矩阵取外尔表示(手征表示)

γ4=
0 I
I 0  , γi=

0 σi

-σi 0  = 0 σi

􀭰σi 0  ,
i=1,2,3;􀭰σi= -σi (65)

则 狄 拉 克 方 程 成 为 γμ∂μ+m  Ψ =
m ∂4+σi∂i

∂4+􀭰σi∂i m  Ψ=0。外尔指出,若考虑

481

① 这里需要解释:物理规律反映现实世界,用不同数学工具的表

达之下呈现不同的样貌。用分析工具处理,就是微分方程;
用代数工具,就是某种代数关系(比如某种对易关系)。在代

数语境下求某种代数的表示,就相当于在分析的语境下求解

微分方程。这就不难理解,对γ-矩阵取不同的表示,意味着

讨论不同类型解的性质。
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m=0即无质量费米子情况,方程中的矩阵就变成

完全非对角(即对角元为零),有

0 ∂4+σi∂i
∂4+􀭰σi∂i 0  Ψ+

Ψ-  =
∂4+σi∂i  Ψ-

∂4+􀭰σi∂i  Ψ+

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 =0,

Ψ=
Ψ+

Ψ-   (66)
Ψ±是两分量的泡利旋量。从而原来的4维解分

成了两个2维子空间①,即外尔方程

右手:σμ∂μΨ-=0;左手:􀭰σμ∂μΨ-=0,􀭰σμ = -σi,I  
(67)

其中,Ψ±称为外尔费米子,描述静质量为0、自旋

1
2

的粒子;Ψ+对应左手征,Ψ-对应右手征。

Ψ±=
ψ±,↑

ψ±,↓  = ϕ±,1+iϕ±,2

ϕ±,3+iϕ±,4  ,
ψ±,↑,ψ±,↓∈CC;ϕ±,l∈RR, l=1,…,4

(68)
其中,ψ±,↑和ψ±,↓ 是复标量,↑↓分别代表每种

手征粒子的自旋上、下态。
3)

 

马约拉纳费米子

对γ-矩阵取马约拉纳表示

γ1=
iσ3 0
0 iσ3  , γ2=

0 -σ2

σ2 0  ,
γ3=

-iσ1 0
0 -iσ1  , γ4=

0 σ2

σ2 0    (69)
则有

iσ3∂1-iσ1∂3 -σ2∂2+σ2∂4
σ2∂2+σ2∂4 iσ3∂1-iσ1∂3  Ψ+

Ψ-  =0 

(70)
显然这个方程的解有一个新奇的性质,Ψ+=Ψ-,
也即是说对这类费米子来说,“正粒子的反粒子就

是其自身”。这类费米子称为马约拉纳费米子。
由于正、反粒子相同,所以它只有常规狄拉克

费米子(如电子)的一半自由度;从而在适当的场

合,一个电子可能被劈裂为两个马约拉纳费米子。
3.2 在凝聚态物理领域找寻外尔、马约拉纳费米

子;外尔半金属

  多年以来粒子物理实验一直未能观测到外尔

费米子,因此人们期待其他领域能够提供新的思

路和观测途径。1984年贝利(Berry)指出[30],晶
格动量空间中的能级交叉点是由贝利曲率定义的

规范场的磁单极子。其磁荷就是通过包裹该能级

交叉点的费米面的磁通量子数,而在交叉点附近

电子的低能激发就是外尔费米子,不同磁荷对应

着不同的手征性。进一步,如果找到一类特别的

金属,其低能电子激发行为可用两分量狄拉克方

程即外尔方程来描述,则这样的材料就可称为外

尔半金属。它虽然没有能隙,但仍然具有拓扑非

平庸行为,同时线性色散关系具有相对论性电子

体系的特征。外尔半金属中的低能激发是外尔费

米子,有两个重要性质:手征反常和负磁致电阻。
零质量狄拉克费米子可当成一对手征相反的

外尔费米子的叠加,狄拉克情形可以破缺(塌缩)
到外尔情形,如图14所示。外尔半金属的能带结

构中存 在 导 带 与 价 带 的 交 点,称 为 外 尔 节 点

(node)或外尔点,是由能级的偶然简并所形成。
与二维的碳单层有所不同,在三维空间中,外尔点

属于一种非常稳定的拓扑结构,不会因为受到微扰

而打开能隙。外尔点一般位于费米面上,费米面缩

小为费米点,能隙为零,具有线性色散关系。但其

表面能带结构的费米面不闭合,是开放的一段弧

线,称为费米弧(arc),相当于连接两个手征相反的

外尔点在表面的投影如图14(b)。其中选择K0 为

截面是为了制造边界,费米弧只存在于边界上。

图14 狄拉克半金属与外尔半金属的能带结构示意图

(a)
 

狄拉克半金属;
 

(b)
 

对称性破缺,变为磁性或非磁性外尔半金属

理论计算表明,烧绿石结构的铱氧化物如

Y2Ir2O7 和铁磁尖晶石 HgCr2Se4 可能是磁性外

尔半金属[31,32]:时间反演对称性破缺,空间反射对

称性保持,从而手征相反的外尔费米子不再重叠。
理论上,二者均可用三维空间中的两带模型描述,
其哈密顿量为[33]

H =-∑
k

[2tx coskx -cosk0  +

m 2-cosky -coskz  ]σx +2tysinkyσy +
2tzsinkzσz (71)

581

① 一般物理上取时空为赝欧的闵可夫斯基(Minkowski)空间,那
么狄拉克方程的符号差(signature)是 1,1,1,-1  ,群对称性

是SO 3,1  。为看清本质,可进一步简化问题,考虑SO 4  。
从群论角度看 SO 4  有直和分解 SO 4  =SU 2  + 􀱇

SU 2  -,其中SU 2  ±是两个SU 2  子空间。这一事实

和外尔的分解思想相容。
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其中,σ 按照角动量变换,因此哈密顿量对空间反

射不变,但保持时间反演对称性。k=±k0̂x 是能

隙关闭的节点,来源于拓扑性。当E=0(即能隙

为0)时,由两带模型

H =h·σ=hxσx +hyσy +hzσz (72)

可知三维拓扑奇点发生在|h|= h2
x+h2

y+h2
z =

0处,即hx=hy=hz=0。可解出

kx =±k0, ky =kz =0 (73)
此即上文所提到的成对的外尔节点,如图15所

示。外尔点具有较强的稳定性,可以受扰而移动,
但无法通过引入质量项或微扰打开能隙。当两个

外尔点相遇时,将形成一个需要晶体对称性保护

的狄拉克点。可以说,当一个左手和一个右手外

尔点在动量空间重合时,就会“还原”为一个三维

狄拉克点,所组成的材料即狄拉克半金属。

图15 模型(71)在体态具有一对外尔节点。参数为:

tx=ty
 =tz=1,m=1.5,k0=

π
2

将式(71)在外尔点附近展开,可以得到

H±=vxp±,xσx +vyp±,yσy +vzp±,zσz (74)
其中 vx =2txsink0,vy,z = -2ty,z,p± =
±kx∓k0,ky,kz  ,以及|p±|≪k0。相应的色散

关系为

E2=v2
xp2

±,x +v2
yp2

±,y +v2
zp2

±,z (75)
上述结果完全等效于粒子物理中的外尔方程

H±
w =±cp·σ (76)

描写无质量但有手征性的费米子。粒子速度􀱆=
±cσ 与自旋同向或反向。在三维晶格模型中,外
尔点总是按照左手或者右手成对出现,分别对应

于哈密顿量中的±号。
一般地,在外尔点附近哈密顿量可以写成粒

子物理中外尔费米子的更一般形式

H W =∑
ij

❋kivijσj (77)

其中,vij 是带有速度量纲的3×3矩阵,ki 是相对

于外尔点的动量,σi 是泡利矩阵。外尔点由手征

量子数χ=sgn[det(vij)]表征。其物理意义是在

Bloch能带中电子所感受到的等效的矢量势(贝利

联络)A k  =i<u(k)|وسلمk|u(k)>,相应的场强

(Berry曲率)为B k  =وسلمk×A k  。可以证明手

征指数与场强之间的关系为

χ=
1
2π∮FS

B k  ·dSk  (78)

该积分区域是包围外尔点的任何费米面,面元

dSk  的指向定义为离开占据态的方向,B k  相

当于动量空间中的磁场。上式显示:一个外尔点

的行为就像动量空间中的磁单极,其磁荷就等于

它的手征量。
3.3 节线(Nodal

 

line)半金属

节线半金属在2011年由首次提出[34],特点是

在三维动量空间中,价带和导带接触的部分不是

孤立的零维点,而是连续的一维曲线,如图16(a)
所示。其存在受对称性保护;相应地,存在受拓扑

保护的、平坦的二维“鼓面”状表面态,后者具有异

常大的表面态密度。由于对称性破缺,节线处的

能隙会完全打开,或变成独立的能带简并点。节

线在布里渊区内可以形成多种拓扑结构,如简单

的独立闭环,多个环相互交叠、嵌套形成的链环

等,如图16(b)所示。

图16 节线半金属能带结构示意图

(a)
 

节线半金属中,相邻两个能带的闭合部分是连续的一维曲线;
 

(b)
 

节线在布里渊区形成复杂的拓扑结构:(ⅰ)圆环;(ⅱ)霍普夫

链环;(ⅲ)点接触的两个圆环;(ⅳ)三叶结

2017年,中科院物理所 北理工 日本东京大

学联合课题组利用高分辨ARPES测量结合理论

计算,发现单层Cu2Si薄膜中存在节线半金属费

米子[35]。该结果不仅将节线半金属的概念由三

维拓展至二维,同时为实现纳米尺度的新型拓扑

量子器件提供了一种新的可能途径。此外,已有

论文预言Cu2Ge、Fe2Ge和Fe2Sn二维体系能够

稳定存在[36]。Cu2Ge基态下展现无磁的特性,在
镜面对称性的保护下出现节线;但自旋轨道耦合

作用会导致其打开能隙,节线消失。铁原子能够

赋予体系铁磁性,破缺时间反演对称性;即使存在

自旋轨道耦合作用,Fe2Sn体系中节线也能稳定

681
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存在,并受镜面对称性的保护。因此 Fe2Ge和

Fe2Sn单层拓扑结构有望成为未来自旋电子学器

件的候选者。

图17 模型式(79)中的节线为两个圆环,二者的相对位置随m0 的改变发生变化

(a)
 

m0=3.2,互相分离;
 

(b)
 

临界点m0=3.0,点接触;
 

(c)
 

m0=2.5,互相嵌套,形成霍普夫(Hopf)链环

以下给出一些理论方面的讨论。节线由相邻

的两个能带接触形成,故可在两带模型式(1)的框

架下研究[37]。为简单起见取ε=0,同时PT对称性

要求h2=0,因此能量本征值为E±= h21+h23。
此时节线由方程E=0即h1=h3=0给出。考虑

哈密顿量[37]

H = 2sinkxsinkz +sinky ∑
i=x,y,z

coski-m0    σx +

sin2kx +sin2ky -sin2kz - ∑
i=x,y,z

coski-m0  2  σz

(79)
该模型中的节线为两个圆环,分别满足

ky =kz, sinkx =m0- ∑
i=x,y,z

coski (80)

ky = -kz, sinkx = ∑
i=x,y,z

coski-m0 (81)

二者的相对位置随m0 的改变发生变化,如图17
所示。当m0=2.5时该模型具有的平坦二维“鼓
面”状表面态[37]。

4 结语

本专题的目的是为学有余力的本科生和低年

级研究生搭建一座桥梁,连接起大学物理和当前

低维拓扑新材料研究的前沿,帮助其进入量子霍

尔效应这个凝聚态物理的热点方向。我们鼓励学

生灵活运用学过的电动力学、量子力学、固体物理

知识,拓宽视野,探索课堂以外的新领域。
本文是专题的第二篇。第一部分从石墨烯晶

格结构中导出了(2+1)维狄拉克方程,相当于建

立起一种低速“量子电动力学”。真实粒子物理中

不易观测到的现象(如势垒穿透、抖动效应等)在

该体系下的观测难度就会大大降低。在石墨烯晶

格中加入周期性磁通,时间反演对称性发生破缺,
即可实现量子反常霍尔效应。此外,石墨烯具有

良好的热学、光学、力学性质,有望成为新的量子

材料研究领域。理论基础方面,在蜂窝状六角晶

格中推导出第一篇中给出的两带模型,这提供了

该模型的第一个范例。
第二部分在方晶格中导出了两带模型,给出

第二个范例。过程中展示了内部具有能隙、但拓

扑非平庸的能带结构所导致的无能隙边缘态,从
而帮助读者加深对量子反常霍尔效应的理解。其

中自旋轨道耦合的写法、紧束缚模型的处理、傅里

叶变换、边缘态的计算等都值得关注。这部分最

后一节简述了三维拓扑绝缘体。
第三部分介绍了拓扑半金属。首先是分类:

狄拉克半金属、外尔半金属、节线半金属。其中狄

拉克半金属可通过破缺对称性得到外尔半金属。
与拓扑绝缘体不同,半金属在布里渊区内无能隙,
能带接触点位于费米面上,使费米面缩小为孤立

的费米点。表面态为一段开放的费米弧。如果价

带和导带的接触部分是一维的曲线,则形成节线

半金属,其表面具有二维平坦的“鼓膜”状表面态。
在本篇的行文中我们把重点放在了公式体系

的搭建上(而非文字叙述),力求按部就班,助力学

生夯实理论基础。希望本文能够帮助感兴趣的同

学进入这一凝聚态物理的热点领域。
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