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等效库仑荷分布计算方法及其应用

杨文娜 熊兆华

(北京工业大学理学部,北京 100124)

摘 要 满足平方反比率的库仑相互作用在场论中具有独特的意义,高斯定理描述了三维空间

矢量场源的属性。本文把其他类型势函数,如汤川势、谐振子势等转换为等效库仑荷

分布,由此利用三维有源场满足的高斯定理来计算空间中的场强以及其他相关物理

量。本文也专门设计了一个均匀分布汤川荷的硬球散射例题来展示这种方法的优越

性。虽然这种方法在具体计算工作量上没有显著改进,但是得到的等效库仑荷分布在

处理有体积粒子的时候会有更加清晰的物理图像。转换方法以及具体例题对拓展场

论等相关课程教学有一定借鉴意义。
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  场论是物理学中表述物理现象和规律的重要

理论。对于三维空间矢量场来说,场论主要研究

其有源无源,有旋无旋的性质,即场的散度和旋

度。描述电磁场理论的麦克斯韦方程组即可看作
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是关于电磁场的散度,旋度组成的方程组。相比

于力学的瞬时性与超距作用,场论则体现了物理

过程的局域性。除了物理概念上的革新外,相比

于力学,场论方法在研究某些过程时有明显的优

越性。在电磁学的教学中,利用描述场散度的高

斯定理,以及描述场旋度的斯托克斯定理,然后依

据系统的对称性可以求解场的强度、势等重要物

理量。这是一种非常重要的物理方法,因为实际

物理场景的很多情况都可以看作是高度对称性系

统,如球对称,柱对称,平面对称系统等。比如一

个不规则形状的带电导体,如果距离这个导体足

够远,就可以近似将其产生的电场看做是均匀带

电球产生的电场:而靠近导体表面的电场,又可以

近似看做是无限大均匀带电平面附近的电场。如

果类似于力学的方法,采用库仑定律处理静电场

会显得很麻烦。在物理学史中,一个著名的例子

就是在《自然哲学之数学原理》[1]一书中,牛顿花

费了很大的力气才证明均匀球壳对球壳内质点的

引力为零,对壳外质点的引力可以看作是把球壳

的质量都集中在球心位置处所产生的引力。如果

采用场论的方法。依据球对称性和高斯定理,可
以非常快捷地得到相同结论。

作为描述有源场的高斯定理对我们理解场论

有着重要的意义。场的有源或者无源性质实际上

是利用满足真空平方反比率的库仑电荷来讨论

的。静电平衡的导体电学特征就是建立在有源场

高斯定理的基础之上,点源的球对称性加上高斯

定理就可以得到库仑平方反比率。通过测量静电

平衡导体内部电荷是否为零就可以检验平方反比

率,进而检验高斯定理。这样的检验远远比最初

的库仑扭秤实验要精确。历史上,卡文迪许在库

仑之前就利用测量静电平衡导体内部电荷是否为

零确定静电力偏离平方反比率的指数偏差δ的上

限在2×10-2 左右[2]。后来麦克斯韦重新做了卡

文迪许的实验,进一步提高了精度,把偏差δ上限

降低到5×10-5 的数量级。后面不断有物理学家

重复测量静电平衡导体内部电荷来探究静电场的

平方反比率的适用性。1971年威廉姆斯(Wil-
liams)将偏差δ 上限缩小到(2.7±3.1)×10-16

的数量级。可以说静电场的平方反比率得到了严

苛的检验。相应的库仑势,也就是与半径成反比

的势函数,是描述静电场的准确函数。从理论的

角度看,高斯定理、场强的平方反比率以及库仑势

是三维空间有源场的基本性质,如果空间是两维

或者四维的,则点源的平方反比率以及库仑势都

将发生改变。因此高斯定理以及库仑势在三维空

间场论中有其独特意义。
抛开电磁理论,实际物理研究中,特别是在量

子物理研究中,除库仑势之外还存在汤川势,谐振

子势等其他类型势函数。研究这些非库仑势的性

质时,如果直接利用势函数求解相关问题,某些情

况会特别麻烦。这是因为非库仑势相关的场论不

再满足高斯定理,点源与空间的场之间的关系就

复杂很多。为了解决这个问题,本文讨论一种把

其他类型荷分布及势函数转换为库仑荷分布及库

仑势的方法:即依据场论知识,我们可以对非库仑

势求梯度得到场分布。再对场求散度得到荷分

布。用这种方法求得的荷分布是一种等效的库仑

荷分布,利用等效库仑荷分布以及高斯定理求解

问题会使相关问题得到意想不到的化简。我们将

在论文第二部分以汤川势为例来说明如何使用该

方法,在第三部分给出使用该方法解决问题的一

个具体例子 均匀带汤川荷球的散射问题,最后给

出本文的结论。

1 等效库仑荷分布方法及推广

质子带正电,相互之间存在排斥力。因此质

子中子之间必须有一个强大的吸引力才能使质子

和中子形成稳定的原子核结构。日本科学家汤川

秀树提出汤川势,等效力程的概念,解决了这个问

题。汤川秀树指出质子与质子之间,质子与中子

之间通过交换一种质量为mπ 的介子相互作用[3]。
分析可知其势函数为

Vint(r)=
αe

-mπr

r
(1)

其中,α=
Q2

4π
。注意这里采用的是自然单位制,质

量的倒数看做是长度量纲。Q 为两个粒子所带的

相互作用荷,该荷可以定义成为汤川荷。由于Q
很大,势函数在r 较小的时候值很大。但是由于

分子上是e指数形式,随半径r很快下降,所以在

大于mπ 倒数之后,势函数很快降为零了。这样的

势非常恰当地描述了核内强大的吸引力,但是力

程非常短的现象。汤川秀树因此预言了参与强相

互作用的π 介子,物理学家很快就发现了这种类

型的粒子,这是物理学史上的一个重要突破。其
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实库仑势可以看做是一种特殊形式汤川势。电磁

相互作用是通过交换光子产生的,把光子看做有

质量粒子,电荷之间的相互作用也会是公式(1)形
式。当光子质量(公式(1)中mπ)趋于0时就得到

了库仑势函数Vint=-Q2/4πr。此时的Q 可以称

为库仑荷。
简单分析就可以发现,如果物体之间的相互

作用势是汤川相互作用势,那高斯定理就不再成

立了,任意封闭面的场强积分不再等于封闭面内

的汤川荷除以某个常数。这时一个均匀带汤川荷

的球壳内场强不等于零,球外场强不能看做是把

汤川荷集中于球心位置处所产生的场强。此时场

强以及整个空间势函数的计算就是一个比较棘手

的问题,原则上讲需要对场源剖分,然后进行比较

复杂的积分才能得到相关的物理量。正如引言所

述,高斯定理、平方反比率以及库仑势在三维空间

场论有其特殊意义。对于一个汤川势相互作用的

物体,其实可以把汤川荷看做是空间库仑荷分布

造成的效果。只要我们把空间中每个体元的汤川

荷转换为空间等效的库仑荷,然后对所有体元贡

献进行积分,就得到了等效库仑荷在空间分布。
这是一个非常有意思的方法,

下面我们首先看一个点源汤川荷QY(下标Y
标记)怎么得到库仑荷QC(下标C 标记)。设坐标

原点处点源汤川荷QY 在空间产生的势为

V(r)=
QY

4π
e
-

r
λ

r
(2)

λ是我们重新定义的力程。依据场论知识,势函

数的负梯度是场强。由于不是库仑势,在r≠0处

势函数负梯度的散度并不为零。而这个散度就可

以定义为等效库仑荷分布

ρC(r)=وسلم·[-وسلمV(r)]

·وسلم= وسلم-
QY

4π
e

-
r
λ

r  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =

QY

4πλ2
e

-
r
λ

r
(3)

也就是说,一个点源的汤川势可以等效地看做是

在点源以外空间分布着如上式所示的库仑荷和点

源的共同作用产生的效果。当然此时原点点源的

汤川荷也转换为等量的库仑荷。也就是说原点点

源汤川荷产生的场等于如下分布的库仑荷产生

的场

ρC(r)=QYδ(r)-
QY

4πλ2
e

-
r
λ

r
(4)

注意推导公式(3)在r≠0区域成立,原点的点源

贡献必须用δ函数来表示。
下面可以通过计算场强来证明等效库仑荷分

布的等效性。对汤川势(2)求负梯度可以得到

场强

E=-وسلم
QY

4π
e

-
r
λ

r  =-
QY

4π
1
r3

+
1

r2λ  e-
r
λr

(5)
现在假定空间分布着如公式(4)分布的库仑荷密

度ρ(r),那怎么计算空间中的场分布呢? 如引言

所述,系统具有球对称性,因此可以选定一个半径

为r 的高斯面,利用高斯定理就可以得到场强分

布。球面的通量等于

4πr2E=∫
r

0
ρ(r')d3r'

=∫
r

0
QYδ(r)-

QY

4πλ2
e

-
r
λ

r
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 d3r'

=QY
r
λe

-
r
λ +e

-
r
λ  (6)

因此

E=
QY

4π
1
r3

-
1

r2λ  e-
r
λr (7)

可见把等效库仑荷应用到高斯定理计算中得到的

场强式(5)和用汤川势直接求负梯度得到的场强

式(7)是相同的。由于场强是场的基本物理量,因
此由场强决定的势等其他的量当然也相同了。读

者也可以验证以无穷远处为势函数零点,利用上

式场强计算即可得到汤川势函数式(2)。
有了点源转换为库仑荷分布的计算方法,我

们很容易得到空间任意分布的汤川荷ρY(r)在r
处形成的等效库仑荷分布ρC(r),即

ρC(r)=ρYδ(r)-∫ρY(r')
e

-
r-r'

λ

4πλ2 r-r'
dr'

(8)

  利用式(8),原则上我们就可以算出汤川荷产

生的等效库仑荷分布,即计算出了汤川势函数的

“源”。如果把QY 作为场源,产生汤川势的场其

实不满足高斯定理。而现在有了等效库仑荷分

布,我们就可以利用库仑定律求场强,进而求势函

数等等。这个方法其实还可以处理原子核物理中

的汤川势问题,我们都知道在近核区域原子会产

生库仑势,但是文献[4]中指出在离核较远的区域
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电子就会产生一个屏蔽效应,在这个区域会产生

汤川势。因此,上述方法也为求解原子核和核外

电子有效汤川势的相关问题提供一个新思路。应

该指出高斯定理对于库仑荷也是成立的。如果系

统具有高度的对称性,则利用高斯定理就可以方

便的求得此时的场强和势函数。我们将在下节举

例子进行说明。
现在我们对等效库仑荷分布的转换方法进行

小结:第一步:势函数求负梯度得到场强;第二步:
对场强求散度得到补充的库仑电荷密度函数;第
三步:原来的密度加上补充的密度即可得到整个

空间的荷密度分布。从计算过程看这是一个非常

简单的方法,实际上就是求一些特殊势函数的源

而已。但是相比于原始势函数的源,等效库仑荷

分布可以让我们比较直观的理解场强、势函数的

分布情况。这是因为通常我们对宏观静电场理论

的理解更为深刻。
其实引言讨论的平方反比率的验证也可以给

我们一些启示:如果电荷之间不是平方反比相互

作用,那空间中就会存在等效的库仑荷分布,那静

电平衡时导体内部库仑荷分布(注意不是电荷)就
不为零了。以上等效库仑荷分布计算过程虽然简

单,但是很少有人专门讨论。这是因为经典物理

处理的多是宏观经典物体,物质之间相互作用主

要是电磁相互作用和引力相互作用,自然满足平

方反比率。而微观物理系统主要是量子力学体

系,这些经典的荷分布似乎没有多大用处。其实

也不尽然,下一节我们将举一个以上方法在量子

力学中应用的具体例子,即均匀带汤川荷球的散

射问题。这里首先列出常用的三维线性势,三维

谐振子势和Hulthén势在空间的等效库仑荷分布

的具体结果:

•
 

三维线性势V(r)=kr在空间的等效库仑

荷的密度分布为

ρ(r)=-
2
r

(9)

也就是说,在空间中和半径成反比的等效

库仑荷分布产生了线性势。此时空间中

生成恒定场强大小的球对称场分布。

•
 

三维谐振子势V(r)=
1
2μω

2r2 在空间的

等效库仑荷的密度分布为

ρ(r)=-3μω2 (10)

三维谐振子在振动过程中受到F=-kr
的线性力,受到线性力的系统在空间所产

生的等效库仑荷分布是一个常量。一个

著名的例子就是把地球看做是质量均匀

分布的球,那在地球表面任意两点之间挖

一个直线通道,理想情况下受引力作用的

物体在这个通道内做简谐振动。此时从

地球一端到另外一端大概40多分钟。

•
 

Hulthén势V(r)=m
e-mr

1-e-mr在空间的等

效库仑荷的密度分布为

ρ(r)=δ(r)+

m2 (2-mr)e-mr -(2+mr)e-2mr

r(1-e-mr)3
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

(11)
在这里 m 是势函数力程参数。Hulthén
势比较复杂,在经典物理中很少出现,其
在r较小时以e指数递减。因此很多情况

下,可以用Hulthén势模拟汤川势来给出

相关物理过程的近似解析解。
以上三种相互作用都是单位荷分布产生的等效库

仑荷分布情况。注意前两个势的等效荷在原点处

的源为零。如果源分布不在原点,可以用类似于

公式(8)的形式得到整个空间等效库仑荷分布。

2 均匀带汤川荷球的散射

由于宏观经典物理处理的多是电磁和引力相

互作用,这种势函数转换成等效库仑荷分布的方

法其实并没有多少应用场景。但是物理学前沿研

究中,在某些领域非电磁和引力相互作用势函数,
用这种等效库仑荷分布计算方法会使一些问题简

化很多,物理图像也会显得更为清晰。正是因为

笔者从事的暗物质唯象研究中应用了这种方法,
为此特地对具体的研究问题进行简化,设计了一

个例子进行说明。希望该论文能够对基础课程教

学有一定参考。前沿研究中暗物质弹性散射问题

是一个非常重要的研究课题,这是因为暗物质在

宇宙演化过程中扮演重要角色,暗物质粒子的弹

性散射截面决定了宇宙中各种尺度天体,比如微

波背景辐射、星系团、星系以及矮星系的结构[4]。
最近的暗物质研究表明,暗物质粒子在低速下的

弹性散射截面并不是物理学家最初设想的弱相互
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作用量级的散射截面。特别是在小宇宙学尺度,
如星系团、星系或者矮星系尺度,观测表明暗物质

弹性截面与暗物质粒子速度依赖关系比较奇怪,
截面应该随着粒子速度增加而降低。这是通常暗

物质模型所谓的弱相互作用大质量粒子所不能解

释的。为了解决这个问题,有学者提出了自相互

作用暗物质粒子模型,还有学者提出了有体积暗

物质的散射[5]等来给出合适的暗物质弹性散射截

面。这里的有体积暗物质模型是一种非常好的想

法,由于物理学家通常认为暗物质之间存在有限

力程相互作用,这种相互作用一般用汤川势来表

达,并不是通常的电磁或者引力相互作用。注意

在高能粒子物理研究中,基本粒子通常被看做是

点粒子。有体积粒子的研究是一个比较困难的课

题,此时需要额外相互作用把粒子束缚在一个有

限的空间内。比如质子,就是强相互作用把夸克

禁闭在一个小的体积。这种夸克禁闭现象是物理

学中著名的非微扰计算难题。对于有体积暗物质

汤川相互作用散射截面的计算就可以利用到上一

节所讨论的库仑荷分布方法进行,能够得到暗物

质散射的初步结果。下面我们就来说明该例题及

其解法。

图1 半径为R,带电量为Q 的硬球示意图

为了简化问题,我们假定如图1所示一个均匀

球状汤川荷分布的暗物质粒子,半径为R。假定其

总汤川荷为Q,则汤川荷密度为ρ0=3Q/4πR3。要

求的问题是:(1)求此时球内外的势函数;(2)另外

一个单位汤川荷点粒子与该球发生弹性散射截面

为多少? 初看这道题,最直接的求解办法就是把

均匀带汤川荷球按照以球心为中心的球壳剖分,
分别对球内球外一点进行积分即可。但是,正如

上文所述,此时每个剖分体元与场点之间是汤川

相互作用,并不满足高斯定理,所以通常依据对称

性再利用高斯定理求解势函数和场强的办法不再

适用。而上一节所讲的等效库仑荷分布的方法就

可以很好地处理这个问题。下面来看具体过程。
以图1所示r方向为Z轴,做球坐标系统,选择一

个半径为r',厚度为dr'的球壳。我们可以利用

式(8)得到在离球心r 处的等效库仑荷密度。由

于在角度θ 对应的圆环上每点与场点r 距离相

等,利用三角关系求出距离,然后就角度ϕ 积分即

可得到该圆环对r处贡献的库仑荷微元

dρ(r)=-
1
λ2∫
e

-
r
λ (r-r'cosθ)2+r'sinθ

ρ0r'2dθsinθdϕdr'

4π (r-r'cosθ)2+r'sin2θ

=-
1
λ
(e

-
r
λ-

r'
λ -e

-
r
λ+

r'
λ)ρ0r'dr'

2r
(12)

再对上式r'从0积分到R 就可以得到球外一点(r>
R)的库仑荷密度为

ρ(r)=-ρ0λ
e

-
R
λ

2r
R
λ +1  e-

R
λ +

R
λ -1  e-

R
λ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

当r>R (13)
可见,如果从场源的角度看,汤川荷在分布区域以

外的位置仍然有源。r≤R 区域的荷密度的计算

与上式类似,注意还要加上原来汤川荷的密度,最
终的结果为

ρ(r)=-ρ0λ
2r

(e
-

r
λ -e

r
λ)R

λ +1  e-
R
λ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

当r>R (14)
从上式也可以看出,此时球内等效库仑荷分布不

再均匀。
有了上面等效库仑荷分布,下面计算场强和

势函数就可以使用高斯定理了。也就是说,对于

球对称系统,求某点势函数分为原点到场点和场

点到无穷远处两部分计算。原点到场点的势可以

把其中所有库仑荷集中于坐标原点处计算原点对

场点产生的势函数。而场点到无穷远处可以看做

是一层一层的均匀带库仑荷球壳在其内部产生的

库仑势求和。因此球外一点r处的势函数为

V(r)=
1
4πr∫

r

0
ρ(r')d3r'+∫

∞

r

ρ(r)
4πr'd

3r'

(15)
式(15)第一部分就是计算原点到场点的总库仑荷

集中于原点在r处贡献的势函数,后面计算大于r
的微元球壳对球内贡献的势函数。读者应该注

意,均匀带汤川荷的球壳在球内不是等势体,这正

是转化为库仑荷再利用高斯定理方便的地方。诚

然,这个问题计算的难度实际上在等效库仑荷分

布公式(13)和公式(14)上,公式(12)中已经计算

了汤川势函数的贡献。但是从场论的角度看,转
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换为等效库仑荷分布有着更为清晰的物理意义。
在实际教学中,也可以作为一种电磁学的扩展教

授学生,相信会有很好的教学效果。在当前的情

况下,整个空间势函数分布仍然分为球内球外两

部分,具体结果为

V(r)=

ρ0e
-

r
λλ
3

2r
R
λ +1  e-

R
λ +

R
λ -1  e

R
λ􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 当r>R

-ρ0λ3

2r
R
λ+1  e-

R
λ -e

-
r
λ +e

r
λ  +ρ0λ2 当r≤R

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(16)
读者可以验证,该方法计算的势函数与直接利用

汤川势计算结果完全相同。从上式可以看出,在
球外,势函数仍然随e指数下降,当R 趋于零时,
势函数恢复到点粒子汤川势形式。具体验证过程

需要对公式方括号中的R 做泰勒展开,比较复杂,

这里就不展示了。需要再次说明的是在宏观经典

物理中,很少有这种势函数。
现在我们的任务是处理微观点粒子的散射截

面问题,即以动量k 入射的点粒子被硬球所产生

势函数式(16)的散射。这是一个量子力学散射问

题,它可以采用波恩近似来求解散射振幅f(θ),
具体计算过程可以参阅教材[6],最终散射振幅形

式为

f(θ)=-
2μ
❋2q∫

∞

0
r'V(r')sinqr'dr'

(17)
其中,μ 是系统约化质量,❋是普朗克常数,q 是点

粒子转移动量,q=2ksinθ。散射截面[6]

dσ
sinθdθ=f(θ)2=

4μ2

❋4q2∫
∞

0
r'V(r')sinqr'dr'

2

(18)
代入势函数(16),计算可得硬球的散射振幅为

f(θ)=-
2μ
❋2q∫

R

0
r' -ρ0λ3

2r'
R
λ +1  e-

R
λ(-e

-
r'
λ +e

r'
λ)+λ2ρ0

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 sin(qr')dr'-

2μ
❋2q∫

∞

R
r' -ρ0λ3e

-
r'
λ

2r'
R
λ +1  e-

R
λ +

R
λ -1  e

R
λ􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 sin(qr')dr'

=
3μ

2π❋2q3R3
1

1
λ2

+q2  
[-sin(qR)+qRcos(qR)] (19)

为了计算方便我们在这里把硬球的汤川荷量取作

1,以上振幅比较复杂,熟悉场论的读者可以看出

  3
q3R3

[-sin(qR)+qRcos(qR)] (20)

实际上就是硬球模型相关荷在动量空间的分布。

除去这个分布剩余项其实就是由一个质量为
1
λ

的

中介传递相互作用粒子形成的点粒子散射振幅。
因此很容易验证当R→0时,微分散射截面回到点

粒子散射情况

dσ
sinθdθ≈

μ2

4π2❋4
1

1
λ2

+q2  
9

q6R6·

qR-q3R3

3! -qR 1-q2R2

2!  􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2

= μ2

4π2❋4
1

1
λ2

+q2  
2

(21)

  以上我们求解了均匀带川荷硬球散射的微分

散射截面。在暗物质研究中,学者主要关注此时

的总散射截面,上面讨论的宇宙学小尺度观测结

果实际上是对总截面给出限制。因此,下面我们

计算半径为R 的暗物质总散射截面

σT =∫
π

0

dσ
sinθdθsinθdθ

(22)

此时总截面没有解析解,因此我们数值计算了总

散射截面。在具体的研究中主要关注弹性散射总

截面σT 随半径R 的变化情况。当然这依赖于入

射粒子动量k以及相互作用强度的大小。为此我

们给出了不同的k值下σT4μ2 ❋4/μ2 在R 和λ 空

间的数值结果,如图2所示。从图2中我们可以

看到,当入射动量k比较小时(图2(a)),总散射截

面σT 随半径变化不明显,只有在R 远远大于力

程的时候,才会显现效果。入射粒子动量小,对应

的德布罗意波长较长,因此其尺寸效应不明显。
但是当入射粒子动量足够大时(图2(b)),只要

R>λ总截面就会随着R 的改变而显著改变。正
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图2 左图和右图分别是k=0.1GeV,k=100GeV时,σT4μ2❋4/μ2 在R 和λ空间的数值图像

是这种尺寸效应使得暗物质可以满足宇宙学小尺

度的限制,具体情况可以参考文献[5]。

3 结语

满足平方反比率的库仑相互作用具有独特的

意义,有源场满足的高斯定理描述了三维空间矢

量场的属性。本文把其他类型势函数,如汤川势、
谐振子势等转换为等效库仑荷分布,由此利用三

维有源场满足的高斯定理来计算空间中的场强以

及其他相关物理量。虽然这种方法在计算工作量

上没有显著改进,但是得到的等效库仑荷分布在

处理有体积粒子的时候会有更加清晰的物理图

像。为此笔者专门设计了一个均匀分布汤川荷的

硬球散射例题来展示这种方法的优越性。转换方

法以及具体例题对拓展场论等相关课程的教学有

一定借鉴意义。当然实际处理有体积粒子散射过

  

程确实比较复杂,作为量子力学散射部分的扩展

内容在教学中是比较合适的。
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